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Статья посвящена приложениям следующего замечательного преобразования. Несложное вы-
числение показывает, что если ψ(x, λ) общее решение уравнения

ψ′′ = (u(x)− λ)ψ,

а ψ0(x) частное решение, отвечающее значению λ = λ0, то функция

ψ̃ = ψ′ − wψ, w = ψ′0/ψ0

удовлетворяет уравнению того же вида, но с новым потенциалом ũ = u − 2w′. Впервые это
наблюдение было сделано в работе Дарбу [1], и впоследствии переоткрыто Шрёдингером [2,
3] в контексте квантовой механики. Последовательность преобразований Дарбу описывается
операторами Hn = d2/dx2 − un, Q±n = d/dx± wn, связанных соотношениями факторизации

Hn + λn = Q+
nQ
−
n 7→ Hn+1 + λn = Q−nQ

+
n ,

что эквивалентно цепочке дифференциально-разностных уравнений

un = w′n + w2
n + λn, w′n + w′n+1 = w2

n − w2
n+1 + λn − λn+1.

Любое решение этих уравнений порождает семейство операторов Hn с ψ-функциями, явно вы-
числяемыми при всех λ = λn; операторы Q±n играют роль операторов рождения-уничтожения.
Как оказалось, практически все точно-решаемые модели квантовой механики (гармонический
осциллятор, задача Кеплера, сферические гармоники, безотражательные потенциалы, потен-
циалы Морса, Пёшля–Теллера и т.д.) допускают единообразное описание в рамках этого метода
[4, 5]. При этом,

функции wn, отвечающие разным n, имеют один и тот же вид и отличаются
только значениями параметров.

Формулировка этого свойства форм-инвариантности и является основным результатом работы
Генденштейна. В дальнейшем, эта идея получила развитие в работах Шабата, Веселова, Спи-
ридонова [6, 7, 8] и др., в которых были введены новые семейства точно-решаемых потенциалов
(в отличие от рассматривавшихся ранее, они выражаются не через элементарные функции, а
через трансценденты Пенлеве и их обобщения).

Преобразование Дарбу допускает обобщение и для нестационарного уравненияШрёдингера,
и для других спектральных задач. Следует отметить его прямую связь с суперсимметрией
[9, 10, 11] и с преобразованиями Бэклунда для нелинейных уравнений, интегрируемых методом
обратной задачи рассеяния [12, 13, 7]. Развитие этих теорий, происходившее в 1970–90 гг., шло
параллельно и рассматриваемая статья оказала заметное влияние на эти исследования.
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[12] H.D. Wahlquist, F.B. Estabrook. Bäcklund transformations for solutions of the Korteweg–de Vries
equation. Phys. Rev. Let. 31:23 (1973) 1386–1390.

[13] V.B. Matveev. Darboux transformation and explicit solutions of the Kadomtcev-Petviaschvily equation,
depending on functional parameters. Lett. Math. Phys. 3:3 (1979) 213–216.

2

http://www.jstor.org/stable/20490756
https://en.wikipedia.org/?curid=1018102
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.23.21
http://dx.doi.org/10.1093/qmath/6.1.121
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/2/009
http://mi.mathnet.ru/faa696
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.398
http://dx.doi.org/10.1016/0550-3213(81)90006-7
https://www.ufn.ru/ufn85/ufn85_8/Russian/r858a.pdf
http://mi.mathnet.ru/tmf1344
http://link.aps.org/abstract/PRL/v31/p1386
http://dx.doi.org/10.1007/BF00405295

