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Рассматриваются структурные особенности кристаллизации и плавления системы частиц, парное

взаимодействие между которыми описывается потенциалом Леннарда–Джонса. Для количественного

описания ближнего порядка используется метод вращательных инвариантов (сферических гармоник).

Вращательные инварианты второго (ql) и третьего (wl) рода вычисляются (что требует лишь инфор-

мации о мгновенном пространственном расположении атомов и относительно легко достижимо в экс-

перименте) для каждой частицы системы и дают важные характеристики фазового состояния системы

− функции распределения частиц по величинам ql и wl (где l – ранг инварианта; в настоящей работе

представлены результаты для l = 4, 6). Показано, что кумулянт распределения частиц по величине w6

является чрезвычайно чувствительным к разрушению/образованию ближнего ориентационного поряд-

ка в системе Леннарда–Джонса и, соответственно, может быть использован как критерий плавления и

кристаллизации данной системы.
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Кристаллизация и плавление вещества являют-

ся фазовыми переходами и принадлежат к наибо-

лее важным и фундаментальным разделам физи-

ки конденсированного состояния. Структурные осо-

бенности при таких переходах еще до конца не вы-

явлены даже для относительно простых модельных

систем, таких, как твердые сферы [1, 2], заряжен-

ные микрочастицы (к которым относится колло-

идная [3, 4] и комплексная [5–8] плазма), система

Леннарда–Джонса (см., например, [9–12]) и т.д., хо-

тя в многочисленных экспериментальных и теорети-

ческих исследованиях твердо установлено, что фи-

зические и механические свойства конденсированно-

го вещества в значительной степени определяются

ближним порядком атомов (см., например, [13, 14]).

Обычно ближний порядок (и ассоциированные с ним

процессы плавления и кристаллизации вещества) ис-

следуют, анализируя радиальное поведение парной

корреляционной функции (RDF – radial distribution

function), усредненной по угловому распределению

частиц. При этом пространственная ориентация час-

тиц, лежащих в первой координационной сфере RDF

(ориентационный ближний порядок), очевидно, не

учитывается, хотя, как будет здесь показано, она

играет очень важную роль в процессах плавления

и кристаллизации. (Отметим одни из первых работ

[13, 14], в которых делалась попытка описать переход

жидкость–кристалл, базируясь на свойствах ориен-

тационного ближнего порядка.)

В настоящей статье исследуется ориентацион-

ный ближний порядок (и его структура) у систе-

мы частиц, взаимодействующих посредством потен-

циала ULJ(r) Леннарда–Джонса (в безразмерном ви-

де этот потенциал имеет вид (см., например, [15])

ULJ(r) = 4[(1/r)12 − (1/r)6].

Применяется стандартный метод молекулярной

динамики (см., например, [15]), который описывает

поведение системы Леннарда–Джонса в кубическом

термостате размером L при постоянных температуре

T ∗ и плотности ρ∗ (так называемый NVT-ансамбль) с

использованием периодических граничных условий.

Моделирование проводилось для N = 4000 час-

тиц, которые в начальный момент времени были ли-

бо случайно распределены (при исследовании кри-

сталлизации системы LJ) в заданном объеме V , либо

расположены в узлах кубической гранецентрирован-

ной решетки (ГЦК, fcc face-centerd-cubic) (при ис-

следовании плавления системы LJ). В обоих случаях

температура системы уменьшалась/увеличивалась

(при заданной плотности ρ) c небольшим шагом δT .

При новой температуре в качестве начальной были

использованы конфигурации частиц, описанные вы-

ше. Для каждой температуры T ∗ находились квази-

равновесные конфигурации частиц, которые исполь-

зовались в дальнейшем для нахождения структур-

ных свойств системы.

Для определения локального порядка удобно ис-

пользовать метод локальных вращательных инва-
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риантов, предложенный в [10] и широко использу-

емый для определения структуры ориентационно-

го ближнего порядка частиц в самых разных си-

стемах, таких, как твердые сферы [16–19], коллоид-

ная [4, 20] и комплексная [7, 21–23] плазма, система

Леннарда–Джонса [11, 12, 24], гранулированные си-

стемы и т.д. В рамках этого подхода для каждой i-

й частицы сначала определяется Nb(i) ближайших

соседей. Векторы rij , соединяющие i-частицу с бли-

жайшими соседями (j = 1, . . . , Nb), позволяют опре-

делить локальный ориентационный параметр (bond

order parameter) qlm(i) для каждого атома/частицы:

qlm(i) =
1

Nb(i)

Nb(i)
∑

j=1

Ylm(θj , φj), (1)

где Ylm(θ, φ) – сферические гармоники, θ, φ – угло-

вые координаты j-й частицы, определяемые векто-

ром rij . Отметим, что определяемый таким образом

локальный ориентационный порядок зависит только

от двух параметров – углового распределения бли-

жайших соседей θi и φi. Расстояния же до них rij
учитываются неявно посредством определения бли-

жайших соседей как частиц, которые находятся в

первой координационной сфере – в окрестности пер-

вого максимума парной корреляционной функции

g(r).

Значения qlm(i), очевидно, зависят от выбора си-

стемы координат (и потому являются малопригод-

ными с точки зрения определения локального ори-

ентационного порядка). Поэтому для каждой части-

цы вычисляются вращательные инварианты второго

(ql(i)) и третьего (wl(i)) рода:

ql(i) =

[

4π

2l+ 1

m=l
∑

m=−l

| qlm(i)|2

]1/2

, (2)

wl(i)=
∑

m1,m2,m3
m1+m2+m3=0

(

l l l

m1 m2 m3

)

qlm1
(i)qlm2

(i)qlm3
(i),

(3)

где

(

l l l

m1 m2 m3

)

– вигнеровские 3j-символы,

причем в последнем уравнении суммирование произ-

водится по всем индексам mi = −l, ..., l, которые удо-

влетворяют условию m1+m2+m3 = 0. Из уравнения

(3) видно, что вращательные инварианты третьего

рода wl ∝ q3l , поэтому, вообще говоря, они значи-

тельно чувствительнее к разрушению/образованию

ориентационного порядка, чем ql, это, в частности,

будет показано ниже.

Важно отметить, что каждый тип кристалличе-

ской решетки имеет свой уникальный набор враща-

тельных инвариантов ql и wl. Это дает возможность

определить наблюдаемую в эксперименте или мо-

делировании упорядоченную структуру, сравнивая

значения ql, wl, вычисленные для каждой части-

цы, с величинами qid
l , wid

l для идеальных решеток,

т.е. определить локальный (ближний) порядок (local

order) в системе. Для идентификации кристалличе-

ской структуры обычно используют вращательные

инварианты q4, q6 второго рода и w4, w6 третьего

рода, которые для совершенных кристаллов могут

быть относительно легко вычислены.

Например, у кристаллов с решеткой ГЦК (fcc),

с гексагональной плотной упаковкой (ГПУ, hcp –

hexagonal close packed) и у икосаэдрической фазы

(ico) число ближайших соседей для каждого ато-

ма/частицы Nb = 12 и указанные вращательные ин-

варианты равны: для ГЦК (fcc) qfcc
4 = 0.1909, qfcc

6 =

= 0.5745, wfcc
4 = −0.1593, wfcc

6 = −0.01316; для ГПУ

(hcp) qhcp
4 = 0.0972, qhcp

6 = 0.4847, whcp
4 = 0.1341,

whcp
6 = −0.01244; для икосаэдрической фазы (ico)

qico
4 = 0, qico

6 = 0.6633,wico
4 = −0.1593,wico

6 = −0.1697.

Следует отметить, что в термодинамическом пре-

деле твердотельная система Леннарда–Джонса име-

ет гранецентрированную кристаллическую решетку

(fcc). Тепловое движение атомов в зависимости от

величины температуры приводит к определенному

распределению частиц по параметрам q6 и w6. Эти

распределения для твердой фазы, очевидно, сосре-

доточены в узкой области около qfcc
6 и wfcc

6 . Для сла-

боупорядоченных же систем (таких, как например,

жидкость или стекольная фаза) указанные распреде-

ления, как мы покажем ниже, существенно отлича-

ются от твердотельных. Например, для подобных си-

стем среднее значение 〈q6〉 ≃ N
−1/2
b и заметно мень-

ше qfcc6 . Для Nb = 12 величина 〈q6〉 ≈ 0.29.

На рис. 1 и 2 представлены зависимости, харак-

теризующие ближний порядок в системе Леннарда–

Джонса (для ρ∗ = 1) при ее нагреве и последую-

щем плавлении (рис. 1), а также охлаждении и после-

дующем затвердевании (кристаллизации) (рис. 2).

Приведены функции распределения Fq(q6) и Fw(w6)

частиц (PDF – probability distribution function) для

разных температур системы в зависимости от ве-

личин вращательных инвариантов q6 (a) и w6 (b).

Приведенные PDF (что было специально проверено

длительными MD расчетами) являются квазистаци-

онарными и практически не зависят от темпа нагре-

ва/охлаждения. Тем не менее в дальнейшем пред-

ставляется интересным рассмотреть влияние разме-
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Рис. 1. (Color online) Плавление системы Леннарда–

Джонса при ρ∗ = 1. Представлены функции распреде-

ления частиц Fq и Fw в зависимости от величины вра-

щательных инвариантов q6 (a) и w6 (b) (вычисленных

по 12 ближайшим соседям, Nnn = 12). Верхние кри-

вые – кумулянты данных распределений при разных

температурах T ∗ = T ∗

0 + δT ∗(i− 1), где δT ∗ – констан-

та, i = 1, . . . , 50. Цвет каждой из зависимостей соот-

ветствует определенной температуре (красный – более

высокой, чем синий). Кроме того, показаны значения

q6 и w6 для идеальных типов кристаллической решетки

fcc/hcp/ico

ра системы (size effect) и времени расчета на свойства

данных PDF.

Функции распределения Fq(q6) и Fw(w6) построе-

ны с небольшим постоянным шагом δT ∗ по темпе-

ратуре, что дает возможность определить область

переходов кристалл–жидкость и жидкость–кристалл

при плавлении и затвердевании системы Леннарда–

Джонса. Часто такие функции распределения име-

ют достаточно сложный вид, особенно когда в си-

стеме одновременно сосуществуют разные кристал-

лические фазы (например, в плазменных кристаллах

[7, 8, 24] и коллоидной плазме [3, 4] часто одновре-

менно наблюдаются и ГЦК (fcc), и ГПУ (hcp) фазы).

В таких случаях использования только усредненных

характеристик (например, среднего значения 〈q6〉 по

распределению Fq) для построения параметров, опи-

сывающих фазовый переход кристалл–жидкость, яв-

но недостаточно. Поэтому на рис. 1 и 2 дополнитель-

но построены кумулятивные распределения F c
q (q6) и

Рис. 2. (Color online) Кристаллизация системы

Леннарда–Джонса при ρ∗ = 1. Представлены функции

распределения частиц Fq и Fw в зависимости от

величины вращательных инвариантов q6 (a) и w6 (b)

(вычисленных по 12 ближайшим соседям, Nnn = 12).

Верхние кривые – кумулянты данных распределений

при разных температурах T ∗ = T ∗

0 − δT ∗(i − 1),

где δT ∗ – константа, i = 1, . . . , 50. Цвет каждой из

зависимостей соответствует определенной температуре

(красный – более высокой, чем синий). Кроме того,

показаны значения q6 и w6 для идеальных типов

кристаллической решетки fcc/hcp/ico

F c
w(w6), определяемые, например, для F c

q из соответ-

ствующей PDF: F c
q (x) = 1

N

∫ x

−∞
F (q6)dq6, где N –

число частиц в системе. Очевидно, что F c
q (∞) ≡ 1,

а F c
q (x) – доля частиц, у которых величина q6 ≤

≤ x. Недавно было показано, что такие кумулянты

прекрасно описывают плавление/кристаллизацию в

комплексной плазме [7, 8, 25] и кристаллизацию твер-

дых сфер [20] в окрестности берналовского предела.

Рассмотрим особенности плавления системы

Леннарда–Джонса с точки зрения поведения пара-

метра q6. Начальное распределение частиц (рис. 1а,

синие линии) соответствует нагретой ГЦК (fcc)

решетке (с q6 ≃ qfcc
6 ≈ 0.55), причем частицы

с q6 ≥ qfcc
6 в системе практически отсутствуют.

Отметим, что частицы с икосаэдрическим типом

симметрии (five-fold symmetry) имеют максимальное

значение q6 среди всех типов кристаллической

решетки с Nb = 12. Тепловое движение приводит

к искажению идеальной структуры и заметному
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уменьшению величины q6 для этой фазы. Факти-

чески частицы с q6 ≥ 0.6 являются искаженными

(ico-like) квазикристаллическими структурами.

Увеличение температуры приводит к уменьше-

нию средней по распределению величины 〈q6〉. Вид-

но, что параметр 〈q6〉 испытывает резкое уменьшение

при температурах, близких к температуре T ∗
m плав-

ления системы. Этот эффект хорошо прослеживает-

ся также и по поведению кумулятивного распределе-

ния F c
q . Резкое уменьшение величины 〈q6〉 соответ-

ствует разрушению ближнего ориентационного по-

рядка при плавлении системы. Расплав (при темпе-

ратурах T ∗ > T ∗
m) характеризуется гауссоподобным

распределением Fq(q6) с медленно уменьшающейся

при нагреве величиной 〈q6〉. Таким образом, видно,

что параметр q6, а также ассоциированные с q6 рас-

пределения Fq и F c
q являются важными характери-

стиками, с помощью которых можно описывать пе-

реход кристалл–жидкость и для системы Леннарда–

Джонса. Отметим, что наряду со средним значением

〈q6〉 в качестве параметра можно использовать значе-

ние qhh6 на полувысоте кумулятивного распределения

F c
q , определяемого выражением

F c
q (q

hh
6 ) =

∫ qhh
6

−∞

F c
q (q6)dq6 ≡

1

2
. (4)

Однако функция распределения Fw(w6) и со-

ответствующее кумулятивное распределение F c
w(w6)

являются значительно более чувствительными к фа-

зовому переходу кристалл–жидкость, что иллюстри-

рует рис. 1b. Кумулятивные распределения F c
w ясно

демонстрируют расслоение на твердотельную (solid-

like) (при T ∗ ≤ Tm) и жидкую (liquid-like) (при

T ∗ ≥ Tm) фазы. Такое поведение зависимости F c
w

позволяет ввести новый параметр, характеризующий

плавление и ассоциированный с указанным кумуля-

тивным распределением. Это параметр whh
6 , опреде-

ляемый аналогично величине qhh6 :

F c
w(w

hh
6 ) =

∫ whh
6

−∞

F c
w(w6)dw6 ≡

1

2
. (5)

Тот факт, что то, что whh
6 замечательно описыва-

ет переход кристалл–жидкость (и разрушение ориен-

тационного ближнего порядка соответственно), свя-

зан с тем, что для идеальных решеток ГЦК (fcc) и

ГПУ (hcp), т.е. для основных кристаллических фаз

в твердотельной системе Леннарда–Джонса, враща-

тельные инварианты w6 практически равны: wfcc
6 =

= −0.01316 ≈ whcp
6 = −0.01244. Этим же объясняется

и форма распределения Fw для твердотельной фазы.

Отметим, что большим преимуществом кумуля-

тивных распределений является их гладкость и от-

сутствие резких скачков. Дополнительно из таких

распределений сразу легко определяется число кри-

сталлизованных частиц с определенным типом сим-

метрии (аналогично определяется и число частиц,

находящихся в жидкостной фазе).

Структурные особенности при затвердева-

нии/кристаллизации ограниченной системы

Леннарда–Джонса представлены на рис. 2. На

нем приведены те же зависимости, что и на рис. 1.

Хорошо видно, что функции распределения частиц

Fq и Fw в зависимости от вращательных инвариан-

тов q6 и w6, как и в случае плавления, испытывают

сильную перестройку в области фазового перехода.

Однако есть и существенные отличия. Происходит

формирование промежуточной метастабильной ГПУ

(hcp) фазы, что проявляется в возникновении ярко

выраженного пика на зависимости F (q6) в области

значений q6, близких к qhcp
6 ≈ 0.48.

Важно отметить, что сначала при понижении

температуры величина 〈q6〉 растет без изменения

формы распределения F (q6), которая соответству-

ет слабоупорядоченной системе. Происходит лишь

сдвиг распределения в сторону больших значений

q6. При этом форма функции распределения Fq(w6)

близка к гауссовой и меняется слабо. Последнее озна-

чает, что и слабоупорядоченную систему можно опи-

сывать такими PDF. При этом на определенном эта-

пе в системе появляются частицы с икосаэдриче-

ским типом симметрии (ico-like) с q6 ≥ 0.6 и w6 ≤

≤ −0.15 (таким температурам соответствуют зеле-

ные линии на рис. 2.). Дальнейшее понижение тем-

пературы приводит к появлению кристаллических

кластеров, сначала в основном ГПУ-подобных (hcp-

like). В области же перехода жидкость–кристалл по-

сле быстрой перестройки формируются твердотель-

ные распределения Fw и Fq, а икосаэдрическая фа-

за практически полностью исчезает. Таким образом,

появление в системе заметного числа частиц с икоса-

эдрическим типом симметрии, по-видимому, являет-

ся предвестником кристаллизации. Долю таких час-

тиц можно использовать как параметр, характеризу-

ющий состояние кристаллизующейся системы.

На рис. 3 приведены температурные зависимо-

сти ряда уже описанных выше параметров, харак-

теризующих плавление и кристаллизацию системы

Леннарда–Джонса, рассчитанные для ρ∗ = 1.5.

(Здесь приводятся только результаты для плавле-

ния системы Леннарда–Джонса, поскольку кристал-

лизация обнаруживает практически то же поведение

указанных параметров.) Дополнительно на этом ри-
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Рис. 3. (Color online) Параметры, характеризующие

плавление и кристаллизацию системы Леннарда–

Джонса в зависимости от безразмерной температуры

T ∗ для плотности ρ∗ = 1.5. Представлены кумулянты

whh
6 (синяя линия) и qhh6 (зеленая линия) распределе-

ний Fw(w6) и Fq(q6), параметр R = gmax/gmin (крас-

ная линия) и коэффициент диффузии log(D∗) (черная

линия) (в рассмотренном диапазоне температур вариа-

ции D∗ составляют примерно два порядка величины).

На вставке показаны парная корреляционная функция

g(r) и ее кумулянт Nr(< r) ≡
∫ r

0
4πr2g(r)dr для ря-

да температур в области перехода кристалл–жидкость

(температура растет от синего цвета к красному). Го-

ризонтальная серая линия на вставке соответствует

Nr = 12

сунке приводится зависимость от температуры по-

луэмпирического критерия плавления – параметра

R = gmax/gmin, предложенного в [26]. Здесь па-

раметры gmax, gmin – значения первого максимума

и первого ненулевого минимума парной корреляци-

онной функции g(r), определяемой из выражения

g(r) = V
N2

〈

∑N
i

∑N
j 6=i δ(r− rij)

〉

). Согласно [26] при

R ≃ 5 наблюдается плавление/кристаллизация си-

стемы Леннарда–Джонса. Кроме того, на рис. 3 при-

водится динамический параметр – эффективный ко-

эффициент диффузии D∗, определяемый из средне-

квадратичного отклонения δr2, усредненного за вре-

мя τ по всем частицам ансамбля: D∗ = δr2/τ , где

δr2 = 1
N

∑

[ri(τ + t) − ri(t)]
2, t > teq – время уста-

новления квазиравновесия в системе, τ ≪ ∆/vs, ∆ –

среднее межчастичное расстояние, vs – характерная

скорость частиц. Отметим, что все рассмотренные

параметры испытывают излом производной в узкой

области температур. Однако только кумулянт whh
6

меняется взрывным образом в области фазового пе-

рехода, что делает этот параметр прекрасным канди-

датом для описания плавления/кристаллизации си-

стемы Леннарда–Джонса.

Вставка к рис. 3 показывает характерные пар-

ные корреляционные функции g(r) (и их кумулятив-

ные распределения Nr(< r) ≡
∫ r

0 4πr2g(r)dr, явля-

ющиеся средним числом частиц в сфере радиуса r)

для ряда температур в области перехода кристалл–

жидкость. Отметим, что в рассмотренном диапазоне

температур в первой координационной сфере нахо-

дится 12 частиц, так что вычисление вращательных

инвариантов q6 и w6 (проведенное выше) с исполь-

зованием фиксированного числа ближайших соседей

Nnn = 12 полностью оправдано. Таким образом, ве-

личина whh
6 является новой метрикой, характеризу-

ющей фазовое состояние системы Леннарда–Джонса

и прекрасно описывающей фазовые переходы “плав-

ление” и “кристаллизация”. Здесь нами моделирова-

лась ограниченная (N ∼ 104) система LJ. Поэтому

свойства дальнего порядка (с разрушением которо-

го обычно связывают фазовый переход кристалл–

жидкость) не рассматривались. Вместе с тем ука-

занный переход хорошо прослеживается на рис. 3,

если проанализировать вид парной корреляционной

функции при разных температурах. Отметим также,

что определяемые в рамках данного подхода темпе-

ратуры плавления и кристаллизации ограниченной

системы LJ находятся в хорошем согласии с термо-

динамическими данными (LJ melting/freezing curve)

(см., например, [27]).

Применимость критерия whh
6 не ограничивается

системой Леннарда–Джонса. По-видимому, наряду с

комплексной плазмой и твердыми сферами она при-

менима для любых систем, у которых твердотельная

фаза имеет в термодинамическом пределе тип сим-

метрии ГЦК (fcc).

Итак, в настоящей работе на основе деталь-

ных молекулярно-динамических расчетов рассмот-

рены структурные особенности плавления и кристал-

лизации ограниченной (N ∼ 104) системы Леннарда–

Джонса. Показано, что функции распределения час-

тиц по вращательным инвариантам q6 и w6 (для

вычисления которых, в отличие от динамических

параметров, необходимо знать только мгновенное

пространственное положение частиц, что легко до-

стижимо в экспериментах, по крайней мере с ком-

плексной и коллоидной плазмой и с гранулирован-

ными средами) прекрасно описывают ориентацион-

ный ближний порядок и являются важными харак-

теристиками фазового состояния системы. Проде-

монстрировано, что можно использовать поведение

плотности икосаэдрической фазы в системе в каче-

стве предвестника кристаллизации.

Впервые предложено описывать плавление

и кристаллизацию системы Леннарда–Джонса с
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помощью метрики, характеризующей ориента-

ционный ближний порядок, – кумулянта whh
6 .

Последний чрезвычайно чувствителен к разру-

шению/образованию ближнего ориентационного

порядка и взрывным образом меняется в области

фазовых переходов при плавлении и кристаллизации

системы Леннарда–Джонса. Например, используя

whh
6 , можно предложить следующий критерий плав-

ления/кристаллизации системы Леннарда–Джонса:

Πm = whh
6 /wfcc

6 ≈ 2.

Данное исследование было частично поддержано

президиумом и отделением физических наук РАН,
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