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Для ромбоэдрического антиферромагнетика симметрии R3m с фрустрированным обменом в базис-

ной плоскости и конкуренцией обменов между ближайшими и вторыми соседними плоскостями рассчи-

тана фазовая диаграмма основного состояния. Диаграмма содержит фазы коллинеарного антиферро-

магнитного упорядочения разных типов, разделенные пятью несоизмеримыми магнитными состояния-

ми геликоидального типа, различающимися по типу упорядочения и направлению вектора модуляции.

Соизмеримые и несоизмеримые фазы сходятся в мультикритических точках, лежащих на линии, соот-

ветствующей антиферромагнетику с неискаженной простой кубической решеткой.
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Возросший в последнее десятилетие интерес к

несоизмеримым магнитным структурам (НМС) в

большой степени стимулирован обнаружением у мно-

гих из них мультиферроидных свойств [1]. Спираль-

ное упорядочение спинов сопровождается исчезнове-

нием центра симметрии и вызывает появление элек-

трической поляризации. Во многих механизмах фер-

роэлектрического эффекта [2–4] локальная поляри-

зация pij связана с неколлинеарностью спинов. Так,

для модели с обратным эффектом взаимодействия

Дзялошинского–Мория [4]

pij ∝ eij × (Si × Sj), (1)

где eij – единичный вектор, соединяющий спины.

В результате как направление спонтанной поляри-

зации, так и магнитоэлектрический эффект (зави-

симость поляризации от приложенного магнитного

поля) определяются ориентацией векторов модуля-

ции и поляризации НМС. При описании НМС с боль-

шими векторами модуляции, когда углы между вза-

имодействующими спинами сравнимы с 90◦, в ка-

честве механизма формирования структуры преж-

де всего рассматривается конкуренция (фрустрация)

симметричных обменов. Антисимметричный обмен

Дзялошинского–Мория для ионов переходной груп-

пы относительно мал и приводит к образованию

длиннопериодических структур [5]. Для квазиодно-

мерных магнитных структур с конкуренцией обме-

нов между ближайшими (Jnn) и вторыми (Jnnn)

магнитными соседями в цепочке, например LiCu2O2
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[6], LiCuVO4 [7], CuCl2 [8] и CuBr2 [9], вектор мо-

дуляции направлен вдоль цепочки. В этих муль-

тиферроиках Jnnn ≥ Jnn, что приводит к боль-

шой неколлинеарности спинов. В мультиферроике

CuO с максимальной температурой возникновения

магнитно-индуцированной электрической поляриза-

ции большое число конкурирующих обменов приво-

дит к основному состоянию, которое квазивырожде-

но по ориентации магнитных моментов в соседних

плоскостях [10, 11]. В результате переход в длинно-

периодическую геликоидальную фазу с промежуточ-

ным относительно кристаллических осей направле-

нием вектора модуляции сопровождается разворо-

том моментов в соседних плоскостях на угол, близ-

кий к 90◦ (переход от антиферромагнитного упоря-

дочения AF1 в модулированную фазу AF2 [10]). По-

следнее дает основной вклад в электрическую по-

ляризацию. В гексагональных и ромбоэдрических

магнетиках геометрическая фрустрация антиферро-

магнитного (АФ) обмена в плоскостях с треуголь-

ной решеткой векторных спинов инициирует 120-

градусную ориентацию магнитных моментов. Воз-

никновение НМС в ряде таких систем также со-

провождается появлением электрической поляриза-

ции [4, 12, 13]. С учетом прямой зависимости поля-

ризации от неколлинеарности магнитных моментов

(1) такие геометрически фрустрированные магнети-

ки рассматриваются как перспективные кандидаты

в мультиферроики с сильной магнитоэлектрической

связью [12]. Вопрос о допустимых видах НМС в трех-

мерных фрустрированных магнетиках такой симмет-

рии до настоящего времени не рассматривался. Це-
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лью данной работы является определение вида и

условий возникновения НМС в ромбоэдрическом ан-

тиферромагнетике симметрии R3m с геометрической

фрустрацией обмена между ближайшими магнитны-

ми соседями в базисной плоскости и конкуренци-

ей обменных взаимодействий между ближайшими и

вторыми соседними плоскостями.

Гамильтониан модели имеет вид

H = J1
∑

ij

SiSj + J2
∑

ij′

SiSj′ + J20
∑

ij′′

SiSj′′ , (2)

где J1 и J2 – обмены между ближайшими и вторыми

соседними плоскостями соответственно, а J20 – обмен

между спинами в базисной плоскости (111) (рис. 1).

Рис. 1. Обменные взаимодействия в элементарной ячей-

ке ромбоэдрического кристалла

В отсутствие ромбоэдрического искажения в про-

стой кубической решетке (J2 = J20) существуют два

типа коллинеарного упорядочения в зависимости от

соотношения между АФ-обменами J1 и J2 [14]. Пер-

вый тип (AF1) представляет собой плоскости спинов

с параллельной ориентацией, ортогональные про-

странственным диагоналям куба. Между соседними

плоскостями устанавливается антиферромагнитный

порядок. Такая структура имеет минимальную энер-

гию по обмену J1 и полностью фрустрирована по об-

мену J2. Второй тип упорядочения (AF2) представ-

ляет собой плоскости АФ-упорядоченных спинов, по-

вторяющиеся вдоль одной из осей кристалла (a, b

или c). Такая структура частично фрустрирована по

обоим обменам. Ромбоэдрическое искажение (вдоль

диагонали [111] на рис. 1) сохраняет оба типа АФ-

упорядочения, изменяя обменную энергию. Норми-

рованная на J20S
2 энергия одного спина в основном

состоянии для AF1 и AF2 принимает вид

ǫ1 = 3− 3j1 + 3j2,

ǫ2 = −1− j1 − j2, (3)

где j1 = J1/J20, j2 = J2/J20. На фазовой плоскости

(j1j2) граница между фазами AF1 и AF2 представ-

ляет собой прямую

j2 = 0.5j1 − 1. (4)

В трехмерной решетке НМС представляет собой

плоскости коллинеарно (ферро- или антиферромаг-

нитно) ориентированных спинов, поворачивающиx-

ся на постоянный угол ϕ при смещении от плоско-

сти к плоскости. Случай с неколлинеарной ориен-

тацией спинов в исходных плоскостях мы рассмот-

рим позднее. Необходимым условием существования

такой структуры является наличие в исходной со-

измеримой конфигурации спинов фрустрированной

(положительной) обменной энергии взаимодействий

с плоскостями, следующими за ближайшей: второй

(ǫ2n), третьей (ǫ3n) и более дальними. В ромбоэд-

рически искаженной кубической решетке (рис. 1) су-

ществует 10 вариантов выбора исходных плоскостей

спинов с энергией ǫ2n 6= 0. Варианты с исходны-

ми плоскостями, имеющими взаимодействия с бо-

лее дальними соседними плоскостями, несоизмери-

мых состояний не дают. В зависимости от типа упо-

рядочения спинов в исходных плоскостях и, следо-

вательно, энергии обменных связей внутри исходной

плоскости (ǫ0) и между плоскостями (ǫ1n и ǫ2n) при

различных соотношениях между обменами (2) воз-

никают различные НМС. Упорядочение AF1 сим-

метрично относительно ромбоэдрической оси. Опера-

ции симметрии объединяют исходные плоскости в 4

подгруппы, инвариантные относительно энергий об-

менных взаимодействий ǫ0, ǫ1n и ǫ2n: (111)1, {111̄}1,

{110}1, {11̄0}1. Здесь и далее плоскости обозначены

в ромбоэдрическом базисе. Нижний индекс указы-

вает на тип магнитного упорядочения в плоскости.

Остальные плоскости в трех последних подгруппах

получаются перестановкой индексов. Коллинеарное

упорядочение AF2 понижает симметрию, выделяя

одно из направлений в кристалле (a, b или c). В ре-

зультате 10 плоскостей монодоменного кристалла с

направлением повторения АФ-плоскости вдоль оси

c объединяются в 7 подгрупп: (111)2, {11̄1}
′

2, (111̄)2,

(110)2, (11̄0)2, {101}
′

2, {101̄}
′

2. Штрих при обозначе-

нии подгрупп означает перестановку только первых

двух индексов. Так как коллинеарное упорядочение

первого типа полностью фрустрировано по обменам

со вторыми соседями, J2 и J20, все плоскости с таким

типом упорядочения имеют фрустрированные обме-

ны со вторыми соседними плоскостями (ǫ2n > 0). Из
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плоскостей со вторым типом упорядочения это необ-

ходимое условие выполняется только для плоскостей

(111̄)2, (110)2 и (11̄0)2. Энергия каждого спина в ге-

ликоидальной фазе имеет вид

ǫ = ǫ0 + ǫ1n cosϕ+ ǫ2n cos 2ϕ. (5)

Решение с ϕ = 0 дает энергии фаз AF1 и AF2 (3):

ǫ = ǫ0 + ǫ1n + ǫ2n = ǫ1,2. (6)

Минимизация энергии по углу геликоида ϕ дает рав-

новесное значение cosϕ и пороговое условие на энер-

гии ǫ1n, ǫ2n, при выполнении которого геликоидаль-

ное решение существует:

cosϕ = −ǫ1n/4ǫ2n, 4ǫ2n > |ǫ1n| . (7)

При выполнении порогового условия энергия на спин

геликоида имеет вид

ǫ = ǫ0 − ǫ2n − ǫ21n/8ǫ2n. (8)

Несоизмеримые магнитные структуры с исходны-

ми плоскостями {111̄}1 и {110}1 имеют энергию,

бо́льшую по сравнению с остальными соизмеримы-

ми и несоизмеримыми структурами при любых АФ-

обменах (2). Остальные пять НМС являются основ-

ными состояниями в различных областях фазовой

плоскости (j1j2). Пороговые условия, значения cosϕ

и энергии геликоидальных состояний с исходными

плоскостями (klm)1,2 имеют вид

(111)1 : j2 > j1/4, cosϕ = −j1/4j2,

ǫ = ǫ1 − 3(4j2 − j1)
2/8j2;

{11̄0}1 : j2 > j1 − 3, cosϕ = (j1 − j2 − 1)/2,

ǫ = ǫ1 − (3 + j2 − j1)
2/2;

(111̄)2 : j2 > 2 + j1/4, cosϕ = j1/4(j2 − 2),

ǫ = ǫ2 − (4j2 − j1 − 8)2/8(j2 − 2);

(110)2 : j2 > j1 + 1, cosϕ = −(j1 + j2 + 1)/2j2,

ǫ = ǫ2 − (j1 − j2 + 1)2/2j2;

(11̄0)2 : j2 < 1− j1, cosϕ = −(j1 + j2 + 1)/2,

ǫ = ǫ2 − (j1 + j2 − 1)2/2, (9)

где ǫ1, ǫ2 – энергии коллинеарных фаз (3). Спины

в плоскостях (111)1, (110)2 и (11̄0)2 ориентированы

ферромагнитно, а в {11̄0}1 и (111̄)2 – антиферромаг-

нитно.

Границы между соизмеримыми и несоизмеримы-

ми фазами на фазовой плоскости определяются из

равенства энергий (3) и (9). Фазовая диаграмма

(рис. 2) состоит из прямых линий фазовых переходов

Рис. 2. Фазовая диаграмма магнитных состояний ром-

боэдрического кристалла. Штриховая линия – граница

между коллинеарными фазами AF1 и AF2 без учета

влияния геликоидальных фаз (klm)1,2 (4)

второго рода, на которых возникают НМС с ϕ → 0,

и кривых фазовых переходов первого рода, где НМС

появляется с конечным ϕ > 0. При этом происходит

смена типа упорядочения в плоскостях. На границах

между разными геликоидальными фазами меняет-

ся как величина вектора модуляции (значение ϕ),

так и его направление. В мультикритической точ-

ке j1 = 4, j2 = 1 сходятся две соизмеримые и две

несоизмеримые фазы. В этой точке сходятся линии

пороговых условий на возникновение всех несоизме-

римых фаз с первым типом упорядочения в исход-

ных плоскостях (klm)1, в том числе и с большой

энергией. Линии пороговых условий для геликоидов

(klm)2 сходятся во второй мультикритической точ-

ке, j1 = 0, j2 = 1. Указанные точки находятся на

прямой j2 = 1, соответствующей неискаженной куби-

ческой решетке и являющейся единственной прямой

на фазовой плоскости, на которой нет несоизмери-

мых фаз. В начале координат, j1 = 0, j2 = 0 несо-

измеримая фаза (11̄0)2 непрерывно переходит в 120-

градусное упорядочение спинов в треугольной ром-

боэдрической плоскости. Полученная фазовая диа-

грамма тривиально обобщается на случай ферромаг-

нитного обмена между соседними базисными плоско-

стями (111) (J1 < 0) путем отражения относительно

оси j2 (рис. 2). При этом упорядочение в плоскостях

меняется с ABCABC на A(−B)C(−A)B(−C), где знак

“минус” означает изменение направления всех спинов

на противоположное в данной плоскости при каждом

типе упорядочения. Тип коллинеарного упорядоче-

ния AF2 переходит в третий тип коллинеарного анти-

ферромагнитного упорядочения AF3, а AF1 – в фер-
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ромагнитное упорядочение всех спинов. При этом по-

является третья мультикритическая точка j1 = −4,

j2 = 1. Обобщение на случай с ферромагнитным об-

меном J2 < 0 не столь тривиально и требует отдель-

ного рассмотрения.

В кристаллах с числом магнитных соседей по

каждому типу АФ-обмена, кратным трем, возможно

существование четырехподрешеточного неколлине-

арного упорядочения, как это имеет место в геомет-

рически фрустрированных антиферромагнетиках с

пирохлорной решеткой [15] (рис. 3). Без учета до-

Рис. 3. Ориентация спинов при четырехподрешеточном

упорядочении

полнительных анизотропных взаимодействий такое

основное состояние непрерывно вырождено по углам

Θ и φ, что приводит к отсутствию дальнего маг-

нитного порядка при нулевой температуре. В ромбо-

эдрической решетке спинов также возможно четы-

рехподрешеточное упорядочение, при котором спи-

ны каждой подрешетки взаимодействуют только со

спинами трех остальных подрешеток по всем трем

типам обменов (2) (рис. 4). Энергия такого упорядо-

чения совпадает с ǫ2. При компланарной ориентации

спинов подрешеток (φ = 0) возможно геликоидаль-

ное упорядочение с сохранением общей компланар-

ности. Однако при этом происходит усиление поро-

говых условий по сравнению с коллинеарным упо-

рядочением второго типа (AF2) в плоскостях. Для

НМС с исходной плоскостью (111̄) получаем

(j2 − 1) cos(2Θ) > 1 + j1/4. (10)

Для одинаковых значений обменов энергия геликои-

да с (111̄)2 всегда ниже энергии геликоида с Θ > 0.

Рис. 4. Проекция на базисную плоскость (111) четы-

рех магнитных подрешеток. Спины каждой подрешет-

ки базисной плоскости взаимодействуют только со спи-

нами остальных подрешеток как в плоскости (сплош-

ные линии), так и между соседними ближайшими (чер-

ные кружки) и следующими за ближайшими (белые

кружки) плоскостями

Изменение пороговых условий и энергий происходит

и для НМС с другими исходными плоскостями. Это

означает, что и в области AF2 (см. рис. 2), где гелико-

иды не являются основным состоянием, энергия воз-

бужденных состояний коллинеарного упорядочения

ниже энергии возбуждений неколлинеарных состоя-

ний. Следовательно, при конечной температуре сво-

бодная энергия коллинеарного упорядочения пони-

жается относительно энергии неколлинеарных состо-

яний, что приводит к упорядочению через беспоря-

док [15, 16]. Снятие непрерывного вырождения несо-

измеримыми состояниями происходит как вне, так и

внутри области AF2 (см. рис. 2).

При отсутствии центра инверсии между взаи-

модействующими спинами появляется дополнитель-

ный механизм спиновой неколлинеарности – анти-

симметричный обмен Дзялошинского–Мория (DM)∑
ijn Dn(Si × Sj), где n – индекс соответствующих

обменных связей в (2). Он может приводить или к

слабому ферромагнетизму [17], или к несоизмеримой

магнитной структуре [18], снимая вырождение фа-

зы AF2 [19]. В первом случае фазы AF1 и AF2 ста-

новятся слабоферромагнитными, а геликоидальные

состояния (9) – модулированными (двойными) гели-

коидами подобно НМС высокотемпературной фазы

в CuB2O4 [20]. Во втором случае несоизмеримая мо-

дуляция фаз AF1 и AF2 будет зависеть от распре-

деления направлений векторов Дзялошинского Dn и

их абсолютных значений. При доминировании ком-
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понент D1 и D2 вдоль направления [111] НМС в этих

фазах будут иметь волновой вектор k(kkk). Фазовая

граница между AF1 и (111)1 исчезнет, так как обе

фазы будут иметь одинаковые направления векто-

ров модуляции и тип магнитного порядка в исход-

ной плоскости. Остальные фазовые границы сохра-

нятся, поскольку переход через них сопровождает-

ся изменением или параметра порядка в плоскостях,

или направления вектора k. Вид НМС усложнится,

однако величина неколлинеарности соседних взаимо-

действующих спинов и, следовательно, величина по-

ляризации в ферроэлектрике (1) будут определять-

ся наиболее сильным механизмом несоизмеримости.

Для ионов переходной группы с малым вкладом

спин-орбитального взаимодействия изменение энер-

гии соизмеримых и несоизмеримых фаз окажется по-

рядка D2
n/Jn. Соответственно изменение пороговых

условий и границ между фазами будет иметь тот же

порядок величины.

Суммируя вышеизложенное, отметим, что суще-

ствование пяти различных геликоидальных струк-

тур является характерной особенностью данного ти-

па кристаллической решетки. В других фрустри-

рованных решетках при выполнении соответствую-

щих пороговых соотношений на обменные взаимо-

действия будет существовать свой набор НМС. На-

пример, в объемоцентрированной тетрагональной ре-

шетке с тремя ближайшими обменами может возник-

нуть только геликоид с вектором модуляции вдоль

тетрагональной оси [21]. Однако искажение ромбо-

эдрического кристалла, приводящее к понижению

симметрии (например, до моноклинной симметрии

С2/m, как это происходит в делафоссите CuFeO2

[4, 22] при понижении температуры), может приве-

сти к изменению количества допустимых НМС толь-

ко через изменение соответствующих обменов и, как

следствие, пороговых условий. Следовательно, ис-

чезновение НМС, существующих в высокосиммет-

ричной фазе, и появление новых в низкосимметрич-

ной (в фазовом пространстве большей размерности)

возможны прежде всего в окрестностях мультикри-

тических (в том числе трикритических) точек высо-

косимметричной фазы. Можно сформулировать сле-

дующее топологическое правило: фазовая диаграм-

ма частично фрустрированного гейзенберговского

магнетика состоит из соизмеримых фаз, разделен-

ных несоизмеримыми фазами, и мультикритических

точек, лежащих на линии высокосимметричной фа-

зы.
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