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Рассмотрены особенности магнитоэкситонов в двумерных хиральных структурах – однослойном и

двуслойном графене. Теория магнитоэкситонов – электронных возбуждений, соответствующих перехо-

дам между уровнями Ландау, – представлена для случая сильного магнитного поля. Для различных

целочисленных факторов заполнения исследовалось влияние на энергию магнитоэкситонов кулоновско-

го взаимодействия, особенностей зонной структуры и внешних полей.
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Развитие технологии в последние десятилетия

позволило изготавливать такие по-настоящему дву-

мерные структуры, как однослойный и двуслойный

графен, с высоким качеством и достаточного разме-

ра. Открывшиеся возможности вызвали волну инте-

реса к экспериментальному и теоретическому изу-

чению графеновых структур, а также способствова-

ли оживлению интереса к изучению графита, бес-

щелевых полупроводников и полуметаллов. Особен-

ность таких объектов состоит в том, что структура

их электронных зон является бесщелевой и облада-

ет хиральностью [1]. Так, однослойный графен име-

ет спектр дираковского типа с линейной дисперси-

ей и хиральность, характеризующуюся берри-фазой

π. Двуслойный графен сочетает параболический за-

кон дисперсии квазичастиц вблизи точки нулевой

энергии с хиральностью, характеризующейся берри-

фазой 2π. Эта картина получена для идеальных

структур в приближении сильной связи для элек-

тронов при учете только переходов между ближай-

шими соседями. Электронный спектр при этом сим-

метричен относительно нулевой энергии. Асиммет-

рия системы (неэквивалентность слоев за счет вли-

яния подложки или внешних электрических полей)

приводит к появлению щели в двуслойном графене.

Учет переходов между следующими соседями при-

водит к асимметрии электронного спектра [2]. Так, в

чистом двуслойном графене асимметрию электрон-
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ного спектра демонстрирует ряд экспериментальных

данных по циклотронному резонансу [3–7].

Информацию об энергетическом спектре электро-

нов в графеновых структурах можно получить при

изучении переходов между уровнями Ландау в пер-

пендикулярном магнитном поле. Для этого исполь-

зуются магнитооптические (неупругое рассеяние и

микроволновое поглощение) и магнитотранспортные

(квантовый эффект Холла) методы. Уровни Ландау

для Дираковского спектра были получены в [8–10].

Для двуслойного графена они рассматривались в ра-

ботах [11–13] для гамильтониана, полученного в при-

ближении ближайших соседей. В обоих случаях ха-

рактерным является наличие уровня Ландау нуле-

вой энергии. Для двуслойного графена уровень ну-

левой энергии двукратно вырожден, что обусловлено

различными орбитальными состояниями. При уче-

те спинового и долинного вырождения уровень ну-

левой энергии в монослое вырожден четырехкратно,

в бислое – восьмикратно. Для бислоя с неэквивалент-

ными слоями (например, за счет перпендикулярного

электрического поля или влияния подложки) име-

ются четыре близко расположенных двукратно вы-

рожденных по спину уровня вблизи нулевой энергии.

Долинное и орбитальное вырождения снимаются, но

электронно-дырочная симметрия остается.

На уровни Ландау с энергией, близкой к нулю,

оказывает сильное влияние электрон-электронное

взаимодействие. Это является важной проблемой

для экспериментального изучения циклотронного ре-
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зонанса в однослойном [14, 15], двуслойном [3, 16]

и многослойном [17–21, 7] графене, демонстрирую-

щем свойства моно- и бислоев. В двуслойном графене

сдвиг энергии циклотронного резонанса в зависимо-

сти от фактора заполнения изучался в [16], а наруше-

ние симметрии уровней Ландау демонстрировалось в

[22].

При изучении циклотронного резонанса важным

вопросом является влияние кулоновского взаимодей-

ствия на энергию магнитоэкситонов. Магнитоэкси-

тоны это коллективные возбуждения в двумерной

электронной системе во внешнем перпендикулярном

магнитном поле, возникающие в системе при пере-

ходе электрона с одного уровня Ландау на другой

при учете взаимодействия между электронами и ха-

рактеризующиеся определенными значениями энер-

гии и импульса. Для двумерных систем эти возбуж-

дения исследовались еще в работах [23–26]. Одна-

ко особенности энергетического спектра графеновых

структур потребовали развития теории магнитоэкси-

тонов с учетом хиральности.

Возбуждения зарядовой плотности (магнитоэкси-

тоны с нулевым спином) при малых импульсах рас-

сматривались в приближении Хартри–Фока для од-

нослойного [27, 28] и двуслойного [29–31] графена.

В работах [32–34] электромагнитный отклик в гра-

фене рассчитывался численно в RPA-приближении

для широкого интервала импульсов. Возбуждения

с переворотом спина и спиновые волны в графене

изучались в [35]. В работах [36, 37] были рассмотре-

ны переходы внутри уровней Ландау. Многочастич-

ные поправки, полученные методом перенормиров-

ки с учетом электронно-дырочной асимметрии, и по-

пытки объяснить резкий переход от квадратичной к

линейной дисперсии в спектре уровней Ландау пред-

ставлены в [38–40]. В [41] при анализе магнитоэк-

ситонных мод в двуслойном графене для целочис-

ленного заполнения ±3, 2, 0, 1 показано, что смеши-

вание уровней Ландау в области, где кулоновская

энергия сравнима с циклотронной энергией, делает

классификацию магнитоэкситонных мод при конеч-

ных волновых векторах с помощью квантового чис-

ла углового момента проблематичной, а закон дис-

персии становится очень сложным. В работах [27–29]

показано, что учет кулоновского взаимодействия со-

храняет электронно-дырочную симметрию для воз-

буждений. В работах [30, 31] рассмотрены перехо-

ды между уровнями Ландау в двуслойном графене

в сильном перпендикулярном магнитном поле при

факторе заполнения ν = 0. При этом электронно-

дырочная асимметрия и кулоновское взаимодействие

были учтены одновременно. Особое внимание уде-

лялось разнице в энергиях циклотронных переходов

для двух долин при различных условиях.

В работе [42] и миниобзоре [43] рассмотрены маг-

нитотранспортные свойства: исследована оптическая

проводимость однослойного и двуслойного графена

в квантующих магнитных полях; аналитически оце-

нены динамические продольная и холловская прово-

димости; пики проводимости объяснены в терминах

электронных переходов.

В первой части данного обзора представлены од-

ночастичный гамильтониан и уровни Ландау для од-

нослойного и двуслойного графена. Подробно рас-

смотрен случай двуслойного графена при учете

электронно-дырочной асимметрии и разницы в энер-

гиях электронов из разных слоев за счет внешнего

потенциала.

Во второй части рассмотрены магнитоэксито-

ны в однослойном и двуслойном графене с уче-

том электрон-электронного кулоновского взаимодей-

ствия. Подробно исследовано отличие рассматривае-

мых систем от случая обычного (не хирального) дву-

мерного электронного газа. Рассмотрены случаи раз-

ных факторов заполнения. Особое внимание уделено

случаю нейтральных графенов при различных усло-

виях.

Гамильтониан и уровни Ландау.

Однослойный графен. Однослойный графен со-

стоит из атомов углерода, образующих гексагональ-

ную решетку, позиции атомов в которой неэкви-

валентны. Элементарная ячейка графена состоит

из двух атомов (A, B). Эти атомы образуют две

треугольные подрешетки. Зонная структура графе-

на представлена гамильтонианом дираковского типа

вблизи двух неэквивалентных точек зоны Бриллю-

эна, K и K ′, действующим в пространстве волновых

функций Ψ = (ψA, ψB) в долине K и Ψ = (ψB, ψA) в

долине K ′:

H = ξv

(
0 π+

π 0

)
, (1)

где π = ~kx + i~ky, π
+ = ~kx − i~ky, k – волновой

вектор, отсчитанный от центра долины, ξ – долин-

ный индекс (ξ = 1 в долине K и −1 в долине K ′),

v =
√
3

2~ aγ0, γ0 – константа связи A-B внутри слоя,

a – постоянная решетки.

Этот гамильтониан получен в модели сильной

связи. Он учитывает только линейные члены в при-

ближении ближайших соседей.

В перпендикулярном магнитном поле B энергия

уровней Ландау Enξ (n = 0,±N , N = 1, 2, ...) и со-

ответствующие двухкомпонентные волновые функ-

ции Ψnk находятся из гамильтониана H (1), выра-
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женного через операторы рождения и уничтожения

a+ = lBπ
+/

√
2 и a = lBπ/

√
2, где lB =

√
~/eB – маг-

нитная длина, e – заряд электрона. В качестве базиса

используются волновые функции обычных двумер-

ных электронов в магнитном поле, φNk = eikyφNk(x),

где k – параметр, описывающий вырождение уровней

Ландау в калибровке Ландау, A = (0, Bx). Итак,

E0(ξ) = 0, (2)

E±N (ξ) = ±~v

lB

√
N,

Ψ0k = (φ0k, 0),

Ψnkξ = (anξφNk, bnξφN−1,k), (3)

a±N,ξ = 1/
√
2, b±N,ξ = ±1/

√
2.

Для однослойного графена эффекты тригональ-

ной симметрии и учет следующих соседей приводят

к квадратичным членам в гамильтониане. Они ока-

зывают слабое влияние. Их можно учесть по теории

возмущений обычным способом.

Двуслойный графен. Двуслойный графен пред-

ставляет собой два графеновых слоя (1 и 2), каждый

из которых состоит из двух гексагональных реше-

ток с неэквивалентными местами (A1, B1) и (A2, B2)

соответственно, упорядоченных по Берналу (A2–B1

друг над другом). В модели сильной связи энергети-

ческие состояния электронов димера (A1–B2) вбли-

зи нуля энергии описываются двухкомпонентным га-

мильтонианом [11, 12, 2], действующим в простран-

стве волновых функций Ψ = (ψA1, ψB2) в долине K

и Ψ = (ψB2, ψA1) в долине K ′. Асимметрия между

энергиями в слоях U возникает вследствие прило-

женного напряжения. Переходы между следующими

соседями и разница ∆̃ в энергиях димеров (A1–B2)

и пар (A2–B1) также могут учитываться. Имеем

H = H0 +H1 +H2, (4)

H0 = − 1

2m

(
0 (π+)2

π2 0

)
, (5)

H1 =
ξU

2

(
1 0

0 −1

)
− 1

2m

ξU

γ1

(
π+π 0

0 −ππ+

)
,

(6)

H2 =
1

2m

(
2γ4
γ0

− ∆̃

γ1

)(
π+π 0

0 ππ+

)
+
∆̃

2

(
1 0

0 1

)
,

(7)

где π = ~kx + i~ky, π
+ = ~kx − i~ky, k – волновой

вектор, отсчитанный от центра долины, ξ – долин-

ный индекс (ξ = 1 в долине K и −1 в долине K ′),

γ0 – константа связи A–B внутри слоя, γ1 – констан-

та связи между слоями A2–B1, m = γ1/2v
2 – эффек-

тивная масса для двуслойного графена, v =
√
3

2~ aγ0,

a – постоянная решетки. Константа γ4 описывает пе-

реходы между следующими соседями (A1–A2 и B1–

B2), γ1 = 0.1γ0, γ4 = 0.05γ0 (см. [5, 6]). Гамильтони-

ан H0 – основной гамильтониан, дающий параболи-

ческую дисперсию с эффективной массой m для хи-

ральных квазичастиц с берри-фазой 2π. Гамильтони-

ан H1 описывает слоевую асимметрию, приводящую

к щели в спектре ∼ U . Гамильтониан H2 возникает

вследствие переходов между следующими соседями

и разницы между энергиями положений пар. Первый

его член приводит к электронно-дырочной асиммет-

рии. Второй член за счет ∆̃ приводит к сдвигу спек-

тра как целого и может быть опущен. Типичный за-

кон дисперсии изображен на рис. 1.

Рис. 1. Закон дисперсии для двуслойного графена

при учете слоевой (сплошная линия) и слоевой +

электронно-дырочной (пунктир) асимметрии

Двухкомпонентный гамильтониан применим в об-

ласти энергий электронов ε в диапазоне |ε| < 1
4γ1.

Слабая асимметрия соответствуетU/γ1 ≪ 1, ∆/γ1 ≪
≪ 1, γ4/γ0 ≪ 1.

В перпендикулярном магнитном поле B энергия

уровней Ландау Enξ (n = 0, 1,±N , N = 2, 3, ...) и со-

ответствующие двухкомпонентные волновые функ-

ции Ψnk находятся из гамильтониана (4), выра-

женного через операторы рождения и уничтожения,

a+ = lBπ
+/

√
2 и a = lBπ/

√
2. [12]. Циклотронная

энергия равна ωc = eB/m. В качестве базиса ис-

пользуются волновые функции обычных двумерных

электронов в магнитном поле, φNk = eikyφNk(x), где
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k – параметр, описывающий вырождение уровней

Ландау в калибровке Ландау. Итак,

E0(ξ) =
1

2
ξU, E1(ξ) =

1

2
ξU − ξδ +

(
2γ4
γ0

− ∆̃

2γ1

)
~ωc,

(8)

E±N (ξ) = ±~ωc

√
N(N − 1)−

−1

2
ξδ + (

γ4
γ0

− ∆̃

2γ1
)~ωc(2N − 1), (9)

где δ = U~ωc/γ1,

Ψ0k = (φ0k, 0), Ψ1k = (φ1k, 0),

Ψnkξ = (anξφNk, bnξφN−2,k), (10)

anξ = 1/
√
1 +Dnξ, bnξ = Dnξ/

√
1 +Dnξ,

Dnξ =
Enξ − ξU/2 + ξNδ − (γ4

γ0

− ∆̃
2γ1

)~ωc(2N − 1)

~ωc

√
N(N − 1)

.

(11)

В нулевом приближении a±N,ξ = 1/
√
2, b±N,ξ =

= ±1/
√
2.

Асимметрия снимает долинное и орбитальное вы-

рождение уровня нулевой энергии для уровней с

N ≥ 2.

Заметим, что область применимости приведен-

ных выражений ~ωc

√
N(N − 1) < γ1/4. Для γ1 =

= 0.39 эВ это соответствует B < 50Т для N = 2. В

более сильных полях для нахождения уровней Лан-

дау необходимо использовать четырехкомпонентный

гамильтониан [13, 44].

В пренебрежении зеемановским расщеплением

все уровни двукратно вырождены по спину. Несмот-

ря на то что в графите электронный g-фактор не мал

(g = 2), εZ/~ωc ∼ 0.05 вследствие малой эффектив-

ной массы двуслойного графена (m ≈ 0.054) [12].

Учет тригональной симметрии вследствие γ3 =

= γA1-B2 ≪ γ1 изменяет спектр двуслойного графена

вблизи нуля. В бесщелевом случае вместо двух со-

прикасающихся парабол появляется четыре конуса

[2]. Подробно влияние этого фактора исследовано ме-

тодом топологического анализа в [45]. Там же пред-

ставлен квазиклассический численный расчет уров-

ней Ландау. В работе [46] указано, что вследствие ку-

лоновского взаимодействия происходит спонтанное

нарушение симметрии и вместо соприкасающихся

парабол возникают два конуса. В работе [47] проде-

монстрировано, что в сильных магнитных полях вли-

яние тригональной симметрии можно учесть с помо-

щью специально развитой теории возмущений. При

этом число уровней Ландау вблизи нулевой энергии

не меняется. Возникают только небольшие поправки.

Все это дает основания в дальнейшем при рассмотре-

нии магнитоэкситонов не учитывать тригональную

симметрию.

На рис. 2 для сравнения приведены законы дис-

персии и уровни Ландау для обычного двумерного

Рис. 2. Закон дисперсии и уровни Ландау для обычного

двумерного электронного газа (a), однослойного (b) и

двуслойного (c) графена

электронного газа (рис. 2a), однослойного (рис. 2b) и

двуслойного (рис. 2c) графена.

Для обычных частиц EN ∼ N + 1/2,

для однослойного графена EN ∼ ±
√
N ,

для двуслойного графена EN ∼ ±
√
N(N − 1).

Кулоновское взаимодействие и магнитоэк-

ситоны. Энергия магнитоэкситонов (возбуждений,

возникающих при переходе с одного уровня Ландау

на следующий) в двумерных системах впервые бы-

ла получена в [23, 24] в приближении сильного маг-

нитного поля для полностью заполненного нулевого

уровня Ландау (фактор заполнения 2), а также для

спиновых волн (возбуждений с переворотом спина

без изменения уровня Ландау) для фактора запол-

нения 1. В последующих работах [25, 26] представ-

лена более развернутая теория и определены энер-

гии возбуждений для других целочисленных фак-

торов заполнения (четных для магнитоэкситонов и

нечетных для спиновых волн). Согласно теореме Ко-

на [48] энергия циклотронного резонанса трансляци-

онно инвариантной электронной системы с квадра-

тичным законом дисперсии не зависит от кулонов-

ского взаимодействия. Поэтому возбуждения с изме-

нением орбитального числа электронной системы на

единицу (магнитоплазмоны) при нулевом импульсе

q = 0 имеют энергию, равную энергии циклотронно-

го резонанса невзаимодействующей электронной си-

стемы. Влияние электрон-электронного взаимодей-

ствия проявляется только в законе дисперсии. Ана-

логичное утверждение имеет место для спиновых эк-
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ситонов (возбуждений с изменением спина на еди-

ницу без изменения орбитального квантового числа)

в электронной системе, инвариантной относительно

группы вращений в спиновом пространстве (теорема

Лармора). Энергия спиновых экситонов с импульсом

q = 0 равна зеемановской энергии. Оба эти утвер-

ждения являются точными, т.е. справедливы при лю-

бом соотношении между кулоновской и циклотрон-

ной энергиями и при любом факторе заполнения.

Однако для хиральных систем – однослойного

графена с линейным законом дисперсии и двуслойно-

го графена – теорема Кона неприменима и электрон-

электронное взаимодействие должно оказывать за-

метное влияние на энергию циклотронных возбуж-

дений даже при нулевых импульсах. Действительно,

эксперименты по изучению магнитооптических пере-

ходов показывают значительный разброс в дираков-

ской скорости: от 1.03 · 106 до 1.18 · 106 м/с. Его мож-

но объяснить перенормировкой вследствие электрон-

электронного взаимодействия.

Гамильтониан системы электронов в графеновых

структурах с кулоновским взаимодействием в пер-

пендикулярном магнитном поле имеет вид

Ĥ =
∑

Enξa
+
λξσaλξσ +Hint, (12)

где a+λξσ и aλξσ – операторы рождения и уничтоже-

ния; λ = (n, k), n = 0, 1,±N – номер уровня Ландау;

k – параметр вырождения; ξ и σ – долинный и спи-

новый индексы

Hint =
1

2

∑
V λ1;λ2
λ3,λ4 a

+
λ4ξσa

+
λ3ξ′σ′aλ2ξ′σ′aλ1ξσ . (13)

Кулоновское взаимодействие не меняет спиновый

и долинный индексы; k1 + k2 = k3 + k4.

Матричные элементы кулоновского взаимодей-

ствия определяются с использованием двухкомпо-

нентных волновых функций (7), (10), (11) для од-

нослойного и двуслойного графена:

V λ1;λ2
λ3,λ4 = V (q)eiqx(k1−k2−qy)J̃n4,n1

(q)J̃n3,n2
(−q). (14)

Для однослойного графена

J̃m,n(q) = a∗namJ|m||n|(q) + b∗nbmJ|m|−1,|n|−1(q). (15)

Для двуслойного графена

J̃m,n(q) = a∗namJ|m||n|(q) + b∗nbmJ|m|−2,|n|−2(q), (16)

Jm,n(q) =

(
n!

m!

)1/2

e−q2/4

(
qy + iqx√

2

)m−n

Lm−n
n

(
q2

2

)
,

(17)

V (q) = 2π
εq , q = (qx, qy), k4 = k1 + qy, k3 = k2 − qy;

Jm,n(q) = J∗
n,m(−q) (m > n); Lm−n

n – полиномы Ла-

герра.

Суммирование ведется по n1, n2, n3, n4, k1, k2,

двум спинам, двум долинам и волновому вектору

q = (qx, qy).

Если рассматривать только возбуждения зарядо-

вой плотности, то долинный и спиновый индексы

(ξ, σ) не меняются.

Соответствующие операторы для возбуждений с

уровня n на уровень n′ с импульсом K имеют вид

Q+
n,n′;ξσ(K) =

∑

k

a+λ′ξσaλξσ, (18)

где λ = (n, k), λ′ = (n′, k + K), характерная куло-

новская энергия Ec = e2/εlB. Импульс возбуждения

предполагается малым: KlB ≪ 1.

Задача о магнитоэкситонных возбуждениях в

графенах рассматривалась в [27, 28, 35, 39] для од-

нослойного графена и в [29–31, 38–40] для двуслой-

ного. При этом использовался метод, аналогичный

предложенному в [25] для двумерного газа с квадра-

тичным законом дисперсии. Применялось приближе-

ние Хартри–Фока для возбуждений (time-dependent

Hartree–Fock), справедливое при Ec/∆Enn′(ξ) ≪ 1,

где ∆Enn′ (ξ) энергия перехода в отсутствие взаимо-

действия:

∆Enn′(ξ) = En′(ξ)− En(ξ). (19)

Для однослойного графена ∆E10/Ec = 2.77 [27]

и не зависит от величины магнитного поля вслед-

ствие линейной дисперсии. Для бислоя графена Ec =

= 10
√
B, ~ωc = 2.2B (см. [11]) и ~ωc/Ec = 0.22B1/2

для ǫ = 5. Для перехода E12 ≃
√
2~ωc, и для B = 40Т

отношение E12/Ec ≃ 2.

Энергия возбуждения Ẽn,n′;ξσ состоит из энергии

перехода без взаимодействия и кулоновской поправ-

ки:

Ẽn,n′;ξσ = ∆Enn′(ξ) + Ec
nn′;ξσ. (20)

Кулоновская часть Ec
nn′ состоит из трех членов:

“экситонной” части Eex
nn′ , возникающей вследствие

прямого взаимодействия электрона на уровне n′ и

дырки на уровне n, обменных поправок энергии Σnξσ

и Σn′ξσ к одноэлектронным уровням Ландау и “депо-

ляризационного” сдвига, получающегося в прибли-

жении случайных фаз (RPA). RPA-часть пропорци-

ональна K и существенна для дисперсии [28]. Пред-

ставляющее интерес в данной работе междолинное

расщепление не зависит от K. Поэтому RPA-член

можно опустить. Это позволяет рассматривать воз-

буждения с различными (ξ, σ) независимо:

Ec
n,n′;ξσ = Eex

n,n′ +Σn′ξσ − Σnξσ. (21)
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Основная сложность при вычислении энергии

магнитоэкситонов заключается в определении об-

менных поправок. Спектры однослойного и двуслой-

ного графена формально описываются модельным

гамильтонианом, не ограниченным сверху и снизу

(см. (1), (4)). Существует проблема расходимости об-

менной собственной энергии Σn при суммировании

по всем заполненным уровням Ландау.

Для вычисления этого вклада для монослоя гра-

фена в работе [28] вводилось обрезание по энергии.

Было показано, что возникающая расходимость –

логарифмическая по числу уровней Ландау и ре-

ально область обрезания по энергии ограничивает-

ся областью применимости модельного гамильтони-

ана дираковского типа, дающего линейную диспер-

сию. В [27] применялся полуэмпирический подход:

электрон-электронная поправка для одного типа пе-

реходов бралась из данных эксперимента, после че-

го для других типов переходов можно было вычис-

лить разницу в энергии по сравнению с калибровоч-

ным переходом. При этом с необходимостью предпо-

лагалось, что весь эффект перенормировки скорости

в графене обусловлен только электрон-электронным

взаимодействием. Для двуслойного графена область

параболической дисперсии меньше, чем допустимое

значение энергии обрезания, и необходимо рассмат-

ривать четырехзонный гамильтониан [38–40].

В работах [29–31] представлены некоторые воз-

можности увидеть кулоновские поправки без вычис-

ления полной величины обменной энергии в разности

энергий переходов для чистого двуслойного графена.

Рассмотрены межуровневые электронные переходы

с верхнего заполненного (полностью или частично)

уровня Ландау на следующий свободный (полностью

или частично) уровень с энергией перехода порядка

ωc (правила отбора для таких переходов ∆N = 1).

Фактор заполнения ν здесь равен нулю, уровень Фер-

ми также равен нулю. Этот случай отвечает отсут-

ствию свободных носителей и равному количеству

электронов и дырок. Переходы с малыми энергиями

между уровнями 0 и 1 двуслойного графена не мо-

гут быть рассмотрены с помощью данного метода,

так как Ec ∼ |∆E01(ξ)|.
Нулевому заполнению могут отвечать разные ос-

новные состояния и различные циклотронные пере-

ходы. Далее подробно рассмотрены соответствую-

щие возможные случаи.

Асимметричный бислой без e–h-асимметрии.

Этот случай описывается гамильтонианом H0 +H1.

При U > 0 равенство ν = 0 означает фактор

заполнения ν = 4 для электронов в одной долине

и ν = 4 для дырок в другой долине. Для долины

с ξ = 1 полностью заполнены уровни с n = −2 и

возможны переходы (−2, 1) (рис. 3). Для долины

Рис. 3. Одноэлектронные уровни Ландау и циклотрон-

ные переходы для симметричного (справа) и асиммет-

ричного (слева) случаев

с ξ = −1 полностью заполнены уровни 0 и 1 и

возможны переходы (1, 2). Невзаимодействующая

часть одинакова для обоих переходов:

∆E−2,1(1) = ∆E1,2(−1) = ωc

√
2 +

1

2
|U − δ|. (22)

Электронно-дырочная симметрия одночастично-

го гамильтониана приводит к симметрии переходов

(−2, 1) и (1, 2) (см. рис. 3). Переход (−2, 1) в элек-

тронном представлении есть (1, 2) в дырочном пред-

ставлении. При учете спина имеются 4 перехода с

равными энергиями. Поскольку все рассматривае-

мые виды асимметрии и электрон-электронное вза-

имодействие рассматриваются как малые поправки,

для вычисления поправок, связанных с взаимодей-

ствием, можно использовать волновые функции для

симметричного случая.

Для ν = 0 (обозначение 0I)

E
(1,2)
ex,0I = − 1

(2π)2

∫
dqV (q)J̃22(q)J̃1,1(−q) =

=
1

2(2π)2

∫
dqV (q)[J22(q) + J00(q)]J11(q), (23)

(Σ2 − Σ1)0I =

∫
dq

V (q)

2(2π)2
[|J11(q)|2 + |J10(q)|2]−

−
∫
dq

V (q)

2(2π)2

[
1

2
|J21(q)|2 +

1

2
|J20(q)|2

]
+

+

∫
dq

V (q)

2(2π)2

∑

N=2

|J2,N (q)J∗
0,N−2q|. (24)

Это значение не равно нулю, поскольку теорема

Кона неприменима (см., например, [49, 29].
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В результате можно утверждать, что для возбуж-

дений из различных долин расщепление вследствие

слоевой асимметрии отсутствует, хотя для уровней

Ландау оно имеется.

Такие же переходы будут иметь место для спи-

нового ферромагнитного состояния, при учете спи-

нового расщепления: для спина σ1 уровни 0 и 1 за-

полнены, а для спина σ2 – полностью пусты в обе-

их долинах. Имеются два возбуждения Q+
1,2;ξσ1

и два

возбуждения Q+
−2,1;ξ,σ2

с одинаковой энергией.

Асимметричный бислой при учете электронно-
дырочной асимметрии. Этот случай описывается га-

мильтонианом H0 +H1 +H2. Теперь при суммарном

факторе заполнения ν = 0 заполнение уровней Лан-

дау зависит от магнитного поля. Если магнитное по-

ле не слишком велико и
(
γ4
γ0

− ∆̃

2γ1

)
~ωc − δ <

U

2
, (25)

то в долине с ξ = −1 уровни 0 и 1 заполнены, а в

долине с ξ = 1 – пусты (рис. 4). В данном случае

Рис. 4. Одноэлектронные уровни Ландау и цикло-

тронные переходы при учете слоевой и электронно-

дырочной асимметрии (сплошная линия – для долины

K, пунктир – для долины K
′)

имеются электронные и дырочные переходы (1, 2)

с верхнего заполненного на следующий пустой уро-

вень, как и для предыдущего случая (см. рис. 4, сле-

ва). Невзаимодействующие части представлены сле-

дующими выражениями:

∆E1,2(−1) = ~ωc

(
√
2 +

γ4
γ0

− ∆̃

2γ1

)
+

1

2
(U − δ), (26)

∆E−2,1(1) = ~ωc

(
√
2− γ4

γ0
+

∆̃

2γ1

)
+

1

2
(U − δ). (27)

Кулоновские части одинаковы, как же обсужда-

лось выше. Разница в энергиях для переходов из раз-

ных долин обусловлена электронно-дырочной асим-

метрией:

∆E1,2(−1)−∆E−2,1(1) =

(
2γ4
γ0

− ∆̃

γ1

)
~ωc. (28)

Если магнитное поле достаточно велико и
(
γ4
γ0

− ∆̃

2γ1

)
~ωc − δ >

U

2
, (29)

то в обеих долинах уровни 1 пусты, но уровень 0 за-

полнен для долины K и пуст для долины K ′ (см.

рис. 4, справа). В результате имеются только перехо-

ды дырочного типа (−2, 1). Невзаимодействующие

части имеют вид

∆E−2,1(1) = ~ωc

(
√
2− γ4

γ0
+

∆̃

2γ1

)
+

1

2
(U − δ), (30)

∆E−2,1(−1) = ~ωc

(
√
2− γ4

γ0
+

∆̃

2γ1

)
−1

2
(U−δ). (31)

Вследствие различного заполнения уровней Лан-

дау в долинах влияние кулоновского взаимодействия

различно в собственно-энергетической части:

1

2
Σ20 − Σ10 =

∫
dq

V (q)

(2π)2

[
|J10(q)|2 −

1

2
|J20(q)|2

]
,

(32)

Σ10 −
1

2
Σ20 =

7

16
Ec

√
π

2
, (33)

Ẽ−2,1(1)− Ẽ−2,1(−1) = (U − δ) +
7

16
Ec

√
π

2
. (34)

Расщепление между переходами из разных долин

обусловлено кулоновским взаимодействием и слое-

вой асимметрией.

Полносимметричный случай. В этом случае, опи-

сываемом гамильтонианом H0 (5) и обозначенном

как h, мы имеем по два наполовину заполненных

уровня нулевой энергии в обеих долинах: 0 (ν0 = 1/2)

и 1 (ν1 = 1/2). Это означает ν = 2 для электро-

нов в каждой долине и ν = 2 для дырок в каждой

долине. Для каждой долины имеются два перехода:

(1, 2) с наполовину заполненного на пустой уровень

и (−2, 1) с заполненного на наполовину пустой. Эти

переходы связаны кулоновским взаимодействием Ṽ .

Используя приближение Хартри–Фока для нецело-

численных факторов заполнения [50, 51], можно най-

ти две моды Q+
s,a с энергиями Es,a:

Q+
s,a =

1√
2
(Q+

1,2,ξ,σ ±Q+
−2,1,ξ,σ),
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Es,a = ωc

√
2 + Eh

c ± 1

2
Ṽ . (35)

Эти моды могут быть названы симметричной и ан-

тисимметричной:

Eh
c =

1

2
E

(1,2)
ex,0I+(Σ2−Σ1)h; (Σ2−Σ1)h 6= 1

2
(Σ2−Σ1)0I ,

(36)

Ṽ = V 1,2
−2,1 =

= V −2,1
1,2 =

1

(2π)2

∫
dqV (q)J̃12(q)J̃−2,1(−q) =

=
1

2(2π)2

∫
dqV (q)|J12|2(q) =

1

2

√
π

2
Ec ·

7

16
, (37)

где Ṽ = 2.5
√
B и для B = 40Т составляет Ṽ ≃

≃ 15мэВ.

Такое расщепление для комбинированных

электронно-дырочных переходов с участием напо-

ловину заполненных уровней не специфично для

двуслойного графена. В однослойном графене с

долинной асимметрией [27] факторы заполнения

равны ν = 2 для электронов в одной долине и

ν = 2 для дырок в другой долине. В случае с

симметричными долинами имеется наполовину

заполненный уровень нулевой энергии в обеих доли-

нах (ν = 1 как для электронов, так и для дырок).

Для монослоя графена с наполовину заполненным

уровнем нулевой энергии имеются переходы (0, 1)

для электронов и (−1, 0) для дырок. Соответствую-

щая величина расщепления для комбинированных

мод, Ṽmg = 1
4

√
π
2Ec, определяется с использованием

волновых функций из [27]. Наблюдать расщепление

Ṽmg ≃ 2.5
√
B для монослоя можно при меньших

значениях магнитных полей.

Симметричный бислой с электронно-дырочной
асимметрией. Для двуслойного графена, описывае-

мого гамильтонианомH0+H2, с симметричными сло-

ями и, следовательно, симметричными долинами, но

с электронно-дырочной асимметрией имеются напо-

ловину заполненные 0 (ν0 = 1/2) и пустые 1 (ν1 = 0)

уровни Ландау в обеих долинах. Для каждой доли-

ны существуют только переходы (−2, 1) дырочного

типа. Кулоновские поправки одинаковы в обеих до-

линах. Расщепления нет.

При рассмотрении циклотронных переходов в

чистом двуслойном графене в [30, 31] учитыва-

лись электронно-дырочная асимметрия, слабая сло-

евая асимметрия и влияние кулоновского взаимодей-

ствия. Было показано, что энергии циклотронных

переходов в двух долинах могут быть расщеплены

как вследствие электронно-дырочной асимметрии,

так и вследствие кулоновского взаимодействия. При

меньших магнитных полях расщепление обусловлено

электронно-дырочной асимметрией. С ростом маг-

нитного поля расщепление возникает из-за кулонов-

ского взаимодействия. Для симметричного случая с

половинным заполнением уровней нулевой энергии

расщепление за счет кулоновской энергии возможно

как для двуслойного, так и для однослойного гра-

фена. В экспериментальной работе [7] исследовались

графеновые бислои в многослойном эпитаксиальном

графене. Расщепление между переходами электрон-

ного и дырочного типа было найдено в относительно

узком диапазоне B. Его возможное объяснение (вли-

яние электронно-дырочной асимметрии) дает пра-

вильные значения величины расщепления. Однако

узость исследуемого диапазона не позволяет сделать

однозначных выводов. В работе [40] при определении

энергии циклотронного резонанса в четырехзонной

модели учитывалась слабая e−h-асимметрия. Полу-

ченные результаты, касающиеся невзаимодействую-

щей части, совпадают с рассмотренными в пределах

точности двухзонной модели. Методы учета много-

частичных поправок для целочисленных факторов

заполнения тоже совпадают. Однако прямое сравне-

ние провести невозможно, поскольку в [40] рассмот-

рены другие факторы заполнения.

Заключение. Итак, рассмотрение циклотронно-

го резонанса в однослойном и двуслойном графене с

учетом электрон-электронного кулоновского взаимо-

действия требует расчета энергии магнитоэкситонов.

Имеется существенное отличие рассматриваемых си-

стем от случая обычного (не хирального) двумерно-

го электронного газа. Кулоновское взаимодействие

проявляется не только в дисперсии, но и в энергии

резонансов (не работает теорема Кона). Возникают

сложности при расчете обменной энергии вследствие

неограниченности спектра энергии как сверху, так и

снизу. Эффекты взаимодействия проявляются даже

в случае чистого графена в отсутствие свободных но-

сителей. В этом случае имеется сильная зависимость

от основного состояния системы, определяемого раз-

личными условиями. Существенно наличие в элек-

тронном спектре двух долин. Различие в энергиях

магнитоэкситонных возбуждений может приводить

к расщеплению линий циклотронного резонанса.

Работа выполнена при поддержке Российско-

го фонда фундаментальных исследований (проект

# 10-02-00131).
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