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Развита теоретическая модель, позволившая описать разлет плазменного слоя в вакуум для про-

извольного значения его электронной температуры. Продемонстрованы предельные переходы к ранее

полученным результатам для квазинейтрального разлета и кулоновского взрыва. Сопоставление с чис-

ленным моделированием показывает высокую точность теории.
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С момента появления первого теоретического

описания разлета плазмы в вакуум [1] эта и после-

дующие модели теории разлетающейся плазмы ши-

роко используются для описания ускорения ионов,

обусловленного воздействием лазерного излучения

на вещество. Задачи об ускорении ионов из лазер-

ной плазмы относятся к разряду многопараметри-

ческих, определяющихся большим числом парамет-

ров лазерного импульса (интенсивностью, длитель-

ностью, размером пятна фокусировки) и плазменной

мишени (температурой ее электронов, атомным со-

ставом, толщиной, плотностью). Поэтому, несмотря

на современные возможности многомерного числен-

ного моделирования, даже упрощенные модели уско-

рения ионов, допускающие аналитические решения,

оказываются востребованными. Они обладают каче-

ственной предсказательной силой для оценки эффек-

тивности генерации быстрых ионов и нахождения

оптимальной схемы ускорения частиц для широкого

диапазона параметров лазера и мишени. Это необхо-

димо для предварительного изучения перед проведе-

нием как экспериментов, так и массивных численных

кинетических расчетов.

Начиная с 70-х годов прошлого столетия и по

настоящее время в многочисленных теоретических

моделях используется больцмановское распределе-

ние электронов с заданной температурой. Такое при-

ближение качественно оправдано, когда основной

набор энергии ионами происходит в течение дей-

ствия лазерного импульса, препятствующего осты-

ванию электронов, что отвечает режиму изотерми-

ческого разлета плазмы в вакуум. Асимптотические

свойства такого разлета изучены в пионерских рабо-

тах Гуревича с соавторами [1, 2]. Существенным про-

движением вперед явилась работа Мора [3]. В ней, в

отличие от [1, 2], учитывался эффект возникновения

скачка ускоряющего электрического поля на фронте

разлетающейся плазмы и аналитически находилась

максимальная энергия ионов, достигаемая к задан-

ному моменту времени (на заданном расстоянии от

поверхности мишени). Отметим, что в работах [1–3]

рассматривалась модель плоской полуограниченной

плазмы. Применимость ее результатов для экспери-

ментов с фольгой ограничивается случаем достаточ-

но толстых мишеней. Вместе с тем лазерное облуче-

ние именно тонких мишеней представляет наиболь-

ший интерес с точки зрения получения ионов макси-

мальной энергии [4, 5]. Для таких мишеней в совре-

менных экспериментах с лазерами релятивистской

интенсивности дебаевский радиус лазерно нагретых

электронов λe
D, как правило, оказывается порядка

или больше толщины облучаемой фольги L. Таким

образом, условие λe
D ≪ L применимости теорий [1–

3] не выполняется. Это условие, отвечающее разлету

плазмы, по существу близкому к квазинейтрально-

му, естественным образом нарушается в случае ку-

лоновского взрыва плазменного слоя [6]. При таком

взрыве электроны столь сильно нагреваются лазе-

ром (λe
D ≫ L), что покидают мишень, вызывая ее

распад под действием собственного положительного

объемного заряда. В данном сообщении нами реше-

на задача нахождения максимальной энергии ионов,

достигаемой при разлете плазменного слоя в вакуум,

для произвольного значения отношения λe
D/L. Про-

демонстрированы предельные переходы к более ран-

ним результатам работ [1–3] и [6].

Пусть в начальный момент времени ионы плаз-

мы (с зарядом Z e и массой M) распределены од-

нородно по плазменному слою толщиной L с плот-

ностью n0 (в области −L/2 ≤ x ≤ L/2). Движение

ионов слоя описывается уравнением Власова с само-

согласованным полем E(x, t), являющимся решением
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уравнения Пуассона. Дополненные больцмановским

распределением плотности электронов с температу-

рой T эти уравнения составляют основу численной

кинетической модели Больцмана–Власова–Пуассона

(БВП) [7]. При T → 0 и T → ∞ эта модель отвеча-

ет упрощенным теориям квазинейтрального разлета

[1, 2] и кулоновского взрыва [6]. Мы ставим своей

целью аналитическое описание разлета слоя в ваку-

ум для произвольного значения 0 < T < ∞. Оно

позволило бы избегать проведения численных кине-

тических расчетов, типично выполняемых методом

“частица в ячейке” [7, 8]. До сих пор попытки реше-

ния этой задачи не увенчались успехом.

При рассмотрении одномерного движения ионов

при x > 0 (что достаточно в силу симметрии зада-

чи), отвечающего характеристикам уравнения Вла-

сова, система уравнений БВП-модели формулирует-

ся в виде

ϕ′′ = ηe exp(ϕ/T )− n(x, t) ,

ϕ′|x=0 = ϕ′|x=∞
= 0 ,

ẍ = −ϕ′(x, t) ,

x(0) = x0, ẋ(0) = 0 ,

n(x, t) =

∣

∣

∣

∣

∂ x(x0, t)

∂ x0

∣

∣

∣

∣

−1

, 0 6 x0 6 1 .

(1)

В (1) были введены следующие масштабы измере-

ния величин: L/2 для координат частиц x, ω−1
pi

=

=
√

M/4 π(Z e)2 n0 для времени t, n0 для ионной

плотности n, 4 π (Z e)2 n0 (L/2)
2 для энергии (Z eϕ,

Z T или ε = Mẋ2/2). Безразмерный параметр ηe свя-

зан со значением электронной плотности ne
0 в центре

слоя плазмы в начальный момент времени соотно-

шением ηe = ne
0/Z n0. Он определяется из условия

полной электронейтральности плазмы:

1 = ηe
∞
∫

0

exp [ϕ(x, 0)/T ] dx . (2)

При этом для определенности мы выбираем ϕ(0, 0) =

= 0. Приближенное аналитическое решение системы

(1) в начальный момент времени t = 0 позволяет по-

лучить следующий скейлинг ηe(T ):

ηe =
1

1 + 2T
. (3)

Отклонения скейлинга (3) от полученного численно

из (1) не превышают 7%.

Приведем решения системы (1) в известных слу-

чаях. В пределе λe
D ≫ L, т.е. при очень сильном на-

греве электронов мишени лазерным импульсом, про-

исходит кулоновский взрыв плазменного слоя. Такой

случай был исследован в работе [6]. Он соответствует

генерации максимально возможных ускоряющих по-

лей, когда электростатическое поле на фронте имеет

вид

ECE
f (t) = 1 . (4)

Электрическому полю (4) соответствуют закон дви-

жения фронта разлетающейся ионной плазмы

xCE
f (t) = 1 + t2/2 (5)

и зависимость максимальной энергии ионов от вре-

мени

εCE
max(t) = t2/2. (6)

Противоположный предел, λe
D ≪ L, отвечает резуль-

тату работы Мора [3] для случая полуограниченной

плазмы, L → ∞, когда ηe ≃ 1. Численно полученный

в работе [3] закон изменения электрического поля на

фронте E
[3]
f (t) выглядит как

E
[3]
f (t) =

2
√

T ηe
√

2 e+ t2
. (7)

Электрическое поле (7) приводит к следующим

асимптотикам (t ≫
√
2 e) для координаты фронта и

максимальной энергии ионов:

x
[3]
f (t) = 1 + 2 t

√

T ηe

[

ln

(

√

2

e
t

)

− 1

]

, (8)

ε[3]
max(t) = 2Tηe

[

ln

(

√

2

e
t

)]2

. (9)

Как видно, экстраполяция (7)–(9) за рамки формаль-

ной применимости (λe
D & L), не позволяет даже каче-

ственно описать переход в режим кулоновского взры-

ва (4)–(6).

При произвольных значениях электронной тем-

пературы (параметра λe
D
/L) сложность аналитиче-

ского решения системы (1) заключается в самосо-

гласованном вычислении плотности ионов в терми-

нах лагранжевых переменных. Альтернативой здесь

является использование численного решения, напри-

мер методом “частица в ячейке” (PIC). С таким чис-

ленным решением мы будем сравнивать результаты

нашей аналитической теории. Переходя к ее опи-

санию, заметим, что кулоновский взрыв плазмен-

ного слоя (случай экстремально горячих электро-

нов) сопровождается сохранением однородности про-

филя ионной плотности [6], т.е. n(x, t) = 1/xf(t),
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где xf (t) – положение границы расширяющейся ион-

ной плазмы. С другой стороны, при слабом нагре-

ве электронной компоненты разлет плазмы проте-

кает в квазинейтральном режиме, когда n(x, t) ≈
≈ ne(x, t) = ηe exp (ϕ/T ). Используя эти два асимп-

тотических поведения, можно предложить интерпо-

ляционное распределение плотности плазмы для слу-

чая произвольных температур:

n(x, t > 0) =

=











ηe exp

[

ϕ(x, t)

T

]

A+
1

xf (t)
B, 0 ≤ x ≤ xf (t),

0, x > xf (t).

(10)

Здесь интерполяционные коэффициенты A и B одно-

значно связаны друг с другом условием нормировки

(
∫ xf

0 n(x, t) ≡ 1) и имеют следующее асимптотиче-

ское температурное поведение:

A(T → 0) = 1, B(T → 0) = 0,

A(T → ∞) = 0, B(T → ∞) = 1.
(11)

Соответственно

B = 1−A+A
√

2 ηe T e−δ(t) exp [ϕ0(t)/T ], (12)

где ϕ0(t) – значение потенциала в центре слоя (x =

= 0), δ(t) – падение потенциала на толщине плазмы,

δ(t) = [ϕ0(t)− ϕf (t)]/T .

Для дальнейших вычислений мы выбираем про-

стейшее представление, обеспечивающее плавный пе-

реход плотности с ростом температуры от n =

= ηe exp (ϕ/T ) к n = 1/xf , в виде

A(T ) =
1

1 + T
. (13)

Приближенное вычисление первого интеграла урав-

нения Пуассона (1) с плотностью (10) с учетом (12),

(13) приводит к следующему выражению для напря-

женности электрического поля:

E=















































2Tδ

xf

√

T (exp{[−δ(x/xf )2]−1}+(T+e−δ)(x/xf )
2

T (1− δ) + e−δ
,

0 ≤ x ≤ xf (t),

√

2 ηe T

[

√

ηe

2T
(x− xf ) + exp

(

−ϕ0 − T δ

2T

)

]

−1

,

x ≥ xf (t) .
(14)

Выражение (14) отвечает следующему приближен-

ному решению уравнения Пуассона, справедливому

для широкого диапазона значений температуры T >

> 0.001:

ϕ =











































ϕ0 − T δ

(

x

xf

)2

,

0 ≤ x ≤ xf ,

− 2T ln

[

√

ηe

2T
(x− xf ) + exp

(

−ϕ0 − T δ

2T

)

]

,

x ≥ xf .
(15)

Условия сшивки потенциала и поля при x = xf дают

уравнение для нахождения δ и связь между ϕ0 и δ:

2
√
1 + T

√

T (1 − δ) + e−δ
=

=
e−δ/2

T + e−δ



1 +

√

1 +
2 xf

(

T + e−δ
)

δ e−δ



 , (16)

ηe exp
(ϕ0

T

)

=
2 δ2

x 2
f

T (1 + T )

T (1− δ) + e−δ
. (17)

Из (14) получаем поле на фронте:

Ef =
2T δ e−δ/2

xf

√

1 + T

T (1− δ) + e−δ
, (18)

а также соответствующее ему уравнение движения

фронта ионов:

ẍf =
2T δ e−δ/2

xf

√

1 + T

T (1− δ) + e−δ
. (19)

Полученное обыкновенное дифференциальное урав-

нение (19) с зависимостью δ(xf ), определяемой соот-

ношением (16), по существу, решает задачу нахож-

дения зависимости xf (t), поскольку легко решается

численно. В то же время первый интеграл уравнения

(19) дает квадратурную формулу для максимальной

энергии ионов в зависимости от положения фронта:

εmax(xf , T ) = 2T
√
1 + T

xf
∫

1

δ e−δ/2

x
√

T (1− δ) + e−δ
dx.

(20)

Подстановка решения уравнения (19) в (20) позволя-

ет получить временну́ю зависимость максимальной

энергии ионов εmax(t).

Проведем сравнение полученных аналитических

формул с численными расчетами для произвольных

температур электронов и известными предельными

случаями малых и больших отношений λe
D/L. На
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Рис. 1. Зависимость поля на фронте разлетающейся

плазмы от времени. Сплошные линии соответствуют

формуле (18), точками представлено численное реше-

ние (1), а штрихпунктирные кривые отвечают формуле

(7). Вертикальные линии показывают момент пересече-

ния фронтом плоскости с координатой x = xd = 20

рис. 1 показана эволюция электрического поля на

фронте ионной плазмы Ef (t). Прослеживается хо-

рошее согласие между аналитическими (сплошные

кривые) и численными (точки) результатами во всем

диапазоне электронных температур. Отклонения на

малых временах при T = 0.01 обусловлены пере-

ходом изначально однородной ионной плотности к

n ≈ ne, который не описывается (10). Однако та-

кое отклонение не существенно для описания разлета

плазмы на временах t > max(1, 1/
√
T ) и практически

не влияет на характеристики ускоренных ионов. Как

видно из рис. 1, формула для поля на фронте (7) из

[3] (штрихпунктирные линии) применима лишь при

малых значениях температур, T . 1, что соответ-

ствует выполнению соотношения λe
D/L ≪ 1. Кроме

того, в отличие от численной и нашей аналитической

кривых, поле (7) не стремится к полю в режиме ку-

лоновского взрыва (4) с ростом температуры. Верти-

кальные линии на рис. 1 отвечают моменту пересече-

ния ионным фронтом плоскости с заданной коорди-

натой (в рассмотренном примере xd = 20). Ее мож-

но отождествлять с границей одномерного разлета

(длиной ускорения), при достижении которой уже не

происходит существенного набора энергии разлета-

ющимися ионами [6]. Действительно, при одномер-

ном рассмотрении разлета плазмы электростатиче-

ская энергия плазменного слоя бесконечна. Поэтому

с течением времени будет происходить неограничен-

ное ускорение ионов. Конечность энергии в реаль-

ных экспериментах по ускорению ионов обусловле-

на переходом с течением времени разлета плазмы

из одномерной в трехмерную стадию, сопровожда-

ющимся сильным падением ускоряющих полей. По-

этому бо́льшую часть своей энергии ионы набира-

ют на этапе, когда трехмерные эффекты разлета

еще несущественны [6]. Для плазмы лазерной ми-

шени в качестве границы чисто одномерного разле-

та можно приближенно принять радиус пятна фоку-

сировки лазерного импульса Rf [9]. Таким образом,

одномерное рассмотрение будет справедливо до мо-

мента пересечения ионами плоскости с координатой

xd ≃ Rf . С учетом вышесказанного плоскость x = xd

можно трактовать как “детектор” ускоренных ионов.

Для характерных параметров экспериментов, в ко-

торых возможно эффективное ускорение ионов, тол-

щина фольги составляет десятки-сотни нанометров

[10, 11]. Типичный же радиус фокусировки – поряд-

ка нескольких длин волн (нескольких мкм). Следо-

вательно, типичная безразмерная величина xd будет

иметь значение порядка нескольких десятков.

На рис. 2 показано движение фронта ионов xf (t).

Малое отклонение аналитической зависимости от

численной, не превышающее 6% при T = 0.01, поз-

воляет говорить о высокой точности полученных ре-

зультатов. С увеличением температуры электронной

компоненты различие между численным и анали-

тическим решениями оказывается еще меньше. При

этом отмечается плавный переход к зависимости, от-

вечающей режиму кулоновского взрыва (5).

Монотонно растущее электростатическое поле

при x ≤ xf указывает на то, что максимальной энер-

гией при разлете будут обладать ионы, находящиеся

на фронте плазмы. Для них x(t) ≡ xf (t) и x0 = 1. На
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Рис. 2. Движение фронта ионной плазмы. Сплошные

линии отвечают решению уравнения (19), точки –

численное решение системы (1), пунктирные линии –

движение фронта в режиме кулоновского взрыва (5),

штрихпунктирные линии соответствуют формуле (8)

рис. 3 сравниваются результаты, полученные с помо-

щью формулы для кулоновского взрыва (6), анали-

тической модели (19), (20), численных PIC-расчетов

и формулы Мора (9). При T = 0.01 максимальное

отклонение аналитических формул (19), (20) от чис-

ленных результатов не превышает 10%. С увеличе-

нием температуры точность приближенной аналити-

ческой модели возрастает и как аналитические, так

и численные кривые стремятся к зависимости, отве-

чающей кулоновскому взрыву (6). Формула же (9)

остается справедливой только при малых значениях

температур (T < 1).

На рис. 4 показана температурная зависимость

максимальной энергии ионов на “детекторе”. Макси-

Рис. 3. Зависимость максимальной энергии от времени.

Сплошные линии соответствуют аналитическому ре-

шению (19), (20), точки – численному решению систе-

мы (1), штрихпунктирные линии – формуле (9), пунк-

тирные линии – зависимости в режиме кулоновского

взрыва (6). Вертикальные линии показывают момент

пересечения ионным фронтом плоскости x = xd = 20

мально достижимым значением здесь является энер-

гия для случая кулоновского взрыва:

εCE
max = xd − 1. (21)

В пределе больших температур к ней стремятся как

аналитическое, так и точное численное решения.

Аналитическая модель демонстрирует очень хоро-

шее согласие с численным решением во всем широ-

ком диапазоне температур электронов. Рис. 4 позво-

ляет более точно установить границу применимости

формул (8), (9) для полуограниченной плазмы. Их

заметное (более 50%) отклонение от нашего аналити-
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Рис. 4. Максимальная энергия ионов, фиксируемая на

“детекторе” (плоскости x = xd = 20), в зависимости от

температуры. Сплошные линии – формула (20), точ-

ки – численно найденные значения, пунктир – макси-

мальная энергия ионов при кулоновском взрыве (21),

штрихпунктирная линия — зависимость, полученная

из формул для полубесконечной плазмы (8), (9). Встав-

ка детализирует область высоких температур

ческого решения начинается при T > 0.1, что соот-

ветствует значениям дебаевского радиуса λe
D > L/6.

В заключение отметим, что построенная нами

аналитическая модель позволила корректно опи-

сать эволюцию таких важных характеристик разлета

плазмы в вакуум, как поле на фронте Ef (t), поло-

жение фронта xf (t) и максимальная энергия ионов

εmax(t), в широком диапазоне температур (от квази-

нейтрального разлета плазменного слоя до его ку-

лоновского взрыва), что до сих пор оставалось нере-

шенной задачей. Наша модель дает возможность свя-

зать основные параметры лазерного импульса и ми-

шени с максимально достижимой энергией ионов,

что является важным для экспериментов по ускоре-

нию ионов. Поясним это на примере. Возьмем па-

раметры эксперимента работы [11], в котором бы-

ли использованы фольга из углерода (Z = 6) с

плотностью частиц n0 = 1.4 · 1023 см−3 толщиной

L = 0.2мкм и лазерный импульс с интенсивностью

I = 5 ·1020 Вт/см2 с длиной волны λ = 1054 нм, сфо-

кусированный в пятно с Rf = 3.8 мкм. Используя

пондеромоторный скейлинг для температуры элек-

тронов [12]: T = mc2
(

√

1 + a2/2− 1
)

, где m – масса

электрона, c – скорость света, a = 0.85
√

I18 λ – без-

размерная амплитуда лазерного поля, определяемая

интенсивностью I18 в единицах 1018 Вт/см2 и длиной

волны λ в мкм, получаем оценку для максимальной

энергии ионов углерода εmax ≈ 665МэВ. Данный тео-

ретический результат хорошо согласуется с экспери-

ментальными данными (εmax ≈ 650МэВ).
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