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В экспериментах по эволюции импульсов давления в газожидкостной смеси обнаружены два типа

предвестников, распространяющихся со скоростью звука в чистой жидкости, в то время как основной

импульс давления распространяется с низкой равновесной скоростью звука и эволюционирует в со-

ответствии с уравнением Бюргерса–Кортевега–де Вриза. Первый высокочастотный (ВЧ) предвестник

является полным аналогом классического предвестника Зоммерфельда ввиду совпадения резонансного

дисперсионного уравнения пузырьковой смеси и диэлектриков в модели Лоренца и осциллирует на час-

тоте, близкой к “плазменной”. Второй низкочастотный (НЧ) предвестник обнаружен авторами. Частота

НЧ-предвестника близка к резонансной частоте пульсаций пузырьков, что почти на порядок ниже часто-

ты ВЧ-предвестника. Низкочастотный предвестник имеет существенно большую амплитуду пульсаций,

меньшее затухание и в рамках гомогенной модели газожидкостной смеси не описывается. Наблюдаемо-

му явлению НЧ-предвестников дано объяснение в рамках простой гетерогенной модели пузырьковой

жидкости.
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Одной из особенностей эволюции линейных волн

в диспергирующих средах является существование

предвестников, распространяющихся впереди основ-

ной волны. Впервые асимптотические решения для

предвестников, выделяющихся из импульса электро-

магнитной волны в среде Лоренца (диэлектрике, со-

стоящем из набора изN электронных осцилляторов),

с резонансным дисперсионным уравнением

k2(w) =
w2

c2

(

1−

N
∑

i=1

w2
pi

w2 − w2
i − νiw

)

(1)

были получены Зоммерфельдом [1] и Бриллюэном

[2]. Их именами были названы, соответственно, вы-

сокочастотные (ВЧ, w ≫ wpi) и низкочастотные

(НЧ, w ≪ wi) предвестники. Здесь c – предельная

скорость, wi – резонансные частоты осцилляторов,

wpi – плазменные частоты, νi – коэффициенты за-

тухания свободных колебаний осцилляторов. В от-

сутствие диссипации в однорезонансном случае дис-

персионная кривая (1) имеет две отдельные ветви,

разделенные окном непрозрачности w1 < w < wr ,

w2
r = w2

p1 +w2
1 , а в многорезонансном случае – N +1

ветвь. С учетом диссипации ветви могут сливаться.

Предвестники электромагнитных волн в среде Ло-
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ренца изучены как теоретически [3–6], так и экспе-

риментально [7–9].

Газожидкостная смесь с пузырьковой структурой

также состоит из осцилляторов – пузырьков газа.

Ее дисперсионное уравнение, впервые приведенное в

[10] и экспериментально подтвержденное в [11], сов-

падает с (1), где c = cf – скорость звука в чистой

жидкости. “Плазменные” частоты w2
pi = αiw

2
i c

2
f/c

2
0

определяются через параметры смеси: низкочастот-

ную скорость звука Мэллока c20 = γp0/ρ0ϕ0, полное

(ϕ0 =
∑N

i=1 ϕi) и относительные (αi = ϕi/ϕ0) объ-

емные газосодержания, частоты собственных колеба-

ний w2
i = 3γp0/ρ1R

2
i газовых пузырьков с радиусами

Ri в безграничной жидкости и показатель адиаба-

ты γ. Коэффициент затухания νi = 2µw2
i /c

2
0 опре-

делен через эффективный коэффициент диссипации

µ, учитывающий вязкость жидкости, потери колеба-

ний пузырька на акустическое излучение и тепловые

потери.

В газожидкостных смесях импульсы давления не

заполнены несущей частотой и функция Грина в

приближении k ≈ w/c − w2
p1/2c(w − iν1) для пред-

вестника Зоммерфельда имеет вид [12, 13]
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где t∗ = t − x/c, J1 – функция Бесселя. В отличие

от [6] решение (2) содержит дополнительно дельта-

функцию δ, дающую упругий предвестник. Оно хо-

рошо передает огибающую предвестника Зоммер-

фельда, но не его частоту, что отмечено в [6].

Пузырьковая жидкость – существенно нелиней-

ная среда. Нелинейное волновое уравнение с резо-

нансной дисперсией (1) имеет порядок 2N + 2. В

приближениях гомогенной модели [14] уравнение для

безразмерного возмущения давления p̃ = p/p0 − 1 с

использованием оператора D = ∂/∂t принимает ком-

пактный вид:

p̃xx −
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c2f
p̃tt +

1

c2f

N
∑
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pi

ptt − c20
γ + 1

2γ
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D2 + w2
i + νiD

= 0. (3)

В однорезонансном случае (3) переходит в двухвол-

новое нелинейное волновое уравнение (ДНВ) [15]:
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= 0. (4)

Заменой ∂/∂t = −c1∂/∂x (4) приводится к уравне-

нию Бюргерса–Кортевега–де Вриза (БКВ) для ско-

рости u = p̃c1(γ + 1)/2γ:

ut + c1ux + uux − µuxx + βuxxx = 0, (5)

где c−2
1 = c−2

f + c−2
0 , β = c31/2w

2
1. Приближение БКВ

(5) для газожидкостных смесей экспериментально

подтверждено на ударных трубах [16]. В зависимости

от амплитуды и длительности входной импульс дав-

ления распадается на линейный волновой пакет ли-

бо на последовательность солитонов, которые вслед-

ствие диссипации раплываются и сливаются в тре-

угольную волну Бюргерса. Предвестники Бриллю-

эна, распространяющиеся со скоростью c1, и есть ли-

нейные решения (4), (5) в виде волнового пакета [6].

Численные решения ДНВ и БКВ [15] отличают-

ся только для входных сигналов с крутым передним

фронтом. В этом случае из основного сигнала вы-

деляется высокочастотный предвестник, распростря-

няющийся со скоростью звука в чистой жидкости,

а основной сигнал эволюционирует согласно уравне-

нию БКВ. Это подтверждается и прямым числен-

ным расчетом полной системы гидродинамических

уравнений [17]. Динамика ВЧ-предвестника с вы-

сокой точностью описывается уравнением Кляйна–

Гордона (КГ), следующим из ДНВ на высокочастот-

ной ветви при замене ∂2/∂t2 = c2f∂
2/∂x2. Уравнение

КГ ввиду малости множителя c21/c
2
f оказывается ли-

нейным:

p̃tt − c2f p̃xx + w2
r p̃+ ν1p̃t = 0. (6)

Функция Грина для уравнения КГ [18]:

hS = e−νt∗δ(t∗)−
w∗xe

−νt∗
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t2 − x2/c2f
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(

w∗

√
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c2f

)

,

(7)

дает фиксированную частоту колебания хвоста пред-

вестника Зоммерфельда, w2
∗
= w2

r−ν
2/4. Это связано

с более точной аппроксимацией k2c2f ≈ w2−w
2
r−iν1w

уравнения (1) при w ≫ w1, следующей из КГ.

Цель данной работы, проводившейся на установ-

ке “Ударная труба” с диаметром канала 26 мм и вы-

сотой 2.5 м, — экспериментальное исследование пред-

вестников в газожидкостной смеси. Ранее предвест-

ники наблюдались в пузырьковых завесах в бас-

сейнах при инициации импульсов давления взры-

вами малых зарядов [18, 19]. Однако их структу-

ра и частота не были изучены. Предвестники на-

блюдались также в [20] во взвеси микропузырьков

(R = 3−4.5мкм) при эволюции 50-наносекундного

импульса давления, инициированного оптоакустиче-

ской ячейкой. Сильное затухание и малая длина рас-

пространения (единицы мм) позволили авторам на-

блюдать только начальную стадию формирования

предвестников.

Реальные сигналы всегда имеют конечную ско-

рость нарастания фронта r. Амплитуда предвестни-

ка Af зависит от r и граничной частоты wr как

Af ∼ rwr/(w
2
r + r2) [6]. При используемых в экспе-

риментах пузырьках с радиусом R1 = 1.5мм за счет

малого газосодержания ϕ0 ≈ 0.5% резонансная час-

тота w1/2π снижалась до 1.7 кГц, а равновесная ско-

рость увеличивалась до 150 м/с. Наличие в рабочей

жидкости микропузырьков диаметром менее 0.1 мм

(газосодержание которых оценивается ниже) снижа-

ло скорость звука в жидкости до 900 м/с. Такая жид-

кость далее называется чистой.

Импульсы давления формировались в “чистой”

жидкости в колене, выполненном из трубы того же

диаметра, что и основная труба, и присоединенном к

ней снизу под углом 30◦. Импульс создавался ударом

сердечника электромагнитного соленоида по мем-

бране, закрывающей торец колена. Управление соле-

ноидом позволяло получать импульсы давления дли-

тельностью от 0.5 до 2 мс с длительностью фронта до

50 мкс и амплитудой от 0.01 до 0.6 МПа.

В экспериментах выполнялись условия гомоген-

ности пузырьковой смеси: ls1, λs ≫ l1 ≫ 2R1, где
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ls1 = 4c1
w1

√

1 + 3γ
(γ+1)p̃S

≈ 92мм – ширина солито-

на БКВ с амплитудой p̃s = 1, λs = 2πcf/wr ≈

≈ 69мм – длина волны предвестника Зоммерфель-

да, l1 = R1(4π/3ϕ0)
1/3 ≈ 14мм – расстояние между

крупными пузырьками при их кубической упаковке.

При наличии двух размеров пузырьков (3) перехо-

дит в трехволновое нелинейное волновое уравнение

(ТНВ) [21], записанное в бездиссипативном случае:

p̃xx −
p̃tt
c21

+
γ + 1

2γ

c21
c20
p̃2xx + β2

(

p̃xx −
p̃tt
c2f

)

4t

+

+ β1

(

p̃xx −
p̃tt
c22

+
γ + 1

2γ

c21β3
c20β1

p̃2xx

)

tt

= 0. (8)

Здесь β1 = w−2
1 + w−2

2 , β2 = w−2
1 w−2

2 , β3 = α1w
−2
2 +

+ α2w
−2
1 и c−2

2 = c−2
f + c−2

0 β3β
−1
1 . В случае α2 ≪

≪ α1 и w2 ≫ w1 имеем β1 ≈ w−2
1 и коэффици-

ент при втором нелинейном члене оказывается ни-

чтожно малым, β3/β1 ≈ α1w
2
1/w

2
2 + α2 ≪ 1. От-

носительный вклад высших дисперсионных членов

β2w
6c−2

f /β1w
4c−2

2 ≈ c22w
2/c2fw

−2
2 в области частот

w ≤ 10w1 оказывается несущественным. В результа-

те ТНВ (8) принимает форму ДНВ, где вместо скоро-

сти cf стоит уменьшенная скорость в “чистой” жид-

кости c2. В приводимых экспериментах w2/w1 ≈ 30

и скорость c2 = 900м/с согласно (8) достигается

при относительных газосодержаниях α1 = 0.983 и

α2 = 0.017. Расстояние l2 ≈ 16мм между микропу-

зырьками при такой концентрации также не нару-

шало условий гомогенности. Ширина же солитонов

единичной амплитуды в жидкости с одними микро-

пузырьками, ls2 ≈ 14мм < l2, этим условиям не удо-

влетворяла. Поэтому они как регулярные структуры

не образовывались.

Для регистрации давления использовалось четы-

ре датчика давления SPT-mv фирмы Honeywell с пас-

портной полосой пропускания более 10 кГц. Первый

датчик находился на расстоянии 120 мм от сочлене-

ния колена с трубой, а последующие три – на рассто-

яниях 500 мм друг от друга. Датчики подключались

к усилителям и опрашивались 16-разрядным АЦП

L-1620S фирмы L-CARD с частотой дискретизации

40 кГц. Рабочая жидкость представляла собой 30-

процентный водоглицериновый раствор плотностью

1008 кг/м3. Пузырьки формировались путем подачи

сжатого воздуха через отверстия диаметром 0.14 мм

в большом объеме воды ниже ударного генератора и

направлялись в канал конусной вставкой.

Профили давления при эволюции входного сиг-

нала с пологим передним фронтом, полученного на

мембране из неупругого пластика толщиной 3 мм,

Рис. 1. Профили давления при эволюции сигнала с по-

логим передним фронтом: (a), (b) – в “чистой” жидко-

сти на расстояниях 120 и 620 мм; (c), (d), (e), (f) – в

газожидкостной смеси на расстояниях 120, 620, 1120 и

1620 мм соответственно

представлены на рис. 1. Профили давления (a), (b),

снятые, соответственно, с первого и второго датчи-

ков, отвечают эволюции сигнала в “чистой” жид-

кости. Профили (с), (d), (e), (f), снятые с датчи-

ков 1–4 отвечают эволюции такого же сигнала в

газожидкостной смеси. Эволюция сигнала с поло-

гим фронтом здесь соответствует модели уравнения

БКВ. Сигнал распадается на три солитона, ампли-

туда которых вследствие диссипации уменьшается.

Они сливаются и превращаются в треугольную вол-

ну Бюргерса.

Эволюция входного сигнала в “чистой” жидкости

с крутым передним фронтом, полученного на дюра-

левой мембране толщиной 3.3 мм, показана на рис. 2.

Изменение профилей давления (a), (b), (c) с первых

трех датчиков в “чистой” жидкости связано с прояв-

лением дисперсии, вязкости и нелинейности жидко-

сти с микропузырьками. Незначительность этих из-

менений позволяет считать газожидкостную смесь с
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Рис. 2. Профили давления при эволюции сигнала с кру-

тым передним фронтом в “чистой” жидкости (a), (b),

(c) и в газожидкостной смеси (d), (e), (f) на расстояни-

ях 120, 620 и 1120 мм соответственно, а таже предвест-

ник в увеличенном масштабе (g)

микропузырьками “чистой” жидкостью, т.е. однород-

ной средой, с пониженной скоростью звука.

Эволюция сигнала с крутым передним фронтом

в пузырьковой смеси показана на профилях давле-

ния (d), (e), (f) на рис. 2, снятых, соответственно, с

первого, второго и третьего датчика. Форма основ-

ного сигнала здесь также эволюционирует согласно

уравнению БКВ, но отличается наличием предвест-

ников, движущихся со скоростью звука в “чистой”

жидкости. Предвестник на фронте рис. 2d показан в

увеличенном масштабе (рис. 2g). Предвестник пред-

ставляет собой суперпозицию одного периода колеба-

ния НЧ на частоте w1 и около 11 периодов колебаний

предвестника Зоммерфельда на частоте wr, движу-

щихся с одинаковой скоростью c2. Измеренные зна-

чения c0 и c2 между первым и вторым датчиками со-

ставили 154 и 869 м/с, а между вторым и третьим –

143 и 833 м/с. Различие в скоростях звука между раз-

ными датчиками здесь связано с увеличением газо-

содержания за счет снижения статического давления

столба жидкости по высоте трубы.

Сos-фурье спектры предвестников, выделенных

на профилях давления (d), (e) и (f) на рис. 2, при-

ведены на рис. 3a, b и с соответственно. Различие в

Рис. 3. Cos-фурье спектры (a), (b), (c) предвестников с

профилями давления (d), (e), (f) на рис. 2

плотностях заполнения спектров связано с различ-

ным количеством приходящихся на предвестники то-

чек отсчета, снятых с разных датчиков. Предвестни-

ком при фурье-анализе считался сигнал от начала

реализации до точки последнего локального мини-

мума перед основным сигналом (см. рис. 2g).

На спектре (a) отчетливо выделяются два макси-

мума на частотах 1.67 и 9.44 кГц, отвечающих НЧ-

и ВЧ-предвестникам. Их амплитуды сопоставимы и

отличаются в 1.72 раза. На спектре (b) частоты НЧ-

и ВЧ-предвестников составляют 1.79 и 9.58 кГц, но

относительная амплитуда ВЧ-предвестника здесь в

6.26 раз ниже. Вычисленные по значениям c0, c2 и

w1/2π частоты ВЧ-предвестников wr между датчи-

ками составляют 9.44 и 10.4 кГц соответственно. В

первом случае совпадение измеренной и вычислен-

ной частот wr подтверждает вывод о том, что часто-

та НЧ-предвестника совпадает с резонансной часто-

той w1/2π. Во втором случае 9-процентная ошибка

cвязана с неточностью измерения скорости c2, вы-

званной малой амплитудой ВЧ-предвестника.
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На спектре (c) предвестника, снятого с тре-

тьего датчика, выделяются частоты НЧ- и ВЧ-

предвестников – 1.72 и 10.2 кГц, а также комбина-

ционная частота 11.8 кГц.

Более отчетливо НЧ-предвестники выделяются

из входных сигналов, полученных с использованием

никелевых мембран толщиной 0.2 мм. Эволюция та-

кого сигнала в “чистой” жидкости показана на рис. 4

на профилях давления (a) и (b), снятых с первого

Рис. 4. Профили давления при эволюции сигнала с уме-

ренно крутым передним фронтом: (a), (b) — в “чи-

стой” жидкости на расстояниях 120 и 620мм, (c), (d),

(e) – в газожидкостной смеси на расстояниях 120, 620

и 1620 мм. (f) – Предвестник на профиле (с) в большом

масштабе

и второго датчиков, а в газожидкостной смеси – на

профилях (c), (d), (e), снятых с первого, второго и

четвертого датчиков. Здесь НЧ-предвестник имеет

бо́льшую амплитуду, чем в предыдущем случае, и

распространяется с меньшим затуханием, чем основ-

ной сигнал. Высокочастотный предвестник на про-

филе (c) хорошо различим в большом масштабе (f).

Влияние микропузырьков на форму сигналов в “чи-

стой” жидкости здесь не прослеживается.

Отождествляя амплитуды НЧ- и ВЧ-

предвестников с амплитудами гармоник на спектрах

рис. 3 на частотах w1 и wr, уменьшающимися,

соответственно, в 2 и 10 раз на расстояниях 0.5 м

от датчика к датчику, можно оценить коэффи-

циенты затухания: ν1 = 2c2 ln 2 ≈ 1200 с−1 и

ν2 = 2c2 ln 10 ≈ 4000 с−1. Последний датчик был

расположен на расстоянии 0.6м от конца трубы.

Таким образом, отраженный с коэффициентом

KR ≈ −1 от границы раздела газожидкостная

смесь–воздух НЧ-предвестник должен изменить

амплитуду с задержкой t4 = 2d4/c2 ≈ 1.3мс в

1 − exp(−ν1t4) cos (w1t4) ≈ 1.17 раз. В зависимости

от фазы w1t4 суммарный сигнал может усилиться

или ослабнуть. Для последующих датчиков эти из-

менения составят, соответственно, 1.04, 1.01 и 1.001

раза. Однако ввиду большой задержки (t1 = 4.6мс)

отраженный сигнал на первом датчике не фикси-

руется. Поскольку затухание ВЧ-предвестников в 5

раз выше, такие расчеты для них не имеют смысла.

Теоретическое обоснование существования НЧ-

предвестников может быть получено только в рам-

ках гетерогенной модели газожидкостной смеси, учи-

тывающей межпузырьковое пространство как выде-

ленный канал чистой жидкости. В существующих

работах по гетерогенным моделям [22–24] трехмер-

ное акустическое поле в смеси рассчитывается как

сумма рассеянных от каждого пузырька полей. Это

предполагает только численные расчеты и затруд-

няет аналитические оценки. Рассмотрим данную за-

дачу в упрощенной двумерной постановке, считая

газожидкостный канал плоским и расслоенным по-

середине. Примем ширину канала равной диаметру

ударной трубы d. Линейные волновые уравнения для

потенциалов скоростей в “чистой” жидкости и в газо-

жидкостной смеси без учета сжимаемости жидкости

и диссипации примут вид

∆Φ− c−2
f Φtt = 0,

∆Ψ− c−2
1 Ψtt + w−2

1 ∆Ψtt = 0.
(9)

Здесь ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2. Решения (9) для бегу-

щих волн Φ = φ(y)eiwt−ikx и Ψ = ψ(y)eiwt−ikx c нуле-

выми граничными условиями на стенках канала для

поперечных скоростей φy(0) = 0, ψy(d) = 0 имеют

вид φ = A cos(ay) и ψ = B[tg(bd) sin(by) + cos(by)].

Дополнительные граничные условия на границе раз-

дела: равенства скоростей, φy(d/2) = ψy(d/2), и дав-

лений, φ(d/2) = ψ(d/2) (без учета разницы плотно-

стей), приводят к системе однородных уравнений от-
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носительно A и B, разрешаемых при равенстве нулю

их определителя:

a tg(ad/2) + b tg(bd/2) = 0, (10)

где a2 = w2/c2f − k2 и b2 = (w2/c21)/(1− w2/w2
1)− k2.

Уравнение (10) является искомым дисперсионным

уравнением со множеством решений k(w), отража-

ющих различные моды волн в акустическом волно-

воде, и в общем виде разрешается только численно.

При ad, bd ≪ 1 при учете только первого члена в

разложении tg из (10) следует дисперсионное урав-

нение a2 + b2 = 0, совпадающее с однорезонансным

дисперсионным уравнением (1), но с усредненным по

ширине канала газосодержанием (результат, извест-

ный для расслоенных течений [25]). Другое частное

решение (10) имеет место при ad = 2πn и bd = 2πm

(где n,m – целые числа), когда обнуляются оба сла-

гаемых в (10). Каждое из этих решений, записанное

для фазовой скорости V (w) = w/k:

Van(w) = cf

√

w2

w2 − w2
an

, wan =
2cfπ

d
n,

Vbm(w) = c1
wbmw

Ωmw1

√

w2
1 − w2

w2 − w2
bm

, (11)

Ωm =
2c1π

d
m,

1

w2
bm

=
1

Ω2
m

+
1

w2
1

,

отвечает n-й и m-й модам волн в полуканале как в

плоском акустическом волноводе шириной d/2, за-

полненном, соответственно, жидкостью либо газо-

жидкостной смесью. Здесь wan и Ωm – гармоники

резонансных частот wa1 и Ω1 жидкостного и газо-

жидкостного каналов соответственно. Точки пересе-

чения кривых Van(w) и Vbm(w) будут принадлежать

дисперсионным кривым решений (10). Обозначим их

двухиндексными модами Vnm(w). Согласно (11) каж-

дая мода в жидкости определена в области частот

wan < w < ∞, а в газожидкостной области – в по-

лосе частот wbm < w < w1. В нашем случае жид-

костной канал узок (wa1 ≫ w1). Поэтому пересе-

каться будут только кривые Vbm (m > 0) с прямой

линией Va0 = cf , а решениями (10) окажутся моды

волн V0m. Рассмотрим самую низкочастотную моду,

V01(w). Из уравнения Vb1(w) = cf при эксперимен-

тальных значениях параметров вычислим одну точ-

ку, w01 ≈ 0.999986w1, принадлежащую дисперсион-

ной кривой V01(w), зависимость которой от w можно

найти разложением (10) в ряд по w − w01. Газожид-

костной канал также узок (Ω1 ≫ w1). В результате

частоты высоких мод w0m (m > 1) еще меньше от-

личаются от резонансной частоты w1. Очевидно, что

этому закону дисперсии и принадлежит обнаружен-

ный НЧ-предвестник.

Полученный результат принципиально не изме-

нится при усложнении задачи в цилиндрическом ка-

нале и произвольном расположении точки рассло-

ения газожидкостной смеси. Усложнение волновой

картины НЧ-предвестников и ее зависимость от точ-

ки расслоения возникают только в широких каналах,

где Ω1 ≪ w1 либо wa1 ≪ w1.

Таким образом, при распространении нелиней-

ных волн в газожидкостных смесях с пузырько-

вой структурой в вертикальной трубе наблюда-

лись два вида предвестников, распространяющих-

ся со скоростью звука в “чистой” жидкости c2: ВЧ-

предвестники Зоммерфельда и НЧ-предвестники,

являющиеся ненулевой модой волны в акустическом

волноводе и колеблющиеся, соответственно, на верх-

ней (wr) и нижней (резонансной, w1) граничных ча-

стотах окна непрозрачности.

Работа выполнена при поддержке гранта Прави-

тельства России # 11.G34.31.0035 ведущему ученому

В.Е. Захарову.
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