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Методом теории функционала плотности исследовано распределение жидкого 4He в разных типах

конфайнмента: адсорбирующий и неадсорбирующий аэрогель на основе диоксида кремния SiO2 и адсор-

бирующая однородная нить. Продемонстрировано, что атомы гелия имеют тенденцию к адсорбции на

вогнутой поверхности аэрогеля. Показано, что для конфайнмента, обладающего дробной массовой раз-

мерностью на определенных масштабах, жидкий гелий также обладает дробной массовой размерностью

на этих масштабах. Исследована зависимость энергии жидкого гелия от количества атомов для разных

типов адсорбирующей поверхности. Установлено, что удельная полная энергия жидкого гелия в притя-

гивающем и непритягивающем потенциалах при уменьшение количества частиц ведет себя по-разному,

что свидетельствует об неэкстенсивности рассматриваемой системы. Таким образом, продемонстриро-

вана необходимость учета поверхностных эффектов и дробной массовой размерности при исследовании

свойств жидкого гелия в ограниченной геометрии.
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Изучение поведения квантовых систем в про-

странстве с ограниченной геометрией является од-

ним из интересных направлений в современной фи-

зике конденсированного состояния. Сюда относятся

сверхтекучий 4He, 3He в пространстве с ограничен-

ной геометрией [1], атомарные газы редкоземельных

и щелочных металлов в оптических ловушках [2] и

т.д. Кроме того, в последнее время огромное внима-

ние уделяется исследованиям явления сверхтекуче-

сти в твердом гелии, помещенном в пористые сре-

ды [3–5]. Для сверхтекучего гелия-4 в нанопористых

средах происходит значимое изменение фазовой диа-

граммы квантовой системы и появляется новое со-

стояние – локализованный бозе-эйнштейновский кон-

денсат [6]. В этом состоянии в порах уже присут-

ствуют “островки” бозе-конденсата. Однако кванто-

вая макроскопическая когерентность, ответственная

за явление сверхтекучести, еще не сформировалась.

Существенное влияние ограниченная геометрия ока-

зывает и на транспортные свойства гелия. Так, внед-

рение примесей в жидкий гелий приводит к новым

динамическим эффектам, таким, как возникновение

новых мод звуковых колебаний в узких каналах (чет-

вертый звук), а также смешивание уже имеющих-

ся мод (первого и второго звука). Другой пример –

значительное уменьшение теплопроводности нанопо-
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ристого стекла Вайкор при заполнении его жидким

гелием. Оно является следствием влияния гидроди-

намических звуковых мод в жидком гелии [7]. В ра-

ботах [8, 9] были предприняты попытки рассмотреть

гидродинамику сверхтекучего гелия в нанопористом

пространстве с учетом неэкстенсивности термоди-

намических величин, а также дробной размерности

пространства нанопор и самого гелия. В данной ра-

боте проведено исследование пространственного рас-

пределения жидкого гелия и энергии его атомов в

ограниченном пространстве с микроскопической точ-

ки зрения.

Существуют два независимых подхода для чис-

ленного моделирования квантовых систем: кванто-

вый метод Монте-Карло (КМК) и теория функцио-

нала плотности (ТФП). Метод КМК основан на идее

фейнмановских интегралов по траекториям. Он поз-

воляет получать асимптотически точные решения.

Однако с точки зрения реализации данный метод

дает возможность одновременно моделировать до-

статочно небольшое количество частиц. Другой под-

ход, ТФП, полагается на существование взаимно од-

нозначного соответствия между плотностью основ-

ного состояния квантовой системы и потенциалом.

Это позволяет свести многочастичную задачу к од-

ночастичной в эффективном потенциале. Главный

недостаток метода ТФП состоит в том, что фор-

ма такого соответствия неизвестна и необходимо ис-
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кать приближенный вид эффективного потенциала,

воспроизводящий определенные экспериментальные

данные. Однако с точки зрения вычислительных за-

трат данный метод позволяет рассматривать задачи,

содержащие достаточно большое количество кван-

товых частиц. В частности, он прекрасно зареко-

мендовал себя в случае исследования свойств бозе-

эйнштейновского конденсата, когда для описания до-

статочно задать одну макроскопическую волновую

функцию. Поэтому в данной работе нами был вы-

бран один из методов теории функционала плотно-

сти для сверхтекучего гелия, основанный на прибли-

жении Стрингари–Дальфово [10]. Для нахождения

основного состояния рассматривалась описываемая

уравнением Шредингера эволюция системы в мни-

мом времени. Чтобы исключить влияние краевых

эффектов, во всех моделируемых ячейках использо-

вались периодические граничные условия.

Для получения модели пористой структуры си-

ликатного аэрогеля на масштабе нескольких нано-

метров был использован метод молекулярной дина-

мики, реализованный в программе LAMMPS [11].

Моделирование начиналось с идеальной ячейки β-

кристобалита, которая затем приводилась в аморф-

ное состояние путем охлаждения от 3000 до 300 К

в течение 500 пс. После этого происходили постепен-

ное растяжение и термализация ячейки при темпера-

туре 300 К до появления характерных нанопор. По-

дробнее указанный метод разрыва при отрицатель-

ном давлении описан в работе [12]. В результате на-

ми была получена кубическая ячейка со стороной

47.4 Å, содержащая пористую структуру аморфно-

го диоксида кремния плотностью 0.937 г/см3. Даль-

нейшие попытки растяжения ячейки приводили к

разрыву структуры аморфного диоксида кремния и

потере связности структуры. Поэтому решено было

остановиться на данной плотности. Рассчитанная на

масштабе от 10 до 25 Å фрактальная массовая раз-

мерность [13] данного образца составила D ≈ 2.81,

что согласуется со значением D = 2.85 для образ-

ца такой же плотности, смоделированного в рабо-

те [12]. Был сгенерирован эффективный потенци-

ал взаимодействия полученной структуры с одиноч-

ным атомом гелия (рис. 1). Ниже он будет имено-

ваться внешним. Взаимодействие между атомами ге-

лия и кислорода предполагалось парным и аддитив-

ным и описывалось потенциалом Леннарда-Джонса

(12,6), в то время как частично скрытые атомы крем-

ния игнорировались [14]. Для того чтобы убедить-

ся в правильности подобного подхода, из первых

принципов был рассчитан потенциал взаимодействия

одиночного атома гелия и слоя α-кварца толщи-
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Рис. 1. Профиль потенциальной энергии атома гелия в

смоделированной ячейке аэрогеля в плоскости Z = 0.

Заметны углубления потенциала на вогнутых участках

поверхности. Изолинии отвечают потенциальной энер-

гии 0, −50, −100, −200 и −300К. Белая область соот-

ветствует нитям аэрогеля, куда атомы гелия не могут

проникнуть

ной 0.5 нм. При этом использовался метод электрон-

ной теории функционала плотности, реализованный

в программе VASP [15] (часть программного ком-

плекса MedeA [16]). Обменно-корреляционное вза-

имодействие учитывалось с помощью обобщенного

градиентного приближения (GGA-PBE [17]). Рассчи-

танный потенциал аппроксимировался суммой пар-

ных взаимодействий Леннарда-Джонса (12,6) исклю-

чительно между атомом гелия и атомами кислоро-

да в структуре. Полученные в результате аппрок-

симации параметры Леннарда-Джонса (ε = 25.2K,

σ = 2.97 Å) хорошо согласуются с аналогичными па-

раметрами, указанными в работе [14] (ε = 28.0K,

σ = 2.95 Å). Таким образом, было продемонстрирова-

но, что для наших задач достаточно учитывать толь-

ко взаимодействие между атомами гелия и кислоро-

да.

В рассчитанном профиле потенциальной энергии

атома гелия в нанопорах хорошо заметны характер-

ные углубления (рис. 1), сконцентрированные около

вогнутой поверхности аэрогеля. Данный эффект яв-

ляется чисто геометрическим и объясняется увеличе-

нием количества атомов кислорода в “углах” струк-

туры [18, 19]. Экспериментальная оценка энергии
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связи изотопов 3He с поверхностью аэрогеля лежит в

диапазоне от 60 до 250 К [20], что хорошо согласуется

с полученными в данной работе значениями (рис. 1).

В результате расчетов c использованием метода

теории функционала плотности [10] было получено

распределение плотности гелия в смоделированном

потенциале аэрогеля. На рис. 2 представлены про-

Рис. 2. Профили внешнего потенциала аэрогеля и рас-

считанной плотности гелия вдоль оси X при нулевом

давлении (при минимальном значении химического по-

тенциала)

фили внешнего потенциала и плотности гелия вдоль

оси OX (см. рис. 1). Максимальное значение внешне-

го потенциала, равное 1000 К, было выбрано специ-

ально для того, чтобы улучшить сходимость метода

ТФП. Кроме того, для сравнения было рассчитано

распределение гелия в других модельных потенциа-

лах: неадсорбирующего аэрогеля, т.е. аэрогеля, кото-

рый имеет неотрицательный потенциал и только от-

талкивает атом гелия, и адсорбирующей однородной

нити (цилиндр диаметром 25 Å с глубиной потенци-

ала −100К), проходящей параллельно ребру ячейки

в ее центре.

Интерес представляет определение дробной мас-

совой размерности D [13] гелия в пространстве огра-

ниченной геометрии. Обозначим через BX(R) массу

вещества, находящегося в сфере радиуса R с центром

в некоторой точке X. Для “идеального” фрактала с

центром в точке X эта зависимость имеет вид

BX(R) = ARD, (1)

где A – некоторая константа. Для стохастического

фрактала (например, сильно неупорядоченный ма-

териал) невозможно указать его выделенный центр.

Как следствие необходимо рассматривать арифмети-

ческое усреднение массовой функции (1) по разным

точкам пространства: C(r) = 〈BX(R)〉. Эта функ-

ция называется корреляционным интегралом [13].

Аппроксимируя данную функцию зависимостью ви-

да (1) вблизи нуля, можно получить корреляцион-

ную размерность материала. Однако эта идеализа-

ция неприменима к реальным материалам, посколь-

ку минимальное расстояние конечно и определяет-

ся размером составляющих частиц. Кроме того, на

расстояниях выше определенного значения массовая

размерность D будет целой и равной трем, т.к. мате-

риал на таких масштабах можно рассматривать как

равномерно пористый. Таким образом, представляет

интерес проследить за изменением массовой размер-

ности гелия в нанопорах аэрогеля D(r) с расстоя-

нием. Для заданного r это значение находилось из

аппроксимации корреляционного интеграла в интер-

вале (r− δ, r+ δ) зависимостью вида (1), где δ = 3 Å.

Результаты расчетов для потенциала аэрогеля, неад-

сорбирующего аэрогеля и адсорбирующей нити пред-

ставлены на рис. 3. Кроме массовой размерности все-

го гелия, была также рассчитана массовая размер-

ность только тех участков гелия, чья плотность ниже

порога затвердевания ρsolid ≈ 0.026 Å−3. На больших

масштабах массовая размерность должна выходить

на постоянный уровень D = 3. Отклонения от этого

значения, наблюдаемые на рис. 3, могут быть след-

ствием ограниченности модели, а именно использо-

вания периодических граничных условий, а также

резкого увеличения плотности гелия вблизи поверх-

ности.

Для сравнения на рис. 3a и b приведена также

массовая размерность аэрогеля, рассчитанная анало-

гичным методом. Видно, что как для всего гелия, так

и для его жидкой части в аэрогеле на масштабах до

LF ≈ 40 Å массовая размерность D < 3. Расстояние

LF соразмерно с периодом ячейки L = 47 Å, а зна-

чит, и с верхней границей фрактальности рассмат-

риваемой модели аэрогеля (рис.3 а,b). Логично пред-

положить, что помещенный в пористую структуру,

подобную аэрогелю, обладающую дробной массовой

размерностью на определенных масштабах, гелий бу-

дет обладать также дробной массовой размерностью

D < 3 вплоть до этих масштабов.

Если конфайнмент имеет простую структуру (на-

пример, параллельные нити), то гелий будет обла-

дать обычной массовой размерностью, близкой к

трем, даже на масштабах периода ячейки (рис. 3c).

Известно, что ТФП демонстрирует нестабиль-

ность численных процедур при расчете энергии си-

стемы в случае сильно неоднородного внешнего по-

тенциала [21]. Было установлено, что нестабильность

в виде осцилляций возникает в слагаемом, отвеча-

ющем потенциальной энергии системы во внешнем

потенциале. Поэтому для дальнейших расчетов без

ограничения общности рассуждений эффективный

Письма в ЖЭТФ том 98 вып. 3 – 4 2013



Моделирование жидкого гелия-4 в аэрогеле. . . 239

Рис. 3. Зависимость от расстояния массовой размерно-

сти гелия в пространстве нанопор аэрогеля (a) и неад-

сорбирующего аэрогеля (b), а также вокруг адсорби-

рующей нити (c). Расчет представлен для всего гелия

(кружки) и для жидкой части гелия (квадраты) с плот-

ностью ниже ρsolid = 0.026 Å−3. Для сравнения приве-

дена массовая размерность аэрогеля (ромбы)

потенциал аэрогеля был равномерно отмасштабиро-

ван до условного минимального возможного значе-

ния энергии, равного −100К.

Перейдем к рассмотрению энергии атомов жидко-

го гелия-4 в различных внешних потенциалах. Для

демонстрации неаддитивности энергии атомов жид-

кого гелия в пространстве с ограниченной геомет-

рией были рассчитаны полная (Etot) и внутренняя

(Eself) энергии системы, отнесенные к числу частиц

N в рассматриваемой ячейке, в зависимости от N

(рис. 4). Эти значения отличаются на величину внеш-

ней потенциальной энергии Eext. Наблюдаемые на

Рис. 4. Рассчитанная полная (a) и внутренняя (b) энер-

гия сверхтекучего гелия, отнесенная к количеству ато-

мов N , в зависимости от N в потенциале аэрогеля

(кружки), неадсорбирующего аэрогеля (квадраты) и

адсорбирующей нити (треугольники). Штриховая ли-

ния – аналитическая зависимость для однородной сво-

бодной жидкости

графиках для притягивающих потенциалов изломы

соответствуют переходу от простирающегося через

всю ячейку распределения гелия к его локализован-

ному распределению, вблизи притягивающей поверх-

ности. Для сравнения на тех же графиках приведена

аналитически рассчитанная зависимость от N энер-

гии равномерно распределенного в ячейке гелия в

отсутствие внешнего потенциала. Сравнивая рис. 4a

и b с аналогичной зависимостью на рис. 7 из [10], рас-

считанной для свободных капель гелия, можно отме-

тить, что для непритягивающего внешнего потенци-

ала (Uext ≥ 0) полная энергия системы в расчете на

одну частицу уменьшается и стремится к нулю при

уменьшении количества частиц.

Локальный минимум функции Etot(N)/N со-

ответствует равновесному количеству частиц ге-

лия N eq при нулевом давлении. Так, для аэроге-

ля N eq
aero = 1850, а для неадсорбирующего аэрогеля

N eq
nonattr = 1600. Равновесное количество частиц для

свободной однородной жидкости и адсорбирующей

нити получилось одинаковым: N eq
aero = 2350. Это слу-

чайное совпадение объясняется тем, что количество
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вытесненного нитью гелия оказалось равным коли-

честву гелия, адсорбированного на ее поверхности.

При уменьшении числа частиц наблюдается из-

менение удельной энергии. Так, для случая, когда

внешний потенциал неотрицателен, удельная полная

энергия стремится к нулю (как видно для неадсор-

бирующего аэрогеля и свободных атомов). Для при-

тягивающего потенциала атомы в первую очередь

адсорбируются на поверхности, тем самым понижая

свою энергию. Учитывая, что в данных расчетах

притягивающий потенциал аэрогеля был уменьшен,

можно предположить, что для реального потенциала

полученный эффект будет выражен ярче.

Неэкстенсивность внутренней энергии системы

Eself можно охарактеризовать с помощью параметра

λ, определяемого, например, из соотношения [22]

E(N1 +N2) = E(N1) + E(N2) + λE(N1)E(N2). (2)

Рассмотрим простое разделение системы, содер-

жащей N частиц, на две равные части: N1 = N2 =

= N/2. На рис. 5 представлена зависимость парамет-

Рис. 5. Рассчитанный параметр неаддитивности внут-

ренней энергии сверхтекучего гелия в зависимости от

N/Neq в потенциале аэрогеля (сплошная линия), неад-

сорбирующего аэрогеля (пунктир) и адсорбирующей

нити (штриховая линия). Тонкая сплошная линия –

аналитическая зависимость для однородной свободной

жидкости

ра неаддитивности энергии от N/N eq. Видно, что с

ростом количества атомов этот параметр стремится

к нулю, что сигнализирует о переходе к термодина-

мическому пределу. Для аэрогеля параметр λ име-

ет наибольшее по модулю значение. Неадсорбирую-

щий аэрогель обладает наименьшим значением пара-

метра λ из всех представленных. Для сравнения на

рис. 5 приведена также аналитически рассчитанная

зависимость для однородного распределения гелия в

ячейке. Однако будет некорректным проводить срав-

нение с подобной зависимостью, т.к. при уменьшении

количества частиц гелий не остается однородным,

а образует капли. Можно заключить, что влияние

геометрии потенциала на неаддитивность не являет-

ся определяющим, т.к. у адсорбирующей нити пара-

метр λ оказывается больше, чем у неадсорбирующего

аэрогеля. Существенным для параметра λ является

именно величина адсорбирующего потенциала.

Подводя итог, необходимо подчеркнуть, что суще-

ствуют два основных эффекта ограниченной геомет-

рии, влияющие на свойства жидкого гелия: 1) неэкс-

тенсивность энергии и, следовательно, других тер-

модинамических величин, существенным образом за-

висящая от величины адсорбирующего потенциала;

2) фрактальная размерность жидкого гелия на мас-

штабах фрактальности конфайнмента, определяе-

мая в основном именно геометрией. Корреляционная

длина сверхтекучего гелия составляет около ξ ≈ 3 Å

при T = 0, возрастает с увеличением температуры и

расходится при приближении к λ-точке [23]. Таким

образом, корреляционная длина принадлежит диа-

пазону фрактальности аэрогеля, что существенным

образом отражается как на фазовой диаграмме, так

и на динамических свойствах сверхтекучего гелия.

Поэтому учет указанных двух факторов необходим

в феноменологических моделях сверхтекучей жид-

кости в ограниченном пространстве. Важным может

оказаться тот факт, что массовая размерность гелия

зависит от рассматриваемого масштаба, а не явля-

ется постоянной величиной. Кроме того, поскольку

параметр неэкстенсивности зависит от притягиваю-

щего потенциала, он может существенно различаться

для разных областей конфайнмента.
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