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Рассматриваются различные индикаторы плавления системы частиц, парное взаимодействие между

которыми описывается потенциалом Леннарда–Джонса. В области перехода кристалл–жидкость подроб-

но исследуется поведение парной корреляционной функции g(r) и ассоциированных с ней критериев

плавления, модифицированного критерия Линдеманна и критериев, основанных на свойствах ближ-

него ориентационного порядка (вращательные инварианты ql и wl разного ранга l). Предлагается па-

раметр, характеризующий переход кристалл–жидкость, основанный на потере атомом/частицей своих

ближайших соседей. В заключение приводится сравнение всех рассмотренных индикаторов плавления

системы Леннарда–Джонса. Показано, что индикаторы плавления, выведенные из свойств ближнего

ориентационного порядка, намного чувствительнее к указанному переходу и их можно использовать

для построения новых феноменологических критериев плавления наподобие критерия Линдеманна. До-

полнительным важным преимуществом таких кумулянтов является то, что для их вычисления нужно

очень небольшое по современным меркам число конфигураций системы.
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Плавление вещества (фазовый переход

кристалл—жидкость) принадлежат к наиболее

важным и фундаментальным разделам физики

конденсированного состояния (см., например, [1]).

Структурные особенности, особенно свойства ближ-

него порядка, при таком переходе еще окончательно

не выявлены даже для относительно простых си-

стем, таких, как твердые сферы [2, 3], заряженные

микрочастицы (к которым относится коллоид-

ная [4, 5] и комплексная [6–8]) плазма, системы

Леннарда–Джонса (см., например, [9–14]), системы

с обратным степенным парным взаимодействием

(U ∝ r−n) (см., например, [15]) и т.д. В настоя-

щей работе основное внимание фокусируется на

поведении различных параметров (индикаторов

плавления), характеризующих плавление системы

Леннарда–Джонса. Указанные параметры в ос-

новном определяются исходя из свойств ближнего

порядка (трансляционного и ориентационного).

Здесь рассматривается система частиц с пар-

ным потенциалом взаимодействия ULJ(r) Леннарда–

Джонса (LJ) (в безразмерном виде он записыва-

ется как ULJ(r) = 4(r−12 − r−6) (см., например,

[16]). Применяется стандартный метод молекуляр-

ной динамики, который описывает поведение систе-

мы Леннарда–Джонса в кубическом термостате раз-

мером L при постоянных температуре T ∗ и плотно-

сти ρ∗ (так называемый NVT-ансамбль) с исполь-

зованием периодических граничных условий. Моде-

лирование проводилось для разного числа частиц:

N = 4000, 2048 и 1372 (для того чтобы исключить

размерные эффекты). В начальный момент време-

ни они были расположены в узлах кубической гра-

нецентрированной (ГЦК) решетки. Tемпература си-

стемы увеличивалась на небольшой шаг δT ≃ 10−2.

Для каждой температуры T ∗ находились квазирав-

новесные конфигурации частиц, которые использо-

вались как начальные для расчета конфигураций

при T ∗ = T ∗+δT . Указанные конфигурации исполь-

зовались для вычисления параметров, характеризу-

ющих структурные свойства системы.

Свойства трансляционного ближнего порядка.

Рассмотрим сначала поведение системы LJ в обла-

сти перехода кристалл–жидкость на примере парной

корреляционной функции g(r), усредненной по углам

(RDF, radial distribution function). На рис. 1 показана

характерная 2D-зависимость RDF от r и T ∗ в об-

ласти перехода. Хорошо видна резкая перестройка

парной корреляционной функции с потерей дальне-

го порядка – переход от кристаллического состоя-

ния (solid-like) к жидкостному (liquid-like). Он на-

блюдается при одной и той же температуре T ∗

m ≃ 1.6

(для плотности ρ∗ ≃ 1) и, как можно показать, для

всех пространственных масштабов. Отсюда, в част-

ности, следует важный вывод: плавление системы

LJ можно описывать в терминах свойств ближне-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Парная корреляционная

функция g(r) в зависимости от температуры T ∗ в

окрестности перехода кристалл–жидкость. Цвет соот-

ветствует величине g(r). Резкое изменение g(r), наблю-

даемое при T ∗ ≃ 1.6 на всех пространственных масшта-

бах, отвечает плавлению системы LJ. Плотность ρ∗ = 1

го порядка, т.е. исследуя свойства частиц, находя-

щихся в первой координационной сфере. Это сильно

упрощает задачу нахождения точки (области) пере-

хода кристалл–жидкость. С парной корреляционной

функцией g(r) обычно ассоциируется феноменологи-

ческий критерий плавления и кристаллизации R [17],

определяемый согласно выражению R ≡ (gmin/gmax),

где gmax и gmin – первые максимум и ненулевой ми-

нимум g(r) соответственно. Иногда для определения

точки переxода удобно использовать величину R−1.

Плавлению (кристаллизации) системы LJ соответ-

ствует резкое уменьшение (рост) этого индикатора

до значений R−1 ≃ 5. Дополнительно к параметру

R для описания фазового перехода можно исполь-

зовать параметр gmin. Согласно предположению [18]

плавление системы LJ происходит при gmin = 0.5,

когда пропадают физически осмысленные решения

уравнения Орнштейна–Цернике. Более детально по-

ведение функции g(r) в области фазового перехода

показано на рис. 2. Разница в температуре δT ∗ меж-

ду соседними кривыми постоянна (δT ∗ ≃ 2 · 10−2,

температура растет от синего цвета к красному).

Хорошо прослеживается поведение параметров gmax

и gmin при повышении температуры. На вставке к

рис. 2 в деталях показано поведение g(r) в окрестно-

сти ее первого ненулевого минимума gmin. Отчетли-

во виден скачок gmin при плавлении системы, кото-

рый наблюдается при gmin ≃ 0.5. Это делает вели-

чину gmin еще одним удобным индикатором плавле-

ния. На рис. 2 показано также поведение кумулян-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Парная корреляционная

функция g(r) системы LJ в зависимости от темпера-

туры T ∗ в окрестности фазового перехода кристалл–

жидкость. Температура T ∗ растет от синего цвета к

красному. Шаг по температуре δT ∗ ≃ 2·10−2. На встав-

ке – поведение g(r) в окрестности первого ненулевого

минимума gmin. Показано также поведение кумулян-

та N(< r) ≡
∫

r

0
4πr2g(r)dr при тех же температурах.

Горизонтальная серая линия на вставке соответствует

значению N(< r) = 12. Плотность системы LJ ρ∗ = 1

та N(< r) ≡
∫ r

0
4πr2g(r)dr (который равен средне-

му числу частиц в сфере радиуса r). Хорошо вид-

но, что в области фазового перехода в первой коор-

динационной сфере находится в среднем 12 частиц

(Nnn = 12). Другой интересной метрикой, которая,

как будет показано ниже, тоже может быть исполь-

зована для описания плавления, является параметр

C, связанный с потерей частицей своих ближайших

соседей при нагреве системы (bond breakage order

parameter [19]). В кристаллическом состоянии части-

ца редко меняет своих соседей (частицы находятся в

“клетке” (cage) из ближайших соседей; для твердо-

тельной системы LJ характерна решетка ГЦК (fcc)

или ГПУ (hcp), а Nnn = 12). Однако при нагреве и

приближении к точке фазового перехода темп обме-

на соседними частицами резко увеличивается. Опре-

делим параметр C как относительное число частиц

(Nc/Ntot, где Ntot – полное число частиц в системе),

которые за достаточно большое время эволюции си-

стемы LJ (δc ≫ D/v, где D– среднее межчастичное

расстояние, a v – характерная скорость частицы) по-

меняли хотя бы одного из ближайших соседей (для

Nnn = 12): C = Nc/(Ntotδc). Интуитивно понятно, что

в жидкостной фазе темп образования таких частиц

будет значительно больше, чем в кристаллической.

На рис. 3 представлены температурные зависимости

индикаторов плавления системы LJ, рассмотренных

выше (R−1, gmin и C).
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Различные индикаторы плавления системы LJ в зависимости от температуры T ∗. На встав-

ке показано, как меняется парная корреляционная функция g(r) в рассмотренном диапазоне температур. Заметные

вариации параметра C при T ∗ ≤ Tm отражают уровень флуктуаций указанной метрики плавления. Также приведе-

ны температурные зависимости трансляционного параметра τT (голубая линия) и избыточной парной энтропии s2

(оранжевая линия). Плотность системы LJ ρ∗ = 1

Там же приведены температурные зависимости

модифицированных трансляционного параметра τT
[20] и избыточной парной энтропии s2. Оба эти пара-

метра определяются из g(r) как τT ∝
∫ rc

0
|g(r)− 1|dr,

где rc/D ≃ 4, и s2 ∝
∫
{g(r) ln[g(r)] − g(r) + 1}dr

[21]. Видно, что для рассмотренных температур T ∗

все индикаторы испытывают резкое изменение в об-

ласти фазового перехода (T ∗ ≃ Tm ≃ 1.625) и от-

носительно слабо меняются до и после него. Рост

параметра C, очевидно, связан с появлением в си-

стеме мобильных частиц. Для выявления их роли

в плавлении системы рассмотрим, как меняется при

нагреве распределение (PDF, probability distribution

function) ближайших соседей в P -зависимости от

их расстояния rnn до центральной (caged) части-

цы. На рис. 4 показаны такие нормированные PDF

(
∫
∞

0
Pdr = 1) при разных температурах для бли-

жайших 12 (сплошные линии) и 11 (пунктирные ли-

нии) соседей. Удобно ввести кумулятивные метри-

ки, характеризующие эти PDF. Определим “полу-

ширину” распределений lP (которые являются суще-

ственно негауссовыми) из выражения lP = lP,2− lP,1,

где lP,1 и lP,2 – кумулянты указанных PDF, так что∫ lP,1

0
Pdr = 1/4 и

∫ lP,2

0
Pdr = 3/4. Такие зависимо-

сти lP , вычисленные для PDF с 12 и 11 ближайши-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Функции распределения

(PDF) 12 (сплошные линии) и 11 (пунктир) ближай-

ших соседей в зависимости от расстояния rnn для ря-

да температур T ∗ вблизи перехода кристалл–жидкость

для системы LJ. Вставка – параметр lP в зависимости

от температуры (черная и красная кривые отвечают

PDF с 12 и 11 ближайшими соседями соответственно).

Плотность системы LJ ρ∗ = 1

ми соседями, показаны на вставке к рис. 4. Видно,

что в области фазового перехода данные зависимо-

сти практически идентичны. Это позволяет сделать
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важный вывод (по крайней мере при рассмотрении

NVT LJ-ансамблей) о том, что рассмотренные инди-

каторы плавления, основанные на поведении вакан-

сий, не дают качественно новой информации о фазо-

вом переходе.

Понятно, что можно характеризовать плавление,

используя и распределения knn ближайших соседей

(где knn = 1, 2, ...) по rnn. Однако подобное рассмот-

рение не дает никаких дополнительных преимуществ

по сравнению со случаем knn = 12. Отметим, что

такая метрика (при knn = 12) является модифици-

рованным параметром Линдеманна. Однако в отли-

чие от канонического критерия Линдеманна L [22],

который связывает плавление твердого тела с пре-

вышением среднеквадратичным смещением δL ато-

мов (относительно их равновесного положения) неко-

торой пороговой величины (L = δL/D ≃ 0.15, где

D – среднее межчастичное расстояние), являющей-

ся почти универсальной для широкого класса потен-

циалов взаимодействия, предлагаемые метрики, как

можно показать, не требуют детальной динамиче-

ской информации для своего вычисления.

При плавлении резко уменьшается число твер-

дотельных (solid-like) частиц. Важным индикатором

фазового перехода могут быть распределения бли-

жайших 12 соседей по их фазовому состоянию (на-

пример, твердотельные частицы можно определить

как частицы с величиной вращательного инварианта

[8] q6 ≥ qs
6
≃ 0.45; если же q6 < qs

6
≃ 0.45, то частица

считается жидкостной). На рис. 5 представлены та-

Рис. 5. (Цветной онлайн) Распределение частиц ns

nn по

числу твердотельных (с q6 ≥ 0.45) ближайших соседей

Nnn для жидкостной (красная линия) и твердотельной

(зеленая линия) фаз. Плотность системы LJ ρ∗ = 1

кие распределения твердотельных частиц ns
nn по чис-

лу твердотельных ближайших соседей для двух фаз

системы LJ в окрестности фазового перехода: кри-

сталлической и расплава. Хорошо видно, что плав-

ление кардинально меняет указанное распределение,

приводя, в частности, к экспоненциальному спаду

ns
nn для Nnn ≥ 8. Это означает, что характеристики

таких распределений могут быть использованы для

описания перехода кристалл–жидкость.

Ориентационный ближний порядок. Плавление

системы LJ сопровождается не только потерей даль-

него трансляционного порядка, но и резким разру-

шением ближнего ориентационного порядка в уз-

кой области температур. На рис. 6 показано, как

Рис. 6. (Цветной онлайн) Плотность углового распре-

деления ближайших 12 соседей на плоскости (φθ) для

твердотельной (a) (T ∗ ≃ 1.65) фазы и расплава (b)

(T ∗ ≃ 1.66). Видно полное разрушение ориентационно-

го порядка при фазовом переходе кристалл–жидкость.

Плотность ρ∗ = 1

разрушается ближний ориентационный порядок при

плавлении системы LJ. На нем представлена плот-

ность углового распределения ближайших соседей

(Nnn = 12) для двух температур (T ∗

1
< T ∗

m < T ∗

2
)

на плоскости (φθ), где φ, θ – полярный и азиму-

тальный углы, характеризующие положение сосед-
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них частиц в 3D-пространстве. Для твердотельной

фазы (рис. 6a) расположение ближайших соседей со-

ответствует решетке ГЦК (fcc), которая легко иден-

тифицируется. В расплаве (рис. 6b) практически от-

сутствуют предпочтительные направления для со-

седних частиц (фазовое пространство (φθ) близко к

однородному). Угловые характеристики ближайших

соседей удобно описывать с помощью вращательных

инвариантов [23, 24]. Вектора rij , соединяющие i-ю

частицу с ближайшими соседями (j = 1, . . . , Nnn),

позволяют определить набор параметров, характе-

ризующих ближний ориентационный порядок (bond

order parameters) qlm(i) для каждого атома/частицы:

qlm(i) = N−1
nn

∑Nnn

j=1
Ylm(θj , φj), где Ylm(θ, φ) – сфе-

рические гармоники, а θ и φ – угловые координаты

j-й частицы. Используя параметры qlm, легко вы-

числить вращательные инварианты второго (ql) и

третьего (wl) ранга [23]. Важными характеристика-

ми, по которым можно определить фазовое состоя-

ние разных систем (твердых сфер [25], трехмерной

комплексной плазмы [8, 26, 27], систем Леннарда–

Джонса [28–31]), являются функции распределения

частиц P (ql) и P (wl) по разным вращательным ин-

вариантам и их кумулятивные распределения Cl
q(ql)

и Cl
w(wl), впервые предложенные автором в [8] для

количественного описания плавления и кристалли-

зации плазменных кристаллов. На рис. 7 показаны

типичные временные вариации вращательных ин-

вариантов q4, q6, w6 для твердотельной (ГЦК, fcc-

like) и жидкостной (liquid-like) частиц вблизи фазо-

вого перехода. Видно (по поведению q6 и q4), что

твердотельная частица (несмотря на то что визуаль-

но она выглядит как кристаллическая) значитель-

ную часть времени проводит и как ГПУ-подобная

(hcp-like) частица, и как частица расплава. Длитель-

ное наблюдение за частицей, очевидно, позволит по-

строить функции распределения P (ql) и P (wl), ко-

торые соответствуют температуре системы. Поэтому

для описания перехода кристалл–жидкость в терми-

нах ближнего ориентационного порядка совершенно

естественно использовать такие PDF, а из всего на-

бора P (ql) и P (wl) выбрать те, которые наиболее чув-

ствительны к фазовому переходу. Следуя [8], для ко-

личественного описания плавления системы мы вво-

дим кумулянты Cl
q(ql) (аналогично и для Cl

w(wl)),

определяемые согласно выражению

Cl
q(x) ≡

∫ x

−∞

P (ql)dql.

Тогда индикатор фазового перехода конструируется,

например, как значение рассматриваемого инвари-

анта на полувысоте qhhl (или whh

l для инвариантов

Рис. 7. (Цветной онлайн) Временная эволюция враща-

тельных инвариантов q4, q6, w6, вычисленных с фикси-

рованным числом ближайших соседей (Nnn = 12) для

отдельной частицы из твердотельной (a) и жидкостной

(b) фазы системы LJ. Вставки показывают траектории

частицы и ее 12 соседей (траектории окрашены соглас-

но времени t). Плотность системы ρ∗ = 1

третьего рода) кумулятивного распределения (т.е. из

условия Cl
q(q

hh

l ) = 1/2). Для твердотельной системы

LJ характерна решетка ГЦК. Поэтому для описания

фазового перехода удобно использовать нормирован-

ные метрики q̂l = qhh

l /qfcc

l и ŵl = whh

l /wfcc

l . Приведем

редко используемые значения qfcc

l и wfcc

l для l = 8 и

12: qfcc
8

≈ 0.4, qfcc
12

≈ 0.6 и wfcc
8

≈ 0.058, wfcc
12

≈ 0.087

(для l = 4 и 6 величины ql и wl для разных ти-

пов кристаллических решеток приведены, например,

в [32, 33]). Зависимости ряда индикаторов q̂l и ŵl от

температуры в области перехода кристалл–жидкость

представлены на рис. 8. Хорошо видно, что наиболее

чувствительным к фазовому переходу является па-

раметр ŵ6. Этот параметр взрывным образом рас-

тет в области перехода: твердотельному состоянию

системы соответствует значение ŵ6 ≈ 1, а жидкост-

ному – значение ŵ6 ≃ 3. Остальные рассмотренные

кумулянты также испытывают резкое изменение при

плавлении (отметим ŵ4 и ŵ8). Однако их вариации

в области перехода гораздо слабее, чем в случае ŵ6.

Именно его и естественно использовать для характе-

ризации разрушения ближнего ориентационного по-

рядка при плавлении.

Отметим, что для вычисления указанных куму-

лянтов с хорошей точностью требуется (в отличие

от индикаторов плавления, ассоциированных с пар-
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Рис. 8. (Цветной онлайн) Поведение параметров q̂l и ŵl

в зависимости от температуры при плавлении системы

LJ

ной корреляционной функцией) совсем немного ста-

тистических данных. Это иллюстрирует рис. 9. На

Рис. 9. (Цветной онлайн) Распределение P (w6) частиц

жидкостной системы LJ при T ∗ ≃ 1.7 и ρ∗ = 1 в зависи-

мости от числа частиц N , используемых для вычисле-

ния P (w6) (N ∼ ncfg ·Ntot, где Ntot, ncfg – полное число

частиц и число исследуемых конфигураций системы).

Кривые соответствуют N ≃ 107 (красная линия), 105

(зеленая линия) и 103 (синяя линия). Пунктиром пока-

заны кумулятивные распределения от P (w6) для ука-

занных N

нем показано несколько распределений P (w6) и их

кумулянтов для жидкостной системы LJ в зависимо-

сти от числа частиц N , используемых для вычисле-

ния P (w6). Хорошо видно, что кумулянты от P (w6)

практически совпадают для всех рассмотренных N ,

даже если исходное распределение P (w6) очень силь-

но зашумлено (как, например, в случае N ≃ 103).

Это делает кумулянты прекрасной метрикой, харак-

теризующей фазовое состояние системы. Подчерк-

нем, что для вычисления кумулянта с разумной точ-

ностью требуется относительно скромное (N ∼ 103)

число частиц. Это очень важное преимущество куму-

лянтов перед, например, индикаторами плавления,

ассоциированными с парной корреляционной функ-

цией R−1 и gmin (см. выше), для вычисления ко-

торых требуется значительно большее число частиц

(N ≫ 103). Фактически достаточно одной конфигу-

рации системы (мгновенного снимка) с координата-

ми примерно N ∼ 103 частиц (что на сегодняшний

день является скромным параметром даже для ab

initio MD-расчетов) для того, чтобы с помощью ку-

мулянтов от распределений P (wl) и P (ql) определить

фазовое состояние системы.

Итак, в настоящей работе на основе детально-

го моделирования методом молекулярной динамики

рассмотрены различные индикаторы плавления си-

стемы Леннарда–Джонса. Впервые предложено ис-

пользовать в качестве такого индикатора распреде-

ление частиц ns
nn по числу твердотельных (жидкост-

ных) ближайших соседей. Рассмотрено поведение в

области перехода ряда параметров, ассоциирован-

ных с парной корреляционной функцией g(r), та-

ких, как R−1, gmin, τT и s2, и ориентационным ближ-

ним порядком (ql, wl). Все указанные параметры ис-

пытывают резкое изменение при плавлении системы

LJ. Однако наиболее чувствительным (из рассмот-

ренных) индикатором фазового перехода (и фазово-

го состояния системы, в частности) является пара-

метр ŵ6, характеризующий ближний ориентацион-

ный порядок и являющийся кумулянтом функции

распределения P (w6). Взрывной рост параметра ŵ6

при плавлении системы LJ позволяет построить кри-

терий плавления на его основе. Важным преимуще-

ством указанного индикатора является то, что он мо-

жет быть легко вычислен с высокой точностью даже

при очень небольшом числе конфигураций системы.

Фактически для системы с числом частиц N ∼ 103

достаточно одного мгновенного снимка для опреде-

ления ее фазового состояния.
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