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В работе изучаются статистические свойства намагниченности конечных кластеров двумерного спи-

нового льда. Методом имитации Монте-Карло показано, что короткодействующие правила льда в двух

измерениях приводят к дальнодействующим корреляциям, убывающим с расстоянием степенным об-

разом. Дальнодействующие корреляции, в свою очередь, являются причиной неэкстенсивности энтро-

пии и неприменимости центральной предельной теоремы для намагниченности. Поведение моментов

и функции распределения намагниченности в зависимости от размеров кластера не согласуется с тео-

ретическими предсказаниями дипольного поведения корреляционных функций в двумерном спиновом

льде.
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Первоначально название “спиновый лед” было да-

но соединениям типа Ho2Ti2O7, Dy2Ti2O7 [1]. Маг-

нитные ионы в них находятся в вершинах трехмер-

ной сетки правильных тетраэдров, связанных в трех-

мерную сеть, и образуют решетку типа пирохлора.

Благодаря сильной анизотропии магнитные момен-

ты могут быть направлены либо к центру каждого

тетраэдра, либо от его центра. В основном состоянии

ориентации моментов удовлетворяют правилу льда:

два момента направлены к центру и два – от центра.

Это соответствует распределению электрических ди-

польных моментов водородных связей в обыкновен-

ном льде (твердая фаза воды в природных условиях).

Отсюда и возник термин “спиновый лед”.

Впоследствии спиновым льдом стали называть

любые двумерные и трехмерные системы, в кото-

рых магнитные моменты (далее просто спины) рас-

пределены в соответствии с правилом льда. Спино-

вый лед является магнитным аналогом обыкновен-

ного льда и классическим аналогом спиновой жид-

кости [2]. Он проявляет целый ряд необычных физи-

ческих свойств: отсутствие упорядочения до самых

низких температур [1], экспоненциальное вырожде-

ние основного состояния [3], степенное (дипольное)

убывание корреляционных функций с расстоянием

[4–6], существование квазичастиц с эффективным

магнитным зарядом (магнитных монополей) [7, 8].

Одной из реализаций спинового льда является

система ферромагнитных островков на поверхности

кремния, называемая двумерным спиновым льдом

1)e-mail: ryzhkin@bk.ru

или искусственным спиновым льдом [9]. Структу-

ра и параметры системы выбираются такими, что-

бы магнитное взаимодействие между островками бы-

ло фрустрированным. Следствием этого и являются

правила льда, которые определяют магнитное упо-

рядочение. Данная система предоставляет уникаль-

ные возможности локального воздействия на отдель-

ные магнитные моменты и локального анализа упо-

рядочения. Фактически она является лабораторией

по изучению фрустрированных магнитных систем и

всех их особых свойств. С другой стороны, двумер-

ный спиновый лед очень близок к простым теорети-

ческим моделям, допускающим точное решение [10–

13]. Наличие экспериментальных реализаций и точ-

ных решений делает спиновый лед своеобразным ис-

пытательным полигоном и для отладки различных

алгоритмов метода Монте-Карло.

Последнее объясняет цель данной работы. Это

отладка нового алгоритма перебора спиновых кон-

фигураций для метода Монте-Карло и исследование

статистических свойств намагниченности кластеров

двумерного спинового льда в зависимости от числа

спинов в кластере.

Модель двумерного спинового льда изображена

на рис. 1. Изинговские спины могут быть направле-

ны влево/вправо на горизонтальных и вверх/вниз на

вертикальных связях. Для каждой вершины спины,

примыкающие к ней, направлены согласно правилу

льда: два в вершину и два из вершины. Все вершины,

удовлетворяющие правилу льда, обладают одинако-

вым статистическим весом или одинаковой энергией.

Нарушения правила льда, т.е. вершины с тремя спи-
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Рис. 1. Модель двумерного спинового льда. Изингов-

ские спины располагаются на связях и могут быть ори-

ентированы вдоль них. В основном состоянии в каждой

вершине два спина направлены к вершине и два – от

вершины (правило льда)

нами (одним спином) внутрь и одним спином (тремя

спинами) наружу, имеют наименьшую энергию воз-

буждения и несут эффективный магнитный заряд.

Обычный алгоритм порождения спиновых конфигу-

раций путем переворота одного спина [14] при приме-

нении к моделям типа льда является экспоненциаль-

но неэффективным при низких температурах. Дей-

ствительно, из рис. 1 видно, что любой переворот от-

дельного спина в конфигурации основного состояния

приводит к нарушению правила льда, т.е. к возраста-

нию энергии на конечную величину, и, следователь-

но, к экспоненциальному росту времени имитации с

понижением температуры. Для изучения же свойств

основного состояния данный метод непригоден пол-

ностью.

Для того чтобы обойти эту трудность, были раз-

работаны специальные алгоритмы, реализующие од-

новременный переворот множества спинов, который

обеспечивает преодоление барьеров энергии [15–18].

В применении к рассматриваемой модели подобные

алгоритмы сводятся к выделению циклов, содержа-

щих спины, ориентированные по циклу, и к их од-

новременному перевороту (см. циклы, помеченные

жирными линиями на рис. 1). Такие перевороты не

нарушают правил льда и сильно сокращают время

Монте-Карло имитации. Однако и они не решают

проблему. Дело в том, что пространство спиновых

конфигураций имеет очень сложную структуру. Оно

фактически разбито на топологические секторы, пе-

реходы между которыми затруднены [19]. В частно-

сти, они не реализуемы вышеупомянутыми алгорит-

мами. Это утверждение становится очевидным, если

заметить, что переворот всех спинов цикла (замкну-

того контура с ориентацией спинов вдоль контура)

не меняет намагниченности. Следовательно, исполь-

зуя такие алгоритмы, невозможно покинуть пределы

сектора с заданным значением намагниченности.

С учетом сказанного мы планировали проверку

нового алгоритма порождения конфигураций. Он со-

стоит из двух шагов и порождает конфигурации, бо-

лее равномерно распределенные по конфигурацион-

ному пространству. На первом шаге этого алгорит-

ма задается совершенно случайная спиновая конфи-

гурация без каких- либо ограничений (для выбора

ориентации каждого спина подбрасывается правиль-

ная монета). В результате первого шага порождают-

ся спиновые конфигурации с большим числом нару-

шений правил льда. На втором шаге проводится от-

жиг полученной случайной конфигурации до обра-

зования конфигурации основного состояния (т.е. со-

стояния без нарушений правил льда) с использова-

нием стандартного алгоритма Метрополиса при слу-

чайном выборе спина [14]. Данный алгоритм оказы-

вается довольно быстрым, позволяет рассматривать

большие кластеры и тривиальным образом допуска-

ет модификацию для использования на многопроцес-

сорных установках.

Используя этот алгоритм, мы порождали спи-

новые конфигурации, полностью удовлетворяющие

правилу льда, для конечных кластеров с числом спи-

нов N ′. Для каждого кластера порождалось L кон-

фигураций. Для каждой конфигурации с индексом

l полная намагниченность подсчитывалась по следу-

ющей формуле:

M(l) =

N
∑

k=1

σk(l)ek. (1)

Здесь σk(l) = ±1 – изинговские спины в конфигура-

ции с индексом l, k – номер спина в кластере. Сум-

мирование проводилось только по внутренней обла-

сти кластера, не включающей по два слоя вершин

со стороны каждой границы. По этой причине число

N спинов во внутренней части кластера было мень-

ше общего числа спинов N ′. Суммирование только

по внутренней области кластера проводилось с це-

лью избежать влияния границы кластера. Единич-

ные векторы ek равны ex, ey для горизонтальных и

вертикальных связей соответственно. Число спинов

во внутренней части кластера N менялось в преде-
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лах от 40 до 77224. Число порождаемых конфигу-

раций всегда было равным L = 105. В отдельных

случаях для уточнения и проверок использовались

значения N = 1986024 и L = 106.

Полученные значения намагниченности исполь-

зовались для вычисления первых выборочных мо-

ментов по формулам

E(Mm
x,y) = L−1

L
∑

l=1

Mm
x,y(l), (2)

E(Mm
x,yM

n
x,y) = L−1

L
∑

l=1

Mm
x,y(l)M

n
x,y(l), (3)

где степени m,n = 1−4. Также рассчитывались

одномерная и двумерная гистограммы g(Mx) и

G(Mx,My), которые использовались для оценки

гипотезы о функции распределения намагниченно-

сти. Все величины вычислялись как функции числа

спинов N во внутренней области кластера. Для

контроля проводились аналогичные вычисления для

системы спинов без правил льда, т.е. без взаимодей-

ствия, результаты для которой хорошо известны.

Перейдем к описанию полученных результатов.

Прежде всего, при практической реализации ал-

горитма были обнаружены значительные артефак-

ты и корреляции, вносимые простыми генератора-

ми псевдослучайных чисел. С целью их исключения

мы проводили начальные расчеты с использованием

файлов действительно случайных (а не псевдослу-

чайных) чисел [20]. К сожалению, размер этих фай-

лов не позволяет проводить достаточно длинные рас-

четы, которые необходимы для больших кластеров.

Поэтому файлы действительно случайных чисел бы-

ли использованы только для тестирования различ-

ных генераторов псевдослучайных чисел. Таким спо-

собом было установлено, что генератор псевдослу-

чайных чисел “петля Мерсенна” дает удовлетвори-

тельные результаты. К тому же он обладает гигант-

ским периодом, что позволяет проводить самые дли-

тельные расчеты [21].

Результаты проведеных расчетов приведены на

рис. 2–4. На рис. 2 изображена двумерная гисто-

грамма, или плотность конфигураций как функ-

ция намагниченности, G(Mx,My). Расчеты момен-

тов нечетных порядков E(M1,3
x,y) показали, что они

равны нулю. Моменты четных порядков изотропны,

E(M2,4
x ) = E(M2,4

x ), что соответствует изотропии

на рис. 2. Также равен нулю и смешанный момент

E(MxMy). Точность этих утверждений растет с рос-

том числа порождаемых конфигураций L (проверено

до значений L = 106). На рис. 3 приведена зависи-

мость дисперсии намагниченности от числа спинов

Рис. 2. Двумерная гистограмма (число конфигураций

основного состояния в зависимости от намагниченно-

сти G(M)). Полное число порожденных конфигураций

L = 8 · 106

Рис. 3. Зависимость отношения дисперсии намагни-

ченности вдоль оси x к числу N спинов в класте-

ре (DMx/N) для системы спинов без взаимодействия

(кривая 1) и для спинового льда (кривая 2)

во внутренней части кластера. По вертикальной оси

здесь отложена величина DMx/N . Результаты при-

ведены как для модели спинового льда (сильное ко-

роткодействующее взаимодействие), так и для систе-

мы без взаимодействия. На рис. 4 показаны зависи-

мости ∂ln[G(M)/G(0)]/∂M2 при M → 0 от значения

N для спинового льда и для системы спинов без вза-

имодействия.

Из рис. 2 видно, что плотность имеет максимум

при нулевой намагниченности и изотропна. Эти ре-

зультаты ожидались из общих соображений. Они мо-

гут рассматриваться как доказательство отсутствия

грубых ошибок в численных расчетах. Дело в том,
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Рис. 4. Зависимость K = ∂lnG(M)/∂M2 при M → 0

от числа N спинов в системе для системы спинов без

взаимодействия (кривая 1) и для спинового льда (кри-

вая 2)

что этот график очень чувствителен к любой по-

пытке ускорить алгоритм порождения конфигура-

ций вставкой каких-либо более быстрых, но детер-

минированных элементов. Вставка на первый взгляд

совершенно изотропных детерминированных элемен-

тов в процесс порождения конфигураций приводит к

сильному искажению графика. Так, замена случай-

ного выбора спина для возможного переворота на по-

следовательный перебор всех спинов вызывает сме-

щение максимума из нуля.

Из рис. 3 видно, что для системы без взаимодей-

ствия DMx/N = const. Это и следовало ожидать

для невзаимодействующих и, следовательно, некор-

релированных величин. Данный результат также со-

гласуется с применимостью центральной предельной

теоремы для системы независимых спинов. Соответ-

ственно дисперсия намагниченности здесь пропорци-

ональна числу спинов. Для системы с короткодей-

ствующим взаимодействием, задаваемым правилом

льда, величина DMx/N 6= const. Анализ показывает,

что в этом случае возможна аппроксимация зависи-

мости DMx/N от числа спинов N степенной функ-

цией вида

DMx/N = a+ bNα, (4)

где параметр α = 0.37. Этот важный результат озна-

чает нарушение условия применимости центральной

предельной теоремы, а именно условия независимо-

сти случайных величин (для независимых спинов

дисперсия намагниченности растет линейно с рос-

том числа спинов). Поэтому естественно предполо-

жить, что распределение намагниченности может от-

личаться от гауссовского.

Далее это предположение будет детально прове-

рено и подтверждено. Однако сначала имеет смысл

рассмотреть соотношение результата (4) с важным

теоретическим утверждением о дипольном характе-

ре корреляционных функций в основном состоянии

[4–6]. Строго говоря, последнее было сделано для

трехмерной модели спинового льда. Вместе с тем оно

прямо и часто распространяется и на два измерения.

В этом случае указанное утверждение может быть

записано в следующем виде:

Sαβ(r) =
〈

Mα(r)Mβ(0)
〉

∝
δαβ − 2nαnβ

r2
, (5)

где nα = rα/r. Покажем, что результат, выражае-

мый формулой (4), не согласуется c дипольным ха-

рактером спин-спиновых корреляционных функций

(5). Для этого проведем оценку дисперсии (сумми-

рование осуществляется только по горизонтальным

связям):

DMx = E

[(

N/2
∑

i=1

σi

)(

N/2
∑

k=1

σk

)]

= (6)

= E

N/2
∑

i=1

σ2
i + E

N/2
∑

i6=k

σiσk ≤
N

2

[

1 +

N/2
∑

i

E(σiσ0)
]

. (7)

Выражение E(σiσ0) есть корреляционная функция

спинов Sxx(ri, 0). Используя (5), можно получить

оценку

DMx ≤
N

2

(

1 + a1

√
N
∫

b1

dr

r

)

⇒
DMx

N
≤ a2 + b2 lnN,

(8)

где a1,2, b1,2 – положительные константы. Правая

часть последнего неравенства растет медленнее, чем

степенная функция (4). Для воспроизведения за-

висимости (4) следует предположить, что на боль-

ших расстояниях корреляционная функция ведет се-

бя как S(r) ∼ r−2+β с параметром β = 0.74, т.е. кор-

реляции убывают значительно медленнее, чем ди-

польным образом: S(r) ∼ r−1.26. Таким образом, вы-

ражение (4) противоречит утверждению о диполь-

ном характере корреляционной функции для дву-

мерного спинового льда.

Полученное расхождение следует обсудить по-

дробнее. Результат (5) основан на теоретических ис-

следованиях двух типов. Во-первых, часто утвер-

ждается, что такое поведение соответствует точному

решению [11]. Это является не более чем чрезмерным

расширением применимости результатов работы [11].

В [11] подобное поведение корреляционных функ-

ций было получено для 6-вершинной модели с пара-

метром ∆ = 0 , тогда как для модели двумерного
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льда ∆ = 1/2. Известно, что для моделей, допускаю-

щих точное решение, такое отличие может оказаться

существенным и способно качественно изменить ре-

зультат. Во-вторых, ссылаются на работы [4–6], кото-

рые используют “очевидное” представление функции

распределения намагниченности в виде

P{M} ∝ exp [s(M)], s(M) = s(0)−
K

2
M

2, (9)

где s(M) – энтропия системы при фиксированной

намагниченности. Однако применение (9) фактиче-

ски означает изначальное использование гауссовско-

го распределения намагниченности. Как было от-

мечено выше, результат (3) заставляет усомниться

в справедливости этого предположения (по крайней

мере для двумерного случая). На формальном языке

негауссовость распределения означает, что функция

s(M) имеет более сложный вид, чем в формуле (9).

Она может содержать следующие члены разложения

по намагниченности [22], или даже совсем не иметь

разложения.

Неприменимость формул (9) в двумерном случае

подтверждается следующим результатом. Если за-

висимость плотности конфигураций от модуля на-

магниченности обработать согласно формулам (9),

то величина ∂lnG(M)/∂(M2) при M → 0 будет иг-

рать роль экспериментального значения коэффици-

ента K в (9). Зависимость этой величины от числа

спинов в кластере изображена на рис. 4. При этом

для невзаимодействующих спинов имеем K ∼ N−1

(прямая 1). А так как полная намагниченность M

сама пропорциональна N , энтропия s(M) оказыва-

ется пропорциональной N , т.е. экстенсивной вели-

чиной. В противоположность этому для системы с

правилами льда K ∼ N−1.23 (прямая 2), а условная

энтропия s(M) ∼ N0.77, т.е. неэкстенсивна. Проис-

хождение указанной неэкстенсивности, так же как и

результат (3), объясняется дальнодействующим ха-

рактером корреляций в спиновом льде. Подчеркнем,

что неэкстенсивность связана не с дальнодействую-

щим характером взаимодействия (оно предельно ко-

роткодействующее), а именно с дальнодействующи-

ми корреляциями между спинами. На формальном

языке этот результат означает, что формула (9) с

постоянной константой K численным экспериментом

не подтверждается.

Результаты расчетов также показывают, что пра-

вила льда приводят к уширению плотности распре-

деления намагниченности по сравнению с гауссовой

кривой для системы невзаимодействующих спинов.

Проверка гипотезы о гауссовой плотности распреде-

ления методом Пирсона дает для параметра Пирсо-

на значение χ2 = 3 · 103. Оно больше квантили χ2
γ,97

при любых доверительных вероятностях γ. (Было ис-

пользовано 100 интервалов; число степеней свободы

k = 100 − 2 − 1 = 97.) Это означает, что гипотеза

о гауссовом характере экспериментальной плотности

не может быть принята при любой доверительной

вероятности. Экспериментальная функция распреде-

ления для спинового льда наиболее близка к авто-

модельному распределению f(x, t) = t−Hp(xt−H) со

значением параметра H ≈ 0.68. Роль дискретного

времени при этом играет число спинов в системе,

t ∼ N . Такого типа функции распределения встре-

чаются в теории аномальной диффузии (нормальная

диффузия соответствует значению H ≈ 0.5).

В заключение еще раз перечислим основные ре-

зультаты работы. Поведение дисперсии свидетель-

ствует о корреляциях, убывающих медленнее, чем

дипольные корреляции (см. рис. 3 и оценки). Услов-

ная энтропия является неэкстенсивной величиной

(см. рис. 4). Для намагниченности двумерного спи-

нового льда не выполняется центрально-предельная

теорема, т.е. плотность распределения намагничен-

ности является негауссовой (см. рис. 4 и результаты

проверки гипотезы о функции распределения). Эти

результаты являются следствием дальнодействую-

щих корреляций между спинами.
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