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Рассмотрена задача о распространении предельно коротких электромагнитных импульсов в двуос-

ном кристалле в условиях конической рефракции. Выведена система волновых уравнений, учитывающая

дисперсионный вклад ионов кристаллической решетки в поляризационный отклик среды и нелинейность

электронного поляризационного отклика. Показано, что эта система при определенных условиях сводит-

ся к уравнению, интегрируемому методом обратной задачи рассеяния. Найдена соответствующая пара

Лакса. Проведен физический анализ стационарного импульсного решения системы волновых уравнений.
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За последние десятилетия оптика предельно ко-

ротких импульсов (ПКИ) окончательно выделилась

в отдельную ветвь физической науки [1]. К ПКИ от-

носят электромагнитные сигналы, содержащие по-

рядка одного периода колебаний поля. В англоязыч-

ной литературе за ними закрепилось название few

cycle pulses [2]. Абсолютная длительность ПКИ ле-

жит в интервале от пико- до фемтосекунд, захваты-

вая к настоящему времени уже и аттосекундный диа-

пазон [3].

При теоретическом описании взаимодействия

ПКИ с веществом неприменимо хорошо зарекомен-

довавшее себя в оптике квазимонохроматических

импульсов приближение медленно меняющихся оги-

бающих [4]. Здесь приходится решать уравнения не

для огибающих электрического поля и вызванных

ими поляризационных откликов среды, а непосред-

ственно для самих этих величин. Из-за своей малой

длительности ПКИ являются широкополосными

сигналами, т.е. их спектральная ширина сравнима

по величине с центральной частотой спектра. По-

этому взаимодействуя с атомами или молекулами

среды, они способны эффективно возбуждать в ней

сразу большое число степеней свободы. Вследствие

этого материальные уравнения в своем исходном

квантово-механическом виде оказываются сложны-

ми. Их приходится упрощать, прибегая к разным

дополнительным предположениям и физической

интуиции [5].

Общепризнанным является тот факт, что нели-

нейная оптика зарекомендовала себя хорошим “по-
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ставщиком” уравнений и систем, заслуживающих

особого внимания с точки зрения исследования их

математической структуры. Очень большой интерес

при этом вызывают вопросы интегрируемости в рам-

ках метода обратной задачи рассеяния (МОЗР) [6, 7]

и, как следствие, порождения солитонных решений

таких уравнений и систем. Это касается как квази-

монохроматических импульсов огибающей [4], так и

ПКИ [2], в отношении которых соответствующие ис-

следования приобрели сегодня особую актуальность.

В числе прочего это связано с отмеченным выше и

постоянно имеющим место стремлением к созданию

в лабораторных условиях импульсов все более корот-

ких длительностей. Проявление солитонных свойств

способствует использованию электромагнитных им-

пульсов в системах волоконно-оптической связи [8].

Укорочение же их длительности способствует увели-

чению пропускной способности таких информацион-

ных систем.

Сказанное выше полностью относится к нелиней-

ному волновому уравнению

∂2E

∂z∂τ
+ aE + b

∂2

∂τ2
(

E3
)

= 0, (1)

которое описывает распространение ПКИ в оптиче-

ски изотропном диэлектрике [9–11]. Здесь E – элек-

трическое поле импульса, a и b – положительные

постоянные, определяемые свойствами среды. Это

уравнение является частным случаем уравнения, по-

лученного в [5], когда не учитывается инерционность

электронного поляризационного отклика среды.

Уравнение (1) интегрируемо с помощью МОЗР

[12–14] и связано посредством замены переменных
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с уравнением синус-Гордона, одним из наиболее из-

вестных в нелинейной оптике интегрируемых урав-

нений [6]. Это означает, что оно допускает представ-

ление в виде условия совместности переопределенной

системы линейных уравнений (пары Лакса) и имеет

многосолитонные решения (так называемые пиконы

или многопетлевые солитоны).

Настоящая работа посвящена выводу обобщения

уравнения (1) на случай анизотропной среды. Здесь

будет рассмотрена задача о распространении ПКИ в

оптически двуосном кристалле в условиях эффекта

конической рефракции. Предложенное нами обобще-

ние включает два аспекта. Во-первых, электрическое

поле импульса в анизотропном кристалле, в отличие

от изотропной среды, имеет векторный характер. Во-

вторых, в изотропной среде низшая степень нелиней-

ности является кубической в силу симметрии по зна-

ку поля, в то время как в анизотропном кристалле

она будет квадратичной. Однако несмотря на столь

существенные отличия, полученные в такой задаче

уравнения тоже принадлежат к классу уравнений,

интегрируемых в рамках МОЗР.

Прежде чем приступить к выводу основных урав-

нений, поясним физические условия, при которых

справедливо уравнение (1). Прежде всего они состо-

ят в том, что поляризационный отклик среды образо-

ван электронными переходами и оптическими ветвя-

ми колебаний ионов. При этом нелинейность созда-

ется главным образом электронной частью P
(e) дан-

ного отклика. Связано это с тем, что масса электрон-

ных оболочек на три порядка меньше массы ионов. В

результате они обладают значительно большей нели-

нейной восприимчивостью, нежели ионы.

С другой стороны, доминирующий вклад в дис-

персию должны вносить колебания ионов. Это до-

пущение имеет место, когда характерные частоты ω

спектра ПКИ лежат ниже критической частоты ωc,

разделяющей области положительной (ω > ωc) и от-

рицательной (ω < ωc) дисперсии групповой скоро-

сти [5]. Действительно, по порядку величины ωc ∼
∼ √

ω0ωp [5, 15] и ωi ∼ ωp, где ω0 – характерная час-

тота электронных переходов, ωp – ионная плазмен-

ная частота, ωi – частота колебаний ионов. Поэтому

при ω < ωc спектр ПКИ будет лежать ближе к часто-

те ионных колебаний ωi, чем к электронной частоте

ω0. Следовательно, дисперсия будет обусловлена в

основном ионным поляризационным откликом P
(i).

Наконец, обсудим характерную длительность τp
ПКИ. Взяв типичные значения ω0 ∼ 1016 с−1, ωi ∼
∼ ωp ∼ 1013 с−1 [5, 15], найдем ωc ∼ 1015 с−1. Тогда

неравенству ω < ωc можно удовлетворить, положив

ω ∼ 1014 с−1. Таким образом, спектр импульса при-

надлежит ближнему инфракрасному диапазону. Так

как ПКИ содержит порядка одного колебания поля,

имеем τp ∼ 10−14 с. При этом, как легко убедиться,

выполняются следующие неравенства [5, 15–17]:

ω0τp ≫ 1, ωiτp ≪ 1. (2)

Теперь перейдем к выводу волновых уравне-

ний, описывающих распространение ПКИ в двуос-

ном кристалле. Обозначим его диэлектрические оси

как X , Y и Z. Без потери общности будем считать,

что соответствующие главные показатели преломле-

ния nX , nY и nZ подчиняются условиям nX < nY <

< nZ . В этом случае оптические оси первого и вто-

рого рода лежат в плоскости (XZ) [18, 19].

Пусть волновые нормали компонент электриче-

ского поля импульса параллельны оси z, являю-

щейся одной из двух оптических осей второго ро-

да и образующей с осью Z угол ϕ, такой, что

tanϕ =
√

(n2
Y /n

2
X − 1)/(1− n2

Y /n
2
Z) [18]. В этом слу-

чае фазовая скорость компоненты, поляризованной

вдоль диэлектрической оси Y , равна фазовой скоро-

сти компоненты, поляризованной вдоль оси x, кото-

рая образует прямой угол с осью z (см. рис. 1). Обо-

Рис. 1. Сечение поверхности волновых нормалей плос-

костью (XZ). Распространение происходит вдоль оси

z, одной из оптических осей второго рода; aX = c/nX ,

aY = c/nY , aZ = c/nZ

значим эти компоненты электрического поля как Ey

и Ex, а его продольную составляющую как Ez. То-

гда для поперечных компонент справедливы волно-

вые уравнения

∂2Ey,x

∂z2
− 1

c2
∂2Ey,x

∂t2
=

4π

c2
∂2

∂t2

(

P (e)
y,x + P (i)

y,x

)

, (3)

где c – скорость света в вакууме. Выражение же

для продольной составляющейEz следует из условия
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равенства нулю продольной компоненты электриче-

ской индукции [18]:

Ez = −4π
(

P (e)
z + P (i)

z

)

. (4)

Здесь P
(e)
y , P

(e)
x и P

(e)
z – соответствующие декарто-

вы компоненты электронного поляризационного от-

клика, а P
(i)
y , P

(i)
x и P

(i)
z – ионные поляризационные

компоненты.

Первое неравенство в (2) позволяет пренебречь

инерционностью электронного отклика. Так как

обычно продольная компонента Ez много меньше

поперечных компонент Ey и Ex, будем учитывать

ее только в линейном приближении. Приняв также

во внимание симметрию при отражении в плоскости

(xz), соответствующую инвариантности относитель-

но преобразования Ey → −Ey, запишем плотность

энергии взаимодействия поля с электронными

переходами в виде

H = −
χyyE

2
y + χxxE

2
x + χzzE

2
z

2
− χxzExEz −

− χ
(2)
xxxE3

x

3
− χ(2)

xyyE
2
yEx,

(5)

где χyy, χxx, χzz, χxz и χ
(2)
xxx, χ

(2)
xyy – компоненты тен-

зоров линейной и нелинейной безынерционных вос-

приимчивостей соответственно. Тогда из соотноше-

ния P
(e) = −∂H/∂E [20] находим выражения для

компонент электронной поляризации:

P (e)
x = χxxEx + χxzEz + χ(2)

xxxE
2
x + χ(2)

xyyE
2
y , (6)

P (e)
y = χyyEy + 2χ(2)

xyyExEy, (7)

P (e)
z = χzzEz + χxzEx. (8)

Из-за массивности ионов пренебрежем нелиней-

ностью их поляризационного отклика на электриче-

ское поле импульса. По этой же причине кристал-

лическая анизотропия практически не влияет на их

колебания относительно положения равновесия в уз-

лах решетки. Поэтому запишем

∂2P
(i)
x,y,z

∂t2
+ ω2

iP
(i)
x,y,z =

ω2
p

4π
Ex,y,z.

В силу второго неравенства в (2) пренебрежем вто-

рыми слагаемыми в левых частях этих уравнений:

∂2P
(i)
x,y,z

∂t2
=
ω2
p

4π
Ex,y,z. (9)

Таким образом, ионный отклик является су-

губо дисперсионным и P
(i)
z ∼ (ωpτp)

2Ez/4π ∼
∼ (ωiτp)

2Ez/4π. Учитывая, что χzz ∼ 0.1, а также

принимая во внимание второе неравенство в (2), име-

ем P
(i)
z ≪ P

(e)
z . Это позволяет пренебречь вторым

слагаемым в скобках правой части уравнения (4). То-

гда с использованием (8) и (6) находим

Ez = − 4πχxz

1 + 4πχxz

Ex, (10)

P (e)
x =

χxx + 4π||χ||
1 + 4πχxz

Ex + χ(2)
xxxE

2
x + χ(2)

xyyE
2
y , (11)

где ||χ|| = χxxχzz − χ2
xz.

Подставим (7), (11) и (9) в волновые уравнения

(3). В случае конической рефракции, когда импуль-

сы распространяются вдоль оптических осей второго

рода, скорости vy и vx компонент Ey и Ex, которые

в нашем случае определяются выражениями

1

vy
=

1

aY
=
nY

c
,

1

vx
=

1

c

√

1 + 4π
χxx + 4π||χ||
1 + 4πχzz

,

где nY =
√

1 + 4πχyy, совпадают. Тогда после ис-

пользования приближения однонаправленного рас-

пространения [6] получим

∂2Ey

∂z∂τ
+ σEy + 2α

∂2

∂τ2
(ExEy) = 0, (12)

∂2Ex

∂z∂τ
+ σEx +

∂2

∂τ2
(

αE2
y + βE2

x

)

= 0. (13)

Здесь “локальное” время τ = t−nY z/c, σ = ω2
p/2cnY ,

α = 2πχ
(2)
xyy/cnY , β = 2πχ

(2)
xxx/cnY . Система (12), (13)

описывает нелинейную динамику двухкомпонентных

ПКИ в анизотропной среде.

Из уравнений (12), (13) видно, что если на входе в

кристалл компонента Ey отсутствует, то она не будет

порождена и в дальнейшем. Положив Ey = 0, будем

иметь скалярный случай:

∂2Ex

∂z∂τ
+ σEx + β

∂2

∂τ2
(

E2
x

)

= 0. (14)

Отличие этого уравнения от уравнения (1) состоит

в степени нелинейности третьего слагаемого в левой

части. Анизотропной среде соответствует не кубиче-

ская, а квадратичная нелинейность из-за отсутствия

симметрии по знаку поля.

Волновые уравнения вида (14) возникают так-

же в векторном случае. При выполнении условия

χ
(2)
xxx = χ

(2)
xyy (или β = α) можно ввести новые пе-

ременные, E± = Ex ± Ey. Тогда система (12), (13)

распадется на два волновых уравнения:

∂2E±

∂z∂τ
+ σE± + α

∂2

∂τ2
(

E2
±

)

= 0.
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В работе [21] было показано, что уравнение, отли-

чающееся от (14) только обозначениями, описывает

распространение поверхностных волн малой ампли-

туды на глубокой воде. Оно связано с помощью за-

мены переменных с уравнением Цицейки [22], ино-

гда называемым уравнением Додда–Буллофа. По-

следнее уравнение является интегрируемым в рам-

ках МОЗР [23–25]. Это означает, что уравнение (14)

тоже интегрируемо.

Хотя данный вопрос оставался до сих пор откры-

тым, уравнение (14) должно иметь пару Лакса мат-

ричной размерности 3×3. Действительно, определим

операторы L̂(λ) и Â(λ) следующим образом:

L̂(λ) =

















−2β
∂Ex

∂τ

σλ

3
0

0 0
σλ

3

λ 0 2β
∂Ex

∂τ

















− 2βExÂ(λ),

(15)

Â(λ) = − 1

λ











0 0 2β
∂2Ex

∂τ2
+
σ

3

1 0 0

0 1 0











, (16)

где λ – спектральный параметр. Тогда условием сов-

местности пары Лакса











∂ψ

∂z
= L̂(λ)ψ,

∂ψ

∂τ
= Â(λ)ψ,

(17)

где ψ = ψ(z, τ, λ) – ее матричное решение, является

уравнение

∂2Ex

∂z∂τ
+ σEx + β

∂2

∂τ2
(

E2
x

)

= f(z).

Здесь в правой части стоит некоторая функция от z.

Приравняв ее к нулю, приходим к уравнению (14).

Вернемся к системе (12), (13). Найдем ее реше-

ние, которое описывает стационарное распростране-

ние импульса.

Пусть β < 2α. Тогда можно положить Ex = E,

Ey = ±
√

2− β/αE, где функция E = E(ζ) является

решением уравнения

∂E

∂ζ
= ± E

√
vσΘ

4vαE − 1
, (18)

в котором Θ = 1−8vαE/3, ζ = τ−z/v, v – веществен-

ный параметр. Его интегрирование дает равенство

2 arctanh
√
Θ− 3

√
Θ = ±

√
vσ(ζ − ζ0), (19)

неявно задающее искомое стационарное решение.

Здесь ζ0 – вещественная постоянная, определяющая

начальное положение ПКИ.

Так как в импульсном режиме Θ ≥ 0, из (19) сле-

дует, что |E| ≤ |Em|, где Em = 3/(8vα), и знак v дол-

жен совпадать со знаком коэффициента σ. Скорость

vp ПКИ в лабораторной системе координат равна

vp =

(

nY

c
+

1

v

)−1

и всегда меньше линейной скорости c/nY , поскольку

σ > 0.

Из уравнения (18) видно, что первая производная

E по ζ становится неограниченной при E = Ec, где

Ec = 1/(4vα). Так как |Ec| < |Em|, решение, задава-

емое равенством (19), неоднозначно и имеет форму

петли (см. рис. 2).

Рис. 2. График стационарного решения для v = c/nY ,

ζ0 = 0

Стационарное решение уравнения (1) тоже имеет

форму петли [14, 26]. Из-за симметрии по знаку поля

при этом существуют два его значения, противопо-

ложные по знаку, в которых производная становит-

ся неограниченной. Понятно, что в таких областях,

строго говоря, необходим учет дисперсии более вы-

соких порядков, выражаемой, например, временной

нелокальностью электронного отклика [5, 15]. Одна-

ко в таком случае анализ резко усложняется и вряд

ли можно вести речь об интегрируемости, порожда-

ющей солитоны в строгом смысле этого слова.

Длительность импульса τp удобно определить как

интервал между значениями ζ, в которых первая

производная неограничена. Подставив E = Ec в (19)

при разных знаках в правой части, получим

τp =
2√
vσ

(√
3− 2 arctanh

1√
3

)

=
0.830√
vσ

.
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Заметим, что Ec ∼ Em ∼ τ2p . Таким образом,

амплитуды обеих компонент поля ПКИ пропорци-

ональны квадрату их длительности, т.е. растут с

увеличением длительности. Скорость vp при этом

уменьшается. Это принципиально отличает рассмат-

риваемый солитон от солитонов большинства дру-

гих задач, у которых увеличение длительности со-

провождается уменьшением как их скорости, так и

амплитуды.

Наличие продольной компоненты Ez (см. (10)) у

электрического поля ПКИ приводит к несонаправ-

ленности векторов волновой (n) и лучевой (s) норма-

лей, что имеет место в условиях конической рефрак-

ции [18]. Угол γ между этими векторами определя-

ется равенством tan γ = |Ez |/
√

E2
x + E2

y . При этом

вектор n параллелен оси z, а s перпендикулярен век-

тору E электрического поля импульса. В случае рас-

смотренного выше стационарного ПКИ имеем

tan γ =
4πχxz

(1 + 4πχxz)

√

3− χ
(2)
xxx/χ

(2)
xyy

.

Значит, γ не зависит от амплитуд или длительно-

стей составляющих импульса, но зависит от компо-

нент тензора нелинейной восприимчивости второго

порядка. В силу того что поперечная составляющая

импульса из-за синхронной динамики ее компонент

Ex и Ey обладает в случае стационарного решения

линейной поляризацией, конус с образующей, описы-

ваемой вращением вектора s вокруг n, вырождается

в плоский треугольник с углом γ между указанными

векторами. Таким образом, в рассмотренном случае

коническая рефракция носит вырожденный харак-

тер. Очевидно, что это не будет иметь места для бо-

лее сложных решений системы (12), (13), например

для многопетлевых решений (пиконов) ее интегри-

руемого случая с β = α, который мы предполагаем

рассмотреть отдельно, отталкиваясь от пары Лакса

(15)–(17).

Таким образом, в ходе проведенного в настоя-

щей работе исследования получена система нелиней-

ных волновых уравнений, описывающая распростра-

нение ПКИ в анизотропной среде, и рассмотрено ее

стационарное решение. Частный случай полученной

системы, соответствующий β = α, является инте-

грируемым в рамках МОЗР. Найдена пара Лакса

(15)–(17), соответствующая данному частному слу-

чаю, матричной размерности 3 × 3. Это позволит в

дальнейшем для построения многопетлевых и дру-

гих решений использовать и развивать алгебраиче-

ские методы теории солитонов.
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