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Методом Монте-Карло исследуется влияние вмороженных немагнитных примесей на фазовые пе-

реходы в трехмерной модели Поттса с числом состояний спина q = 4 на простой кубической решетке.

Изучены фазовые переходы в этой модели при концентрации спинов p = 1.0−0.70. Определено значение

трикритической точки на фазовой диаграмме.
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1. Введение. В последние годы исследование

систем, в которых содержится вмороженный немаг-

нитный беспорядок, вызывает значительный интерес

как с теоретической, так и с экспериментальной точ-

ки зрения [1–3]. Смещение акцентов современной фи-

зики конденсированного состояния в область микро-

масштабов вызвало необходимость понимания явле-

ний, связанных с наличием примесей и других де-

фектов структуры. К настоящему моменту хорошо

известно, что вмороженный беспорядок существенен,

если соответствующий критический индекс теплоем-

кости α чистой системы положителен, т.е. теплоем-

кость в критической точке расходится. Это утвер-

ждение известно как критерий Харисса [4]. Крити-

ческий индекс теплоемкости α для трехмерной мо-

дели Изинга в отсутствие структурного беспоряд-

ка положителен (α > 0). Поэтому критерий Харри-

са применим к этой модели. Исследованию критиче-

ских свойств неупорядоченной модели Изинга с вмо-

роженным беспорядком в последнее время было по-

священо значительное число работ (см. обзоры [1–3]

и [5–8]). Достигнут существенный прогресс в понима-

нии особенностей влияния на эту модель немагнит-

ных примесей.

В то же время имеются основания предполагать,

что немагнитные примеси оказывают совершенно

иное влияние, вплоть до изменения рода фазового

перехода (ФП) в случае спиновых систем, испыты-

вающих в однородном состоянии ФП первого рода

[9–11]. Экспериментально такое поведение наблюда-
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лось при ФП от однородной фазы к нематической

фазе в жидких кристаллах в присутствии аэрогеля

[12]. Кроме того, в ряде работ было показано, что для

низкоразмерных систем (d ≤ 2), описываемых моде-

лью Поттса с q > qc(d) (где qc – критическое число

состояний спина, d – размерность), наличия сколь

угодно малой величины беспорядка достаточно, что-

бы изменить ФП первого рода на ФП второго рода

[10, 11, 13]. Для систем с размерностью d ≥ 3 для ко-

торых в чистом состоянии наблюдается ФП первого

рода, наличие вмороженного беспорядка может при-

вести к трикритической точке pc, отделяющей на фа-

зовой диаграмме область ФП первого рода от обла-

сти ФП второго рода. Определение трикритической

точки pc для трехмерной модели Поттса с q = 4 на

простой кубической решетке с немагнитными приме-

сями и является главной задачей данной работы.

Результаты, полученные разными авторами для

рассматриваемой неупорядоченной модели при оцен-

ке значения трикритической точки, не столь одно-

значны. В случае вмороженного беспорядка, реали-

зованного в виде случайных связей, по одним дан-

ным трикритическая точка, отделяющая на фазовой

диаграмме область ФП первого рода от области ФП

второго рода, наблюдается при концентрации спинов

pc = 0.74(2) [14], по другим – при pc = 0.76(8) [15].

В отличие от [14, 15] в данной работе вморожен-

ный беспорядок вносился в спиновую систему в виде

немагнитных примесей каноническим способом. От-

метим, что модель с каноническим распределением

беспорядка и модель с беспорядком типа “случайная

связь” должны характеризоваться одним и тем же
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Рис. 1. Температурная зависимость кумулянтов Биндера VL(T ) для трехмерной модели Поттса с q = 4 при концен-

трации спинов p = 1.00

классом универсальности [2]. Что касается трехмер-

ной модели Поттса с q = 4, в которой беспорядок

реализован в виде вмороженных немагнитных при-

месей каноническим способом, то к настоящему вре-

мени исследования тепловых, магнитных и, особен-

но, критических свойств этой модели с соблюдени-

ем единого методического подхода не выполнены. Не

определено с хорошей точностью и значение трикри-

тической точки.

Интерес к рассматриваемой модели обусловлен

тем, что она описывает многие физические свойства

реальных объектов и явлений в физике конденсиро-

ванных сред (многокомпонентные сплавы и жидкие

кристаллы в пористой аэрогелевой среде [12], поведе-

ние гранецентрированных антиферромагнитных ма-

териалов: NdSb, NdAs, CeAs и т.д. [16]).

2. Модель и метод исследования. Разбав-

ленная модель Поттса с числом состояний спина

q = 4 описывается микроскопическим гамильтони-

аном следующего вида [17]:

H = −
1

2
J
∑

I,j

ρiρjδ(Si, Sj), Si = 1, 2, 3, 4, (1)

где J – параметр обменного ферромагнитного вза-

имодействия ближайших спинов, ρi = 1, если узел

i занят магнитным атомом, и ρi = 0, если в узле i

находится немагнитная примесь. Численные расче-

ты, проведенные в работах [18, 19], показали, что в

отсутствие беспорядка (p = 1.0) эта модель демон-

стрирует поведение, характерное для ФП первого ро-

да, в соответствии с предсказаниями теории среднего

поля [20]. При спиновой же концентрации p = 0.65

происходит ФП второго рода. Исследования прово-

дились на основе высокоэффективного кластерного

алгоритма Вольфа [21] метода Монте-Карло (МК).

Расчеты проводились для систем с периодически-

ми граничными условиями. Исследовались системы

с линейными размерами L×L×L = N , L = 20−120.

Начальные конфигурации задавались таким обра-

зом, чтобы все спины были упорядочены вдоль оси

Z. Для вывода системы в равновесное состояние для

всех систем с линейными размерами L вычислялось

время релаксации τ0. Затем проводилось усредне-

ние по участку марковской цепи длиной τ = 180τ0.

Кроме того, проводилось усреднение по различным

начальным конфигурациям. В случае p = 1.0 для

усреднения использовалось 10 начальных конфигу-

раций. Для систем с концентрацией спинов 0.90 ≥

≥ p ≥ 0.70 осуществлялось усреднение по 1000–25000

неупорядоченным конфигурациям с различной реа-

лизацией примесей.

3. Результаты численного эксперимента.

Для анализа характера ФП и особенностей пове-

дения тепловых характеристик вблизи критической
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точки в подобных исследованиях наиболее эффек-

тивным зарекомендовал себя метод кумулянтов Бин-

дера четвертого порядка [22]:

VL(T, p) = 1−
〈E4〉L
3〈E2〉2L

, (2)

UL(T, p) = 1−
〈m4〉L
3〈m2〉2L

, (3)

где E и m – энергия и намагниченность системы с

линейными размерами L.

Методика определения критической температуры

описана нами в работах [18, 23]. Применение куму-

лянтов Биндера позволяет также хорошо определить

род ФП в системе. Фазовые переходы первого рода

характеризуются следующими отличительными осо-

бенностями [24]. Усредненная величина VL(T, p) стре-

мится к некоторому нетривиальному значению V ∗

согласно выражению

VL(T, p) = V ∗ + bL−d (4)

при L → ∞ и T = Tc(L), где V ∗ отлична от 2/3. Ми-

нимальная величина UL,min(t = Tmin, p) расходится,

UL,min(T = Tmin, p) → −∞, при L → ∞. Указанные

особенности продемонстрированы на рис. 1 и 2 для

Рис. 2. Температурная зависимость кумулянтов Бинде-

ра UL(T ) для трехмерной модели Поттса с q = 4 при

концентрации спинов p = 1.00

модели Поттса с q = 4 при отсутствии структурного

беспорядка (p = 1.0). Аналогичное поведение наблю-

далось и для промежуточных значений концентра-

ций спинов, 0.70 < p < 1.00.

В случае ФП второго рода температурные зависи-

мости кумулянтов Биндера UL(T, p) имеют четко вы-

раженную точку пересечения. Это продемонстриро-

вано на рис. 3 для модели Поттса с q = 4 при p = 0.70.

Рис. 3. Температурная зависимость кумулянтов Бинде-

ра UL(T ) для трехмерной модели Поттса с q = 4 при

концентрации спинов p = 0.70

Характерные зависимости энергетических кумулян-

тов Биндера VL(T, p) от температуры для систем с

разными линейными размерами при p = 0.70 приве-

дены на рис. 4. Заметим, что из вставки к рис. 4 на-

глядно видно, что при L → ∞ нетривиальная вели-

чина V ∗ → 2/3. Аппроксимация зависимостей VL,min

от L была проведена на основе выражения (4). Та-

кое поведение также характерно для ФП второго ро-

да [24]. Таким образом, очевидно, что немагнитные

примеси порядка c = 0.30, c = 1 − pc, pc = 0.70 при-

водят к смене рода ФП с первого на второй. При

концентрации примесей c < 0.30 мы всегда получали

признаки, характерные для ФП первого рода.

Независимо от кумулянтов Биндера для анали-

за рода ФП нами использовался и гистограммный

анализ данных метода МК [25, 26]. Он позволяет на-

дежно определить не только область концентраций

спинов p, при которых возможна смена ФП первого

рода на ФП второго рода, но и минимальные разме-

ры систем, в которых можно правильно определить

род ФП. Методика определения рода ФП этим мето-

дом подробно описана в работе [19]. Гистограммный

анализ, проведенный для 3d-модели Поттса с q = 4

при концентрации спинов p = 0.70, также свидетель-

ствует о ФП второго рода. Это продемонстрировано

на рис. 5. На нем представлена гистограмма распре-

деления энергии вблизи критической точки Tc для

систем с линейными размерами L = 60. Видно, что

для этой модели наблюдается распределение энер-

гии с одним максимумом, характерное для ФП вто-

рого рода. В то же время при концентрации спи-

нов p = 0.74 наблюдается бимодальное распределе-
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Рис. 4. Температурная зависимость кумулянтов Биндера VL(T ) для трехмерной модели Поттса с q = 4 при концен-

трации спинов p = 0.70

Рис. 5. Гистограмма распределения энергии для трех-

мерной модели Поттса с q = 4 при концентрации спи-

нов p = 0.70

ние энергии (рис. 6), которое отличается от значения

представленного в работе [14]. Такое распределение

наблюдалось для всех значений концентрации при-

месей c < 0.30. Бимодальность распределения энер-

гии является важным критерием, свидетельствую-

щим в пользу ФП первого рода. Следует отметить,

что в распределении энергии для систем с линей-

ными размерами L < 60 проявляются лишь слабо

выраженные признаки бимодальности. Поэтому при

Рис. 6. Гистограмма распределения энергии для трех-

мерной модели Поттса с q = 4 при концентрации спи-

нов p = 0.74

определении рода ФП нами рассматривались только

системы с L ≥ 60.

4. Заключение. Итак, наши данные, получен-

ные двумя способами (методом кумулянтов Биндера

и с помощью гистограммного анализа), свидетель-

ствуют о том, что в модели Поттса с q = 4 ФП пер-

вого рода меняется на ФП второго рода при внесении

немагнитных примесей, концентрация c которых (где

c = 1−pc) примерно равна порогу спиновой перколя-

ции pc для данного типа решетки. Такую смену рода
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ФП мы объясняем тем, что для кубической решетки

при c ∼ 0.30 примеси образуют связывающий клас-

тер, который при T ≤ Tc сосуществует со спиновым

связывающим кластером вплоть до порога спиновой

перколяции pc ∼ 0.31.
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