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Рассмотрена нелинейная динамика свободной поверхности идеальной диэлектрической жидкости со

значительной проницаемостью в сильном горизонтальном электрическом поле. Продемонстрировано,

что взаимодействие встречных уединенных волн произвольной геометрии является упругим: они сохра-

няют свою энергию и импульс. С использованием конформных переменных осуществлено численное

моделирование взаимодействия волн. Показано, что в результате взаимодействия волны деформируют-

ся, причем для волн относительно малой амплитуды этот эффект является слабым: для встречных волн

одинаковой формы деформация определяется четвертой степенью их амплитуды. При многократном

столкновении сильно нелинейных волн наблюдается тенденция к формированию особенностей – точек

со значительной плотностью энергии поля.
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1. Введение. В работах [1, 2] было обнаружено,

что нелинейные волны произвольной геометрии мо-

гут распространяться без искажений по поверхности

жидкого диэлектрика со значительной проницаемо-

стью по направлению, либо по отдельности, против

направления приложенного сильного горизонтально-

го электрического поля. Взаимодействие возможно

только между встречными волнами.

В настоящей работе продемонстрировано, что

взаимодействие встречных уединенных волн облада-

ет следующим фундаментальным свойством: энер-

гия и импульс каждой волны остаются неизменны-

ми, т.е. их взаимодействие можно считать упругим. В

результате столкновения форма волн меняется, при-

чем степень их деформации определяется нелиней-

ностью как минимум четвертого порядка (т.е. взаи-

модействие является весьма слабым). Аналитическое

исследование волн с учетом нелинейностей столь вы-

сокого порядка затруднительно. Для анализа взаи-

модействия волн требуется прямое численное моде-

лирование динамики жидкости без ограничений на

амплитуду возмущений поверхности. Соответствую-

щие уравнения движения интегрировались с исполь-

зованием конформных переменных в рамках подхо-

да, развиваемого в работах [3–5].

2. Исходные уравнения. Рассмотрим потенци-

альное течение несжимаемой идеальной диэлектри-
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ческой (непроводящей) жидкости бесконечной глу-

бины со свободной поверхностью, помещенной во

внешнее однородное горизонтальное электрическое

поле. В невозмущенном состоянии граница жидко-

сти представляет собой плоскую горизонтальную по-

верхность y = 0 (ось x прямоугольной системы ко-

ординат лежит в этой плоскости, а ось y направ-

лена по нормали к ней). Пусть функция η(x, t) за-

дает отклонение границы от плоской, т.е. уравне-

ние y = η определяет профиль поверхности. Поло-

жим, что напряженность электрического поля на-

правлена по оси x и по абсолютной величине рав-

на E.

Будем рассматривать случай, когда диэлектриче-

ская проницаемость жидкости велика: ε ≫ 1. Как

было показано в [1, 2] и использовано, например, в

[6], в этом пределе нормальная компонента электри-

ческого поля в жидкости оказывается много меньше

тангенциальной компоненты. Это означает, что сило-

вые линии поля внутри жидкости будут направлены

по касательной к ее поверхности. Тогда задача о рас-

пределении поля в жидкости может быть решена без

учета распределения поля над ней.

Выпишем соответствующие этой ситуации урав-

нения движения. Потенциал скорости жидкости φ

и потенциал электрического поля ϕ удовлетворяют

уравнениям Лапласа:

∇2φ = 0, ∇2ϕ = 0.
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Их следует решать совместно со следующими усло-

виями на границе и на бесконечности:

φt + (∇φ)2/2 = (PE − P0)/ρ, y = η(x, t), (1)

ϕy − ηxϕx = 0, y = η(x, t),

φ → 0, ϕ → −Ex, y → −∞,

где ρ – плотность жидкости, PE – электростатиче-

ское давление, для которого в пределе ε ≫ 1 име-

ем PE ≈ ε(∇ϕ)2/(8π), а P0 = εE2/(8π) – константа,

совпадающая с плотностью энергии внешнего элек-

трического поля в жидкости. Нестационарное урав-

нение Бернулли (1) приведено для предела сильного

поля (подробнее см. [2]), в котором движение грани-

цы определяется электростатическими силами (ка-

пиллярные и гравитационные силы не учитывают-

ся). Уравнения движения замыкаются кинематиче-

ским соотношением:

ηt = φy − ηxφx, y = η(x, t).

Важно отметить, что в рамках этих уравнений

распространение линейных поверхностных волн бу-

дет бездисперсионным [1, 2]. Они распространяются

без искажений со скоростью c =
√

2P0/ρ. Для удоб-

ства дальнейшего рассмотрения перейдем к безраз-

мерным обозначениям посредством замен

φ → λc φ, ϕ → λE ϕ, η → λ η,

x → λx, y → λ y, t → λc−1 t,

где λ – характерная длина волны. В новых перемен-

ных скорость линейных волн будет равна единице.

3. Конформные переменные. Уравнения дви-

жения, приведенные выше, имеют размерность 2+1.

Эффективным способом понизить их размерность

является использование конформных переменных.

По аналогии с работами [1, 3–5] совершим конформ-

ное преобразование области, занимаемой жидко-

стью, в параметрическую полуплоскость−∞ < v ≤ 0

и −∞ < u < +∞. В исследуемой задаче вспомога-

тельные переменные u и v имеют конкретный физи-

ческий смысл: u с точностью до знака совпадает с

потенциалом поля ϕ, а условие v = const определяет

силовые линии электрического поля. В новых пере-

менных уравнения Лапласа для потенциалов элек-

трического поля и скорости могут быть решены ана-

литически. В результате исходная задача на движе-

ние жидкости может быть сведена к задаче о движе-

нии ее свободной поверхности, имеющей более низ-

кую размерность (1 + 1).

Поверхность жидкости в новых переменных зада-

ется параметрическими выражениями

y = Y (u, t), x = X(u, t) = u− ĤY, (2)

где Ĥ – оператор Гильберта, определяемый как

Ĥf(u) =
1

π
V.P.

+∞
∫

−∞

f(u′)

u− u′
du′.

Связь между функциями η(x, t) и Y (u, t) задается

неявным соотношением

Y (u, t) = η
(

u− ĤY, t
)

.

Уравнения движения границы могут быть пред-

ставлены в следующем виде (см. также [1, 7]):

YtXu − YuXt = −ĤΨu, (3)

ΨtXu −ΨuXt − Ĥ(YuΨt − YtΨu) = ĤYu, (4)

где функция Ψ(u, t) определяет значение потенциала

скорости на границе v = 0. За влияние электриче-

ского поля в этой системе отвечает линейный член в

правой части второго уравнения.

Для дальнейшего рассмотрения важно, что для

уравнений (3) и (4) интегралами движения являются

полная энергия системы H и импульс вдоль горизон-

тальной оси P (без электрического поля см. [4, 5]):

H = −
1

2

+∞
∫

−∞

(ΨĤΨu + Y ĤYu) du, P =

+∞
∫

−∞

ΨYu du.

Для удобства численного решения систему (3)

и (4) следует разрешить относительно производных

по времени от функций Y и Ψ (применительно к

капиллярно-гравитационным волнам эта процедура

описана в [3]). Для этого введем комплексные функ-

ции

Z = X + iY = u+ 2iP̂Y, Φ = 2P̂Ψ,

аналитические в нижней полуплоскости комплекс-

ной переменной u (здесь P̂ = (1+ iĤ)/2 – проектор).

В итоге уравнения движения границы примут вид

Zt = iUZu, (5)

Φt = iUΦu −B + P̂ (1/J − 1) . (6)

Здесь J = X2
u + Y 2

u – якобиан конформного преобра-

зования, кроме того, введены обозначения

U = −2P̂
(

ĤΨu/J
)

, B = P̂
(

ΦuΦu/J
)

,

Письма в ЖЭТФ том 99 вып. 11 – 12 2014



Взаимодействие сильно нелинейных волн . . . 731

где Φ – комплексное сопряжение Φ. Отметим, что за

действие электрического поля ответственно послед-

нее слагаемое в правой части (6). В конформных пе-

ременных электростатическое давление (с точностью

до постоянного множителя) совпадает с обратным

якобианом преобразования 1/J .

Применительно к численному анализу недостат-

ком системы уравнений (5) и (6) является наличие в

знаменателях якобиана J , что может служить источ-

ником численной неустойчивости. Если, следуя [4],

ввести новые переменные

R = 1/Zu, V = iΦu/Zu,

то данная система примет следующий симметрич-

ный вид:

Rt = i(URu − UuR), Vt = i(UVu −DuR), (7)

где

U = P̂ (V R+ V R), D = P̂ (V V −RR).

Эти интегродифференциальные уравнения являют-

ся кубически нелинейными. Они оказываются удоб-

ными для численного моделирования сильно нели-

нейной динамики свободной поверхности жидкости

в горизонтальном электрическом поле.

4. Упругое взаимодействие встречных

волн. Важнейшим свойством системы (3) и (4) яв-

ляется то, что она допускает пару точных частных

решений:

Y = ±ĤΨ = Y ±(u ∓ t), (8)

где Y ± – произвольные функции. Эти решения соот-

ветствуют волнам произвольной геометрии, распро-

страняющимся без искажений по направлению (верх-

ние знаки) либо против направления (нижние знаки)

внешнего электрического поля с постоянной скоро-

стью. Для функций R и V частные решения (8) за-

писываются как

R = 1± iV = R±(u∓ t),

где

R± =
(

1− ĤY ±

u + iY ±

u

)−1

.

То обстоятельство, что нелинейные волны, по

отдельности распространяющиеся в положительном

либо отрицательном направлении оси x, ведут се-

бя подобно линейным, конечно, не означает, что не

будет происходить взаимодействия встречных волн.

Рассмотрим столкновение уединенных волн, для ко-

торых Y → 0 и Ψ → 0 при u → ±∞.

Понятно, что взаимодействие волн существенно

только в момент столкновения. Остальное время оно

пренебрежимо мало, волны распространяются без

искажений. До и после встречи волн, т.е. когда они

разделены в пространстве, каждой волне можно со-

поставить некие энергию и импульс. Рассмотрим, как

ведут себя эти величины при столкновении. Введем

вспомогательные функции

F±(u, t) = (Y ± ĤΨ)/2, (9)

которые можно считать соответствующими распро-

страняющимся в противоположных направлениях

волнам. Действительно, для частного решения (8),

соответствующего движущейся направо волне, име-

ем F+ = Y + и F− = 0, а для волны, движущейся

налево, F+ = 0 и F− = Y −.

В терминах F± энергия системы H и импульс P

перепишутся как

H = H+ +H−, P = P+ + P−,

H± = ∓P± = −

+∞
∫

−∞

F±ĤF±

u du.

Видно, что для H и P произошло разделение на два

слагаемых, первое из которых содержит лишь функ-

цию F+, а второе – функцию F−. Это позволяет ин-

терпретировать H± и P± как энергии и импульсы

распространяющихся в противоположных направле-

ниях волн.

Оказывается, что каждая из величин H± и

P± является интегралом движения. Действительно,

несложно заметить, что

H± = (H ± P )/2, P± = ∓(H ∓ P )/2,

то есть энергии и импульсы отдельных волн запи-

сываются как комбинации инвариантов H и P . Это

означает, что при столкновении энергия и импульс

встречных уединенных нелинейных волн произволь-

ной геометрии сохраняются, т.е. их взаимодействие

упругое.

Следует отметить, что данная ситуация во мно-

гом сходна с альфвеновскими волнами в идеальной

жидкости. Волновые пакеты произвольной формы

могут без искажений распространяться по направ-

лению либо против направления внешнего магнит-

ного поля. Взаимодействие возможно только между

встречными волнами, причем аналогично рассматри-

ваемой задаче, оно является упругим [8].

5. Численное моделирование взаимодей-

ствия встречных волн. В работах [2, 7] аналитиче-

ски исследовалось взаимодействие локализованных
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слабо нелинейных волн. В рамках простейшей моде-

ли, учитывающей лишь квадратичные по амплитуде

волн нелинейности, было показано, что после взаи-

модействия волны восстанавливают свою форму и

фазу. Возникает вопрос: обладают ли этим свойством

сильно нелинейные волны, т.е. волны, для которых

характерные углы наклона поверхности не являются

малыми? Для ответа на него осуществим численное

моделирование столкновения встречных уединенных

волн в рамках уравнений (7).

Согласно (9) функции Y и Ψ связаны с функци-

ями F± соотношениями

Y = F+ + F−, Ψ = Ĥ(F− − F+).

Рассмотрим взаимодействие волн, соответствующих

следующим начальным условиям:

F±(u, 0) = a± exp[−2(u± u0)
2], (10)

где a± – амплитуды волн, а параметр u0 определяет

их начальное положение.

Для численного решения уравнений (7) удобно

использовать спектральные методы. Это обусловле-

но следующим свойством входящего в них операто-

ра Гильберта: Ĥeiku = i sign(k)eiku (см. также [5]).

Зададим расчетную область как −h/2 ≤ u ≤ h/2 с

периодическими условиями на границах u = ±h/2.

Пространственный период h должен выбираться до-

статочно большим для того, чтобы волны можно бы-

ло считать локализованными.

На рис. 1 показан результат численного расче-

та взаимодействия встречных волн с амплитудами

Рис. 1. Эволюция поверхности жидкости при столкно-

вении уединенных волн с амплитудами a
+

= 0.3 и

a
−

= 0.15

a+ = 0.3 и a− = 0.15. Здесь полагалось, что u0 = 5

и h = 20. Отметим, что максимальная крутизна по-

верхности s = ηx в момент t = 0 составляет 0.34, т.е.

исследуемые волны являются существенно нелиней-

ными. Полное число гармоник в вычислениях рав-

нялось N = 2048. В силу аналитичности в нижней

комплексной полуплоскости функции R и V содер-

жали N/2 отрицательных гармоник. Интегрирова-

ние по времени проводилось с шагом τ = 10−3.

Видно, что до и после момента встречи в точ-

ке x = 0 волны распространяются без искажений.

При столкновении происходит интенсивное взаимо-

действие волн. В результате форма каждой волны

меняется: они несколько наклоняются в стороны,

противоположные их движению.

Изучим это явление более подробно. Для того

чтобы оценить степень деформации волн, следует

ввести некоторые параметры, характеризующие раз-

личие их профиля до и после встречи. Удобно опре-

делить их как

S± = min(∂F±/∂u) + max(∂F±/∂u),

причем вычислять S± в момент, когда волны на-

ходятся на максимальных расстояниях друг отно-

сительно друга, т.е. в нашем случае вблизи точек

u = ±h/4 (в окрестности этих точек волны практи-

чески не взаимодействуют и их профиль определя-

ется функциями F+ и F− по отдельности). Посколь-

ку при относительно малых амплитудах a± имеем

u ≈ x, можно считать, что приведенные форму-

лы определяют разницу между крутизной переднего

и заднего фронтов рассматриваемых волн. Для ис-

ходных симметричных волн справедливо равенство

S± = 0. В результате же их взаимодействия, при-

водящего к потере симметрии, абсолютные значения

этих параметров будут расти.

Рассмотрим для простоты взаимодействие волн

равной амплитуды (a = a+ = a−), меняющейся в

диапазоне 0 ≤ a ≤ 0.2 с шагом 0.005. Серия числен-

ных экспериментов по однократному столкновению

волн (параметры расчета прежние) позволила опре-

делить зависимость S± от амплитуды a (см. рис. 2).

Для интервала 0 ≤ a ≤ 0.135 она с высокой точно-

стью аппроксимируется зависимостью

S+ = −S− ≈ 63.2 a4.03.

Это дает основание полагать, что деформация волн

в результате их взаимодействия (на рис. 2 для срав-

нения показан профиль волны с a = 0.2 до и после

столкновения) определяется нелинейностью четвер-

того порядка по амплитуде, т.е. S± ∼ a4.

Как видно из рисунка, при относительно малых

амплитудах (0 < a < 0.05) параметры S± близки к

нулю. Это означает, что после столкновения волны
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Рис. 2. Зависимость параметра S
+ от амплитуды a.

Точками на сплошной линии показаны результаты се-

рии численных экспериментов. Штриховая линия соот-

ветствует зависимости S
+
= 60 a

4. На вставке показан

профиль волны с a = 0.2 до (штриховая линия) и после

(сплошная линия) столкновения

восстанавливают свою форму. Можно считать, что

на данном интервале взаимодействие волн удовле-

творительно описывается слабо нелинейной теори-

ей [2, 7]. На интервале 0.05 ≤ a ≤ 0.15, несмотря

на сохранение энергии и импульса каждой из взаи-

модействующих волн, их деформация уже становит-

ся заметной. При этом параметры S± определяются

лишь четвертой степенью амплитуды a, т.е. остаточ-

ный эффект взаимодействия волн оказывается весь-

ма слабым. При дальнейшем росте амплитуды волн

обсуждаемая зависимость отклоняется от степенной.

Это обусловлено влиянием нелинейностей более вы-

сокого порядка.

Таким образом, углы наклона поверхности при

взаимодействии волн увеличиваются. Можно пред-

положить, что при многократном взаимодействии

эта тенденция способна привести к формирова-

нию особенностей. Рассмотрим в качетстве примера

столкновение встречных волн значительной отрица-

тельной амплитуды (в отличие от волн с положи-

тельной амплитудой для них происходит укручение

переднего фронта). Выберем начальные условия (10)

с a+ = a− = −0.2 и u0 = 0, что соответствует волнам,

исходно совмещенным в пространстве: F+ = F−. От-

метим, что в момент t = 0 крутизна волн достигает

весьма большого значения, s ≈ 0.69. Для параметров

расчета положим h = 8, N = 4096 и τ = 5 · 10−5.

Результаты численного решения представлены на

рис. 3. Видно, что вследствие столкновений подош-

ва каждой волны заостряется. В точках заострения

многократно увеличивается напряженность электри-

Рис. 3. Профиль движущейся налево уединенной вол-

ны с a−

= −0.2 после одного, трех и пяти столкновений

со встречной волной той же формы (моменты времени

t1 = 1.2, t2 = 10.1 и t3 = 19.05)

ческого поля, абсолютное значение которой в кон-

формных переменных есть J−1/2 = |R|. Если в мо-

мент t1 (см. подпись к рисунку) обратный якобиан

отображения, характеризующий плотность энергии

электрического поля, достигал значения 1/J ≈ 6.3

(на периферии 1/J ≈ 1), то после двух столкнове-

ний (момент t2) имеем 1/J ≈ 7.8, а еще после двух

(момент t3) – уже 1/J ≈ 21.7. Наблюдаемая тенден-

ция к локализации энергии поля может приводить к

пробою жидкого диэлектрика. Отметим, что в про-

цессе эволюции крутизна поверхности увеличилась

до экстремально высоких значений s ≈ 2.9 (это соот-

ветствует углу наклона ∼ 71◦). Последнее, однако, не

приводит к сложностям при расчетах в конформных

переменных.

6. Заключение. Основным результатом насто-

ящей работы является демонстрация того, что при

взаимодействии распространяющихся в противопо-

ложных направлениях уединенных волн произволь-

ной геометрии энергия и горизонтальный импульс

каждой из них сохраняются, т.е. взаимодействие ока-

зывается упругим. При этом, как показало численное

решение уравнений движения с использованием кон-

формных переменных, форма волн меняется. В част-

ности, для волн с положительной амплитудой проис-

ходит укручение заднего фронта. Продемонстриро-

вано, что деформация волн определяется нелиней-

ностью четвертого порядка. Этот процесс носит на-

копительный характер: при многократном столкно-

вении волн наблюдается тенденция к формированию

особенностей – точек со значительной кривизной по-

верхности.
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