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Вычислена энергия основного состояния “светлого” и “темного” экситонов в случае локализации элек-

трона и дырки в тонкой сферической оболочке в сильном магнитном поле. Такая модель соответствует

квантовой точке типа ядро–оболочка (core–shell). Сильное поле означает, что магнитная длина суще-

ственно меньше радиуса сферы. Отмечена нетривиальная зависимость от магнитного поля H энергии

основного состояния “светлого” экситона: E0 ∼ H2/3.
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Двухкомпонентные структуры core–shell, состоя-

щие из двух полупроводников с заметно различа-

ющимися ширинами запрещенной зоны, являются

сферическими аналогами хорошо известной системы

квантовая яма–барьер. В последнее время этим кван-

товым точкам в литературе уделяется значительное

внимание [1, 2]. Если толщина оболочки много мень-

ше радиуса ядра, то можно говорить о 2D электрон-

ном газе на сферической поверхности. Одночастич-

ный спектр носителей на поверхности сферы с уче-

том магнитного поля подробно изучен в работах [3–

5]. Если направление магнитного поля задает поляр-

ную ось, то азимутальное квантовое число m играет

роль сохраняющейся компоненты импульса в калиб-

ровке Ландау для задачи о двумерном “замагничен-

ном” электроне. Соответственно оно определяет по-

ложение центра подвески осциллятора Ландау. Ясно,

что из-за неоднородности нормальной к поверхности

компоненты поля максимальная энергия основного

состояния достигается для осцилляторов у полюсов

сферы, а минимальная – на экваторе. Очевидно, что

соответствующие особенности должны проявляться

и в спектре магнитоэкситонов в квантовых точках

core–shell.

Гамильтониан для экситона на поверхности сфе-

ры радиуса a в магнитном поле H , параллельном оси

z, имеет вид

Ĥ = Ĥϕ + Ĥθ + U, (1)

где
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U = − ẽ2√
2a

[ 1− cos θ1 cos θ2 −

− sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2)]
−1/2

. (4)

Здесь ẽ2 – квадрат эффективного заряда (с учетом

фоновой диэлектрической проницаемости), ϕ1,2 и

θ1,2 – угловые координаты на сфере дырки и электро-

на, соответственно, λ1, λ2 = Φ1,2/Φ0, Φ0 – квант маг-

нитного потока, Φ1,2 = πa2H sin2 θ1,2. Таким обра-

зом, λ1,2 – числа квантов магнитного потока сквозь

окружности, соответствующие полярным углам θ1 и

θ2. Потенциал U(θ1, θ2, ϕ1 − ϕ2) описывает кулонов-

ское притяжение электрона и дырки. Зависимость

гамильтониана (1) лишь от разности ϕ1 −ϕ2 означа-

ет сохранение z-проекции полного момента экситона.

Действительно, легко убедиться в том, что оператор

M̂z = ~

(

−i ∂
∂φ1

− i ∂
∂φ2

)

коммутирует с гамильтониа-

ном, т.е. ему соответствует некоторое квантовое чис-

ло J . Вводя вместо азимутальных углов ϕ1 и ϕ2 но-

вые переменные:

ϕ0 =
m1ϕ1 +m2ϕ2

M
, ψ = ϕ1 − ϕ2, (5)
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где M = m1 +m2, видим, что Mz = −i~∂/∂φ0 и вол-

новую функцию двухчастичной системы можно ис-

кать в виде Ψ = exp(iJϕ0)F (ψ, θ1, θ2). После подста-

новки и сокращения на exp(iJϕ0) приходим к урав-

нению Шредингера на F :

~
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F +

+ (U + Ĥθ)F = EF ; µ = m1m2/M. (6)

Чтобы исключить из (6) первую производную

∂F/∂ψ, пишем F = eiΛψf и подбираем Λ(θ1, θ2):

Λ = −1

2

eH

µc

(

~/m1a
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2 sin2 θ2
)

−1
. (7)

Окончательно имеем
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(разумеется, экспонента eiΛψ сокращается после вы-

числения действия оператора Ĥθ на feiΛψ). Слага-

емое W (θ1, θ2) представляет собой часть эффектив-

ного потенциала, определяющего движение частиц

вдоль меридианов. В сильном магнитном поле эти

движения являются малыми колебаниями (с ампли-

тудой порядка магнитной длины lH) около центров

подвески осцилляторов Ландау:

W (θ1, θ2) =
~
2

2a2
(

m1 sin
2 θ1 +m2 sin

2 θ2
) ×

×
[

J − Φ̃

Φ0
(sin2 θ1 − sin2 θ2)

]2

, (9)

где Φ̃ = πa2H – магнитный поток через экваториаль-

ное сечение сферы.

Вторая часть эффективного потенциала, ε(θ1, θ2),

находится как собственное число укороченного урав-

нения (8), в котором θ1 и θ2 считаются фиксирован-

ными параметрами:

− ~
2

2a2

(

1

m1 sin
2 θ1

+
1

m2 sin
2 θ2

)

∂2f1
∂ψ2

+

+ Uf1 = εf1. (10)

Такое приближение оправдано физической кар-

тиной движения: θ1 и θ2 отклоняются от своих

средних значений, соответствующих положениям то-

чек подвеса осцилляторов, на величины порядка

lH/a ≪ 1, тогда как угол ψ изменяется в интерва-

ле [−2π, 2π]. Предлагаемая приближенная схема ана-

логична схеме, используемой в теории колебательно-

вращательных спектров молекул: сначала решается

задача о вращении молекулы как жесткого ротато-

ра (все атомы закреплены в равновесных положени-

ях), а затем приближенно учитываются малые коле-

бания атомов (с амплитудами, много меньшими длин

валентных связей). Таким образом, уравнение (10)

описывает магнитоэкситоны в одномерном кванто-

вом кольце, причем магнитное поле уже исключе-

но преобразованием F = eiΛψf . Заметим, что теперь

приведенная масса экситона и фаза Λ параметриче-

ски зависят от углов θ1, θ2 (см. (7) и (10)). Эта задача

решена в работе [6]. В ней показано, что условия пе-

риодичности полной волновой функции по ϕ1 и ϕ2

приводят к следующим требованиям: J – целое чис-

ло, ε – периодическая функция с периодом 2π.

Следующим шагом является учет флуктуаций ве-

личин θ1, θ2, который требует решения уравнения

[

Ĥθ +W (θ1, θ2) + ε(θ1, θ2)
]

f2 = Ef2. (11)

При этом в рамках описанной приближенной схемы

следует пренебречь производными ∂Λ/∂θ1, θ2, т.е. ре-

зультатом действия оператора Ĥθ в уравнении (8)

на exp (iΛψ). Нас будет интересовать минимальная

энергия экситона, т.к. обычно рекомбинационное из-

лучение возникает уже после релаксации экситонов

к основному состоянию как по внутренним степеням

свободы, так и по движению центра тяжести. Ве-

личина ε(θ1, θ2), как показано в [6], равна уровню

энергии ε0 в кулоновской яме U(θ1, θ2) с добавлением

осциллирующего вклада ε̃ (эффект типа Ааронова–

Бома) за счет туннелирования электрона и дырки

друг к другу вдоль кольца. Этот вклад экспонен-

циально мал, если эффективный боровский ради-

ус меньше 2πa. Таким образом, следует искать ре-

шение уравнения (11) вблизи минимума потенциала

W + ε0. Результаты оказываются качественно раз-

личными для “светлого” (J = 0) и темного (J 6= 0)

экситонов.

Начнем со случая J = 0. Тогда функция

W =
1

8

(

eHa

c

)2
(sin2 θ1 − sin2 θ2)

2

m1 sin
2 θ1 +m2 sin

2 θ2
(12)

в области определения углов θ1, θ2 от 0 до π дости-

гает минимума (равного нулю) на прямых θ1 = θ2
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и θ1 + θ2 = π. Если θ0 – произвольная точка на од-

ной из этих прямых, то разложение W вблизи ми-

нимумов θ1, θ2 ≈ θ0 и θ1 = θ0, θ2 = π − θ0 имеет

вид W ≈ cos2 θ0(θ1 − θ2)
2, т.е. абсолютному миниму-

му части эффективного потенциала W соответству-

ет точка θ1 = θ2 = π/2. Вводя малые отклонения

x = θ1 − π/2, y = θ2 − π/2, приближенно получим

W =
1

8

(

eHa

c

)2
(

x2 + y2
)2
, (13)

Ĥθ = − ~
2

2m1a2

(

∂2

∂x2
− x

∂

∂x

)

−

− ~
2

2m2a2

(

∂2

∂y2
− y

∂

∂y

)

(14)

(в операторе Ĥθ кинетической энергии cot θ1, θ2 раз-

ложен вблизи θ1 = θ2 = π/2); U ≈ ẽ2/2a| sinψ/2|.
Таким образом, для J = 0 основное состояние си-

стемы соответствует движению обеих частиц вдоль

экватора сферы в кольце конечной ширины, кото-

рая определяется удерживающим (confinement) по-

тенциалом (13). Последний в полярных координатах

ρ, ϕ имеет вид ρ4 cos2 2ϕ, т.е. отвечает двумерному

анизотропному ангармоническому осциллятору. При

этом вдоль четырех направлений, ϕ = ±π/4,±3π/4,

частица может уйти на бесконечность. Однако мно-

жество таких траекторий имеет нулевую меру. Пря-

мой вариационный метод с пробной функцией f ∼
exp(−αx2−βy2) приводит к следующему выражению

для энергии основного состояния в пределе сильного

поля (a/lh ≫ 1):

E0 =
~
2

4a2
(a/lH)

4/3

[

u0
m1

+
v0
m2

+

+
1

4M

(

3

2u20
+

3

2v20
− 1

u0v0

)]

. . . , (15)

где u0, v0 – положительные решения системы урав-

нений
u3v

m1
+
u− 3v

4M
= 0,

v3u

m2
+
v − 3u

4M
= 0.

(16)

На рис. 1 показаны зависимости u0 и v0 от отноше-

ния масс m1/m2. Из (15) мы видим, что попереч-

ные (т.е. вдоль меридианов, продольному движению

экситона как целого соответствует его перемещение

вдоль параллелей) движения частиц при J = 0 при-

водят к вкладу в полную энергию, пропорционально-

му H2/3. Результат численного решения для значе-

ния m1/m2 = 0.3 показан на рис. 2. Пунктирной кри-

Рис. 1. Зависимости коэффициентов u0, v0 от отноше-

ния масс электрона и дырки

Рис. 2. Зависимость энергии основного состояния (в

единицах ~
2/2a2µ) “светлого” (J = 0) экситона от маг-

нитного поля. Пунктир – значение энергии основно-

го состояния, рассчитанное по приближенной форму-

ле (15)

вой на том же рисунке представлен результат вари-

ационного расчета по формуле (15). Видно, что при-

ближенное решение дает верное значение для энер-

гии основного состояния экситона и ее зависимости

от магнитного поля. Расхождение с точным решени-

ем определяется величиной следующего порядка ма-

лости по энергии.

При J 6= 0 (“темный” экситон) эффективный по-

тенциал (9) имеет два эквивалентных абсолютных

минимума: θ10 = π/2, θ20 = 0.5 arccos(2Γ − 1), где

Γ = JΦ0/Φ̃, и θ20 = π/2, θ10 = 0.5 arccos(2Γ − 1),

т.е. либо электрон – на экваторе, дырка – на широ-

те θ2, либо наоборот. Будем считать магнитное поле

для данного J достаточно сильным, так что Γ < 1 и

минимальное значение W равно нулю. Случай Γ > 1,
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min W > 0 может быть рассмотрен аналогично, хо-

тя и требует несколько более громоздких выкладок.

Снова вводя малые отклонения x = θ1 − π/2, y =

= θ2 − θ20, получим уравнение для меридионального

движения частиц:

− ~
2

2m1a2
∂2f

∂x2
− ~

2

2m2a2

(

∂2f

∂y2
+

√

Γ

1− Λ

∂

∂y

)

f +

+ [ε0(θ20) + ε̃]f +
~
2(a/lH)4

2a2[m1 +m2(1− Γ)]
×

× [x2 + (2Γ− 1)y2 + 2
√

Γ(1 − Γ)y]2f = Ef. (17)

Здесь ε0(θ20) – основной уровень в яме U(θ1 = π/2,

θ2 = θ20) с U из уравнения (4). Это сглаженная ку-

лоновская яма, не имеющая сингулярности в нуле.

Уровень ε0(θ20) зависит от магнитного поля и от J

согласно определению величины θ20.

Видно, что теперь разложение эффективного по-

тенциала вблизи минимума начинается с квадратич-

ного по θ2 − θ20 члена. В этом низшем приближении

задача становится полностью эквивалентной своему

“плоскому” аналогу: гармонические колебания по оси

y и свободное движение по оси x. Чтобы учесть вклад

от ангармонических членов, снова воспользуемся ва-

риационным методом с той же, что и выше, проб-

ной функцией. В данном случае вычисления оказы-

ваются более громоздкими. Поэтому сразу приведем

результаты. Если J ≪ (a/lH)2/3, то Γ ≪ 1 и, как

и должно быть, воспроизводятся полученные фор-

мулы (15), (16), т.е. E0 − (ε0 + ε̃) ∝ H2/3. Если же

J ≫ (a/lH)
2/3, то Γ может быть и порядка единицы,

а для энергии в главном порядке по lH/a получается

E0 − (ε0 + ε̃) =
3~2

8a2m2
×

×
{

Γ(1− Γ)m2

[m1 +m2(1− Γ)]v

}1/2
a2

l2H
. (18)

Поскольку сама величина Γ зависит от поля (Γ ∼
∼ 1/H), формула (18) описывает довольно слож-

ную зависимость энергии основного состояния экси-

тона от магнитного поля. Численно найденная зави-

симость E0(H) представлена на рис. 3.

Характерной особенностью “темного” экситона

является то, что минимуму энергии соответству-

ет пространственное разделение электрона и дырки

(θ1 6= θ2), причем среднее расстояние между ни-

Рис. 3. Зависимость энергии основного состояния (в

единицах ~
2/2a2µ) “темного” (J 6= 0) экситона от маг-

нитного поля для значений углового момента J = 3,

10, 30

ми – свое для каждого J и зависит от магнитного

поля. Эта картина напоминает радиально поляри-

зованный экситон (электрон и дырка локализованы

на двух концентрических окружностях), изученный

в [7]. Как и в [3], с ростом магнитного поля роль ос-

новного состояния последовательно переходит к со-

стояниям с разными J .

Итак, мы показали, что в квантовых точках типа

core–shell, помещенных в магнитное поле, значитель-

ную роль играет неоднородность нормальной к по-

верхности компоненты поля. Энергия магнитоэкси-

тона нетривиальным образом зависит от поля, при-

чем эта зависимость существенно определяется зна-

чением момента центра тяжести.
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