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С использованием сферически-симметричного самосогласованного подхода проанализированы воз-

можные типы элементарных возбуждений в симметричной спин-орбитальной модели на квадратной

решетке. Рассчитаны спектры возбуждений. Исследовано поведение соответствующих корреляционных

функций в зависимости от температуры и параметров модели. Построена схематическая фазовая диа-

грамма. Показано, что термодинамика системы в значительной мере определяется элементарными воз-

буждениями с тесно взаимосвязанными спиновыми и орбитальными степенями свободы.
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1. Введение. В системах с сильно коррелирован-

ными электронами, таких, как соединения переход-

ных металлов, тесная взаимосвязь спиновых, орби-

тальных и зарядовых степеней свободы приводит к

необычайному разнообразию фазовых диаграмм и к

весьма необычным явлениям, например к колоссаль-

ному магнитосопротивлению [1–4].

В недопированных соединениях (магнитных ди-

электриках) магнетизм обусловлен сверхобменным

взаимодействием Андерсона [5], связанным с вирту-

альными перескоками электронов с центра на центр

и приводящим к гамильтониану типа Гейзенберга.

В системах с орбитальным вырождением магнетизм

обычно описывается спин-орбитальными моделями,

в которых спиновое взаимодействие гейзенберговско-

го типа дополняется взаимодействием между орби-

талями, а также взаимодействием этих двух подси-

стем. Таким образом, орбитали определяют взаимо-

действие между спинами, и наоборот. Однако в ре-

альных соединениях обменный механизм взаимодей-

ствия орбиталей сосуществует и с чисто решеточ-

ным (ян-теллеровским) механизмом [6]. При задан-

ном заполнении орбиталей величина и знак обменно-

го взаимодействия задаются правилами Гудинафа–

Канамори–Андерсона [7]. С формальной точки зре-
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ния такая спин-орбитальная физика может интер-

претироваться как обобщение модели Гейзенберга,

где обменные интегралы сами являются операто-

рами, зависящими от орбитальных степеней свобо-

ды [8, 9]. В результате и спиновое, и орбитальное вза-

имодействия могут быть как ферро-, так и антифер-

ромагнитного типа. При этом обменное взаимодей-

ствие оказывается сильно фрустрированным даже на

квадратной и кубической решетках, что усиливает

квантовые эффекты в таких системах [10]. Таким об-

разом, спины и орбитали формируют “запутанное”

квантовое состояние, которое в последнее время вы-

зывает значительный интерес (см., например, обзор

[11]). Особенно ярко эти квантовые эффекты прояв-

ляются в случае квадратной решетки [12, 13]. Ши-

роко обсуждаемой темой являются также специфи-

ческие для орбитальных систем элементарные воз-

буждения – орбитальные волны, или орбитоны (ана-

лог спиновых волн в магнитоупорядоченных мате-

риалах) [14, 15]. Тем не менее, несмотря на все воз-

растающий интерес к орбитальной физике и боль-

шое число работ в этом направлении, роли квантовой

“запутанности” в спин-орбитальных возбуждениях и

их вкладу в термодинамику соответствующих систем

до сих пор не уделялось должного внимания. Мы

рассмотрим эту проблему на примере симметричной

спин-орбитальной модели на квадратной решетке,
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воспользовавшись сферически-симметричным само-

согласованным подходом, дающим надежные резуль-

таты для низкоразмерных спиновых систем [16, 17].

Ниже демонстрируется, что данный подход эффек-

тивен для выявления квантовой запутанности спи-

новых и орбитальных степеней свободы и ее влияния

на спектры элементарных возбуждений, а также свя-

занных с ней корреляционных эффектов, проявляю-

щихся даже в отсутствие дальнего порядка.

2. Формулировка задачи. Будем исходить из

симметричного варианта спин-орбитальной модели

(иногда называемой моделью Кугеля–Хомского) на

квадратной решетке [9]. Соответствующий гамиль-

тониан имеет вид

Ĥ =
J

2

∑

i,g

ŜiŜig+
I

2

∑

i,g

T̂iT̂ ig+
K

2

∑

i,g

(
ŜiŜig

)(
T̂iT̂ ig

)
,

Ĥ = Ĵ + T̂ + K̂, (1)

где g – вектора ближайших соседей, ig = i+ g, Ŝi и

T̂i – операторы спина и псевдоспина, отвечающего за

орбитальные степени свободы, S = 1/2, T = 1/2.

Мы будем рассматривать случай антиферромаг-

нитного (АФМ) взаимодействия внутри каждой из

подсистем, J = I > 0, и отрицательного межподси-

стемного обмена, K < 0 (ниже все энергетические

величины приводятся в единицах J = I = 1). Прове-

денный ранее анализ фазовой диаграммы одномер-

ной симметричной спин-орбитальной модели [18] по-

казывает, что именно при таком соотношении пара-

метров эффекты взаимодействия спиновых и орби-

тальных степеней свободы выражены наиболее на-

глядно. Более того, при этом явным образом про-

является и “запутанность” спиновых и орбитальных

возбуждений [19, 20].

Отметим также, что в двумерном (2D) случае

при конечных температурах в настоящее время от-

сутствует общепризнанное описание антиферромаг-

нетика даже для одной подсистемы (K = 0). Ни-

же используется один из вариантов среднего поля –

сферически-симметричный самосогласованный под-

ход (СССП) (см., например, [16, 21, 22]). Отличитель-

ной чертой такого подхода является возможность на-

хождения температурного поведения корреляцион-

ных функций вида 〈ŜiT̂i〉, описывающих связь под-

систем. При этом рассмотрение точно удовлетворяет

условию сферической симметрии (в соответствии с

теоремой Мермина–Вагнера [23]), все узлы в системе

равноправны, одноузельные средние

〈Ŝi〉 = 〈T̂i〉 = 0, (2)

корреляционные функции для различных компонент

спина и псевдоспина (α 6= β) также равны нулю:

〈Ŝα
i Ŝ

β
j 〉 = 0, 〈T̂α

i T̂
β
j 〉 = 0, 〈Ŝα

i T̂
β
j 〉 = 0. (3)

3. Случай K = 0. При отсутствии связи между

подсистемами, т.е. при K = 0, в рамках СССП спин-

спиновая функция Грина Gzz (ω,q) = 〈Sz
q|S

z
−q〉ω

(Gzz = Gxx = Gyy), как известно, имеет вид [16, 22]

Gzz (ω,q) =
Fq

ω2 − ω2
q

, (4)

где числитель определяется выражением

Fq = −8J(1− γq)cg, (5)

γq =
1

4

∑

g

eiqg =
1

2
(cos qx + cos qy), (6)

cg = 〈Ŝz
i Ŝ

z
i+g〉 – спин-спиновая корреляционная

функция для ближайших соседей.

Спектр спиновых возбуждений ωq записывается

в виде

ω2
q = 2J2(1− γq)

{
1+4

[
c̃2g +2c̃d − c̃g(1+ 4γq)

]}
. (7)

В (7) в рамках приближения одной вершинной по-

правки α корреляторы c̃r = αcr [16, 17, 24]. Три кор-

релятора cr (где r = g, d, 2g – первый, второй и тре-

тий ближайшие соседи) и вершинная поправка нахо-

дятся самосогласованно через функцию Грина Gzz

при дополнительном условии точного соответствия

ограничению на величину спина 〈Ŝ
2

i 〉 = 3/4.

В отличие от подходов, предполагающих двух-

подрешеточное основное состояние, в СССП точки

зоны Бриллюэна Γ = (0, 0) и Q = (π, π) неэквива-

лентны. При T 6= 0 (и K = 0) дальний АФМ-порядок

в каждой из подсистем отсутствует. В спектре спи-

новых возбуждений (7) щель в точке Q открыта,

ωQ > 0, а спин-спиновый коррелятор на бесконеч-

ности равен нулю. При T → 0 щель в Q закрыва-

ется, а спин-спиновый коррелятор на бесконечности

отличен от нуля (он меняет знак в соответствии с

правилом “манхэттенской длины”, т.е. при сдвиге на

постоянную решетки по горизонтали или по вертика-

ли), что означает появление дальнего АФМ-порядка.

То же самое справедливо и для подсистемы псевдо-

спина.

4. Учет S−T взаимодействия. Рассмотрим

структуру третьего члена в (1):

K̂ =
K

2

∑

i,g

Sα
i S

α
igT

β
i T

β
ig =

∑

〈i,j〉

K̂i,j, (8)

K̂i,j = KSα
i S

α
j T

β
i T

β
j (α, β = x, y, z), (9)
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где 〈i, j〉 отвечает суммированию по связям ближай-

ших соседей.

С учетом сферической симметрии (условий (2) и

(3)) гамильтониан K̂ в среднеполевом представлении

допускает выделение ненулевых средних типа 〈ŜŜ〉,

〈T̂ T̂ 〉 и 〈ŜT̂ 〉. Выделение средних типа 〈ŜŜ〉, 〈T̂ T̂ 〉

приводит только к перенормировкам констант I и J ,

не содержащим перепутывания подсистем. Их мы бу-

дем опускать. Тогда K̂ будет иметь следующее сред-

неполевое представление:

K̂i,j ≈ a K̂a
i,j + bK̂b

i,j, (10)

K̂a
i,j = Sα

i T
α
i 〈S

α
j T

α
j 〉+ 〈Sα

i T
α
i 〉S

α
j T

α
j −

− 〈Sα
i T

α
i 〉〈S

α
j T

α
j 〉, (11)

K̂b
i,j = Sα

i T
α
j 〈S

α
j T

α
i 〉+ 〈Sα

i T
α
j 〉S

α
j T

α
i −

〈Sα
i T

α
j 〉〈S

α
j T

α
i 〉. (12)

При этом должно выполняться условие a + b = 1.

Последнее есть следствие того, что мы в средне-

полевом представлении равно пренебрегаем квадра-

тичными по флуктуациям слагаемыми вида 〈δS δS〉,

〈δT δT 〉, 〈δS δT 〉. Недиагональные по греческим ин-

дексам члены в (11), (12) выпадают в силу усло-

вий (3).

Случай (11) отвечает выделению внутриузель-

ных средних, случай (12) – выделению средних от

операторов, относящихся к соседним узлам. Физи-

чески очевидно, что (11) – вариант a – дает основ-

ной вклад в конечные результаты. Он отвечает S- и

T -корреляциям на одном узле, которые определяют-

ся внутриузельными кулоновскими взаимодействия-

ми и представляются более существенными.

Отметим, что в формальном пределе I = J = 0,

K 6= 0 эти случаи отвечают совершенно различным

состояниям системы. При a = 1, b = 0 система распа-

дается на одноузельные невзаимодействующие “ди-

меры”, составленные из операторов Ŝ и T̂. Включе-

ние I = J > 0 “разбалтывает” димеры.

В случае a = 0, b = 1 система распадается на

две “шахматные” подсистемы, в каждой из кото-

рых на одной из подрешеток находятся операторы

Ŝ, а на другой – операторы T̂. При этом (в пределе

I = J = 0, K 6= 0) в каждой из подсистем устанав-

ливается ферромагнитный порядок. При I = J > 0

включается взаимодействие подсистем.

Все дальнейшие вычисления были проделаны с

учетом вкладов обоих типов, (11) и (12). Далее энер-

гия минимизировалась по коэффициентам a, b. Во

всей рассмотренной области параметров это приво-

дило к пределу a = 1, b = 0. Ниже все выражения

для краткости приводятся именно в этом пределе,

т.е. с учетом только членов вида (11).

5. Корреляторы и спектр при K 6= 0.

При ненулевом взаимодействии подсистем необ-

ходимо вводить как спин-спиновую, так и спин-

псевдоспиновую функции Грина:

Gzz
q =

〈
Sz
q | Sz

−q

〉
ω
, (13)

Rzz
q =

〈
T z
q | Sz

−q

〉
ω

(14)

(
〈
T z
q | T z

−q

〉
ω
=

〈
Sz
q | Sz

−q

〉
ω
, поскольку мы рассмат-

риваем симметричный случай I = J).

Вычисления в рамках стандартной схемы СССП

приводят к следующим выражениям для Gzz
q и Rzz

q :

Gzz
q =

Fac(q)

ω2 − ω2
ac(q)

+
Fopt(q)

ω2 − ω2
opt(q)

, (15)

Rzz
q =

Fac(q)

ω2 − ω2
ac(q)

−
Fopt(q)

ω2 − ω2
opt(q)

, (16)

где

Fac =
F1 + F2

2
, Fopt =

F1 − F2

2
, (17)

F1 = −8Jcg(1− γq)−Mm0, F2 = Mm0, (18)

а спектры возбуждений

ω2
ac(q) = W + Z, ω2

opt(q) = W − Z, (19)

W = 2J2(1−γq)
{
1 + 4

[
c̃2g+2c̃d− c̃g(1+4γq)

]}
+

+ 4JM(2m̃g − m̃gγq − m̃0γq) +
1

8
M2, (20)

Z = −4JM [c̃g(1− γq) + m̃g − m̃0γq]−
1

8
M2. (21)

Здесь M = 8Km0, γq определена в (6), c̃g, c̃d
и c̃2g – по-прежнему спин-спиновые корреляторы

на трех первых координационных сферах (с уче-

том вершинных поправок). В (20), (21) входят так-

же внутриузельный (m0) и межузельный (mg) спин-

псевдоспиновые корреляторы.

m0 = 〈Sz
i T

z
i 〉, mg = 〈Sz

i T
z
ig〉, (22)

причем для соответствующих вершинных поправок

в m̃0 = α0
STm0, m̃g = αg

STmg принято простейшее

приближение: α0
ST = αg

ST = 1.

Всегда выполняются следующие соотношения:

ωopt(Γ) ≥ ωac(Γ) = 0, ωac(Q) ≥ ωopt(Q) ≥ 0. (23)

Численная процедура при K 6= 0 аналогична опи-

санной выше для K = 0. Все входящие в задачу кор-

реляторы (cr (r = g, d, 2g), m0, mg) и вершинная по-

правка находятся самосогласованно через функции

Грина Gzz и Rzz. Приводимые ниже результаты от-

носятся к случаю ненулевых температур.
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимости спин-спинового

коррелятора cg на ближайших соседях, а также спин-

псевдоспиновых корреляторов m0 и mg на первой

и второй координационных сферах от температуры

и межподсистемного обмена K. Кривые, образующие

“нос утконоса”, — m0 (m0 < 0) и mg (mg > 0). Цифры

1–8 нумеруют температуру: 1 – T = 0.1, 2 – 0.2 и т.д.

Нижние кривые — cg (указаны граничные значения T )

6. Результаты и обсуждение. На рис. 1

представлено поведение спин-спинового корреля-

тора cg для ближайших соседей, а также спин-

псевдоспиновых (спин-орбитальных) корреляторов

m0 и mg на первой и второй координационных

сферах при изменении температуры и межподси-

стемного обмена K.

Видно, что при некотором значении K, завися-

щем от температуры, как одноцентровые (m0), так

и межцентровые (mg) спин-орбитальные коррелято-

ры принимают ненулевые значения и начинают резко

возрастать по абсолютной величине. В то же время

спин-спиновый коррелятор cg меняется плавно, без

каких-либо особенностей. Это указывает на возник-

новение в системе “запутанного” состояния, характе-

ризуемого ненулевыми спин-орбитальными корреля-

торами. Переход в такое состояние напоминает фа-

зовый переход II рода. При этом дальний порядок,

как спиновый, так и орбитальный, строго говоря, от-

сутствуют.

На рис. 2 показана фазовая диаграмма (области с

нулевыми и ненулевыми спин-псевдоспиновыми кор-

реляциями). Граница раздела хорошо описывается

степенной зависимостью с показателем, близким к

1/2.

Рис. 3 представляет температурную зависимость

спин-псевдоспиновых корреляторов m0 и mg для

нескольких фиксированных значений K. Эти кри-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Области с нулевыми и ненуле-

выми спин-псевдоспиновыми корреляциями. Фазовая

граница хорошо описывается кривой Tc = 0.55|K|0.55

вые тоже хорошо описываются степенным законом

m ∼ (Tc−T )α со слабо зависящим от K показателем

α ∼ 0.3−0.5. Отличие m0 и mg от нуля при T & Tc (в

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости спин-

псевдоспиновых корреляторов m0 и mg от темпе-

ратуры для нескольких фиксированных значений K.

В каждой паре кривых верхняя – |m0|, нижняя –

mg. Все кривые описываются степенным законом

m ∼ (Tc − T )α со слабо зависящим от K показателем

α ∼ 0.3−0.5

масштабе рисунка практически незаметное) характе-

ризует ошибку самосогласования.

На рис. 4 и 5 показаны спектры элементарных

возбуждений ωac(q) и ωopt(q) (19) при температу-

ре T = 0.3 для слабого (K = −0.4) и сильного

(K = −3.0) взаимодействия между подсистемами. В

первом случае расщепление спектра мало и заметно
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Спектры элементарных воз-

буждений ωac(q) и ωopt(q) (19) при T = 0.3 и сла-

бом расщеплении (K = −0.4). Показана четверть зоны

Бриллюэна

Рис. 5. (Цветной онлайн) Спектры элементарных воз-

буждений ωac(q) и ωopt(q) (19) при T = 0.3 и силь-

ном расщеплении (K = −3.0). Верхние участки ветвей

спектра образуют почти бездисперсионную область.

Показана четверть зоны Бриллюэна. Масштаб по осям

такой же, как на рис. 4

только в окрестностях высокосимметричных точек

Γ = (0, 0) и Q = (π, π). Во втором же оно так ве-

лико, что верхние участки ветвей образуют практи-

чески бездисперсионную область. Спектр расщеплен

при T < Tc, что, как следует из рис. 2, верно в обоих

случаях. Из рис. 4 и 5 видно, что соотношения (23)

выполнены. В частности, ветвь ωac(Γ) всегда явля-

ется голдстоуновской. Расщепление ветвей растет с

ростом |K| и падает с ростом T .

При K = 0 подсистемы S и T независимы, и

(поскольку рассматривается случай I = J) спектры

возбуждений в них одинаковы, m0 = mg = 0. При

достаточно большом K 6= 0 вырожденный спектр

возбуждений расщепляется на две ветви. Это озна-

чает, что при измерении спиновой восприимчивости

χ(q, ω) должен наблюдаться дополнительный пик,

обусловленный взаимодействием подсистем.

7. Заключение. Таким образом, мы про-

демонстрировали, что для симметричной спин-

орбитальной модели характерно возникновение

состояния с ненулевыми значениями корреляцион-

ных функций, отвечающих “запутыванию” спиновых

и орбитальных степеней свободы. Переход в такое

состояние имеет общие черты с фазовым переходом

II рода.

Было бы интересным проанализировать харак-

терные черты этого “запутанного” состояния и для

более реалистичных моделей (с учетом анизотропии,

других соотношений между обменными интегралами

и т.д.).
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