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На примере атомного бозе-эйнштейновского конденсата выполнен анализ динамики солитона в од-

номерной ловушке с неподвижными и осциллирующими стенками. Продемонстрировано согласие след-

ствий упрощенного ньютоновского уравнения, описывающего взаимодействие солитона с его противо-

фазными зеркальными отражениями, и исходного уравнения Гросса–Питаевского. Проведено сравнение

с динамикой точечной классической частицы в задаче Ферми–Улама.
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В настоящее время в различных разделах физики

широко используются модели Ферми [1] и Улама [2]

движения классической частицы между осциллиру-

ющими стенками. Анализ модели Ферми–Улама при-

вел в том числе к глубоким результатам в статисти-

ческой физике [3, 4]. В данной работе рассматрива-

ется подобная модель с заменой точечной классиче-

ской частицы на солитон на примере атомного бозе-

эйнштейновского конденсата (БЭК). Как показыва-

ет прямое решение уравнения Гросса–Питаевского,

при указанных ниже условиях солитон в одномер-

ной ловушке с осциллирующими стенками не разру-

шается, что и делает правомерным его сопоставление

с частицей. Основное различие здесь связано с про-

странственной протяженностью солитона. Отметим,

что “идеальный” солитон отвечает локализованной

волновой структуре в бесконечном однородном про-

странстве различной размерности. Однако если раз-

мер системы существенно превышает протяженность

солитона, то понятие “солитон” физически оправда-

но. Выяснению подлежит вопрос о соотношении ча-

стицеподобных и волновых свойств солитона и об

отличиях его динамики от динамики классической

частицы. Некоторые свойства нелинейных структур

БЭК в динамических ловушках (с осциллирующими

стенками) изучались в [5, 6]. Здесь же, по-видимому

впервые, рассматривается задача Улама [2] примени-

тельно к солитонам.

Атомарный БЭК в сигарообразной (эффективно

одномерной) ловушке описывается уравнением
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Гросса–Питаевского для коллективной волновой

функции ψ(z, t):

i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2mp

∂2ψ

∂z2
+ U0|ψ|2ψ,

ψ[z = Lleft(t), t] = ψ[z = Lright(t), t] = 0.

(1)

Здесь ~ – приведенная постоянная Планка, mp –

масса атомов, U0 – постоянная межатомного взаи-

модействия (далее считается, что U0 < 0), t – вре-

мя, z – продольная координата (вдоль оси ловуш-

ки). Уравнение (1) оправдано для разреженного газа

при нулевой температуре. Граничные условия отве-

чают отсутствию проникновения атомов через стен-

ки ловушки, положение которых Lleft/right зависит от

времени. Для непроникновения атомов необходимо

создать для них достаточно глубокую потенциаль-

ную яму, что вполне доступно для хорошо изучен-

ных магнитных ловушек [7]. Резкость изменения по-

тенциала в области стенок ловушки не имеет столь

принципиального значения. При этом малая вероят-

ность туннелирования атомов через барьеры обеспе-

чивает большое время жизни конденсата в ловушке,

ограничивающее доступное экспериментально время

наблюдения.

В неограниченной среде уравнение (1) решает-

ся методом обратной задачи рассеяния [8]. В без-

размерной форме, t′ = t/T , z′ = z/Z, ψ′ = ψ/n,

Z2 = ~T/(2mp), n
2 = ~/(T |U0|) (1) принимает вид

(штрихи опускаем)

i
∂ψ

∂t
+
∂2ψ

∂z
+ |ψ|2ψ = 0. (2)
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Неподвижные стенки, Lleft = −L0/2, Lright =

= L0/2. В отличие от классической точечной час-

тицы, которая может покоиться в любом положе-

нии внутри ловушки длиной L0, даже узкий соли-

тон (с характерной шириной W ≪ L0) из-за взаимо-

действия его хвостов со стенками может быть непо-

движным только при расположении в центре ловуш-

ки (z = zc = 0). Для неподвижного стационарного

солитона ψ(z, t) = eivtΨ(z). Тогда для вещественной

функции Ψ(z) из (2) следует сохранение величины

1

2

(

dΨ

dz

)2

+

(

−1

2
vΨ2 +

1

4
Ψ4

)

=W = const. (3)

В неограниченной среде (предел L0 → ∞) солитон

имеет стандартный профиль:

Ψ0(z) =
A

ch (z/w)
, v =

1

w2
, A2 =

2

w2
. (4)

В ловушке конечной длины (граничное условие

Ψ(±L0/2) = 0) профиль солитона отвечает горбу

кноидальной волны:

Ψ = bcn

(
√

a2 + b2

2
z,

b√
a2 + b2

)

, (5)

a2 =
√
v2 + 4W − v, b2 =

√
v2 + 4W + v,

L0 = 2

√

2

a2 + b2
K

(

b√
a2 + b2

)

.
(6)

Здесь K – полный эллиптический интеграл, cn – эл-

липтическая функция Якоби. Таким образом, при

фиксированной длине ловушки имеется однопара-

метрическое семейство локализованных решений со

спектральным параметром v, связанным с шириной

солитона w, причем при w ≪ L0 форма солитона

хорошо описывается соотношениями (4). При этом

согласно (4) граничные условия можно удовлетво-

рить, сведя задачу к отталкивательному взаимодей-

ствию солитона с его противофазными зеркальными

отражениями в неограниченной среде. Хотя таких

отражений бесконечно много, при принимаемом да-

лее условии w ≪ L0 с солитоном существенно взаи-

модействуют только два наиболее близких “отражен-

ных” солитона – от левой и от правой стенки.

Движение узкого солитона в стационарной ло-

вушке. Замена задачи о “солитоне в ящике” на задачу

о взаимодействии этого солитона с двумя его проти-

вофазными зеркальными изображениями оправда-

на при дополнительном условии, согласно которому

удаление солитона от стенок значительно превышает

его ширину w, т.е. |zc(t) ± L0/2| ≫ w. Тогда движе-

ние центра солитона zc(t) можно описать ньютоно-

выми уравнениями движения [9] при соответствую-

щем потенциале взаимодействия. Так как взаимодей-

ствие солитона с его изображениями является оттал-

кивательным и происходит за счет перекрывания их

далеких хвостов, амплитуда которых убывает экспо-

ненциально с удалением от центра солитона, уравне-

ние движения можно записать в виде

d2zc
dt2

= −w
2
ω2
0 sinh

(

2

w
zc

)

. (7)

Смысл величины ω0 выявляется в случае малых ос-

цилляций солитона около середины ловушки (zc ≪
≪ w/2). Тогда

d2zc
dt2

= −ω2
0zc, zc = zc0 cos(ω0t+ ϕ0) (8)

(амплитуда zc0 и фаза ϕ0 произвольны). Таким

образом, ω0 – частота малых (гармонических)

осцилляций солитона около середины ловушки.

Эту величину можно найти в подходе Горшкова–

Островского [9]. С прямым решением уравнения

Гросса–Питаевского (1) хорошо согласуется следую-

щее выражение:

ω0 =
8L2

0

w2
exp

(

−L0

2w

)

. (9)

Отметим, что для точечной классической частицы

малые колебания типа (8) невозможны. Нормируя

отклонение центра солитона и время: y = zc/(w/2),

t′ = ω0t, приводим (7) к универсальному (не содер-

жащему параметров) виду (штрих опускаем):

d2y

dt2
= − sinh y. (10)

Решения (10) с начальными условиями y(0) = 0,

V0 = y′(0) =
√

2(W − 1), W > 1 являются перио-

дическими с периодом

T = 4

√

2

W + 1
K

(

√

W − 1

W + 1

)

. (11)

Траектория центра солитона имеет вид

y(t) =

= Arch

[

1+(W − 1)cn2

(

√

W + 1

2
(t− t0),

√

W − 1

W + 1

)]

.

(12)
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При W − 1 ≪ 1 колебания оказываются гармони-

ческими с периодом 2π. С ростом W период умень-

шается, амплитуда колебаний возрастает, а траекто-

рия приближается к пилообразной (при больших на-

чальных значениях скорость слабо изменяется почти

на всей траектории за исключением окрестностей то-

чек поворота, где она резко меняет знак). На рис. 1

представлены фазовая плоскость уравнения (10) и

Рис. 1. Зависимости y(t) при различных начальных

скоростях солитона V0 в статической ловушке (слева)

и фазовая плоскость уравнения (10) (справа)

несколько траекторий. Их расчет по уравнениям (10)

и (1) с графической точностью совпадает.

Движущиеся стенки ловушки. Дополнительно

к предыдущим ограничениям будем считать, что

частота осцилляций стенок мала по сравнению с

частотой невозмущенного солитона v (см. (4)) и

глубина модуляции положения стенок тоже мала,

|δLleft/right|/L0 ≪ 1. Тогда ньютоновское уравнение

движения для центра солитона имеет вид:

d2zc
dt2

= −w
4
ω2
0 exp

L0

w

(

exp

{

− 2

w
[Lright(t)− zc]

}

−

− exp

{

− 2

w
[zc − Lleft(t)]

})

. (13)

Конкретизируем закон движения стенок:

Lright = L0

[

1

2
+ µ cos(Ωt)

]

,

Lleft = L0

[

−1

2
+ µ cos(Ωt)

]

.

(14)

Теперь уравнение движения принимает вид

d2zc
dt2

= −w
c
ω2
0 sinh

{

2

w
[zc − µL0 cos(Ωt)]

}

. (15)

Введем безразмерную “движущуюся” коорди-

нату центра солитона и безразмерное время:

y = (2/w)[zc − µL0 cos(Ωt)], t
′ = Ωt. Тогда (штрих

опускаем)

d2y

dt2
= −A sinh y+B cos t, A =

ω2
0

Ω2
, B =

2

w
µL0. (16)

При B = 0 это уравнение совпадает с (10). При ма-

лых отклонениях центра солитона (y2 ≪ 1) из (16)

следует консервативный вариант уравнения Дюф-

финга [10]:

d2y

dt2
+Ay = −A

6
y3 +B cos t. (17)

Уравнения (16) и (17) в зависимости от параметров

A и B и начальных условий имеют различные реше-

ния. Вдали от основного резонанса (|B/(A− 1)| ≪ 1)

решение является гармоническим с периодом 2π: y =

= [B/(A−1)] cos t. Периодические решения с различ-

ными периодами возможны, когда величина A близ-

ка к квадрату рациональной дроби с небольшими це-

лочисленными числителем и знаменателем. Вне ре-

зонансов типичны почти периодические колебания, а

также режимы динамического хаоса, как в классиче-

ской задаче Улама [2–4] (см. также [11]). На рис. 2a

и b приведен пример периодической динамики, а на

Рис. 2. Временная зависимость координаты центра со-

литона (a, c) и спектр (фурье-преобразование этой за-

висимости) (b, d) для периодического режима (a, b;

µ = 0.0005, Ω/ω0 = 1, V0 = 0) и для режима дина-

мического хаоса (c, d; µ = 0.1, Ω/ω0 = 6.88, V0 = 4);

w/L0 = 0.0663

рис. 2c и d – пример хаотической динамики. (После-

довательный анализ различных режимов послужит

предметом отдельной статьи.) Решения (16) при при-

нятых условиях хорошо согласуются с прямым реше-

нием уравнения Гросса–Питаевского (1). Различия
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возникают при нарушении основного условия при-

менимости ньютоновского уравнения, когда солитон

приближается к своему зеркальному изображению

на расстояния, сравнимые с его шириной, и утра-

чивается четкий смысл разделения солитона и его

изображения. При достаточно малых начальных ско-

ростях солитона такого сближения не происходит ни

при каких временах. Вместе с тем при достаточно

высоких скоростях солитона на части траектории со-

литон и его изображение перекрываются, что лиша-

ет определенности понятие скорости центра солито-

на. В этих условиях возникают различия динамики

солитона по ньютоновскому уравнению и по уравне-

нию Гросса–Питаевского (рис. 3). Однако даже тогда

Рис. 3. Сравнение динамики центра солитона по “нью-

тоновскому” уравнению (сплошная кривая) и по урав-

нению Гросса–Питаевского (штриховая кривая, µ =

= 0.1, начальная ширина солитона w = 0.03, его на-

чальная скорость V0 = 100)

хорошее согласие можно получить, введя в выраже-

ние для ω0 (9) поправочный численный множитель.

Отметим также, что предполагавшаяся при выводе

ньютоновского уравнения (16) неизменность шири-

ны солитона в центре ловушки в процессе столкно-

вений со стенками подтверждается прямым решени-

ем уравнения Гросса–Питаевского (w сохраняется с

относительной точностью не хуже 10−4 при µ = 0.1

и w = 0.03 на протяжении десятков и сотен столк-

новений). Как указывалось выше, при приближении

к стенкам быстрого солитона его форма претерпева-

ет серьезные изменения, не учитываемые в рамках

ньютоновского уравнения. Однако длительность та-

ких изменений мала (обратно пропорциональна ис-

ходной скорости солитона).

Таким образом, узкий солитон не разрушает-

ся при столкновениях с медленно осциллирующими

стенками ловушки (условия сформулированы выше)

и потому может быть эффективно уподоблен части-

це. Волновые свойства солитона ярко проявляются

при малых скоростях его движения. Примером слу-

жит режим малых колебаний солитона около цен-

тра ловушки, невозможный для классической части-

цы. При больших скоростях динамика солитона при-

ближается к динамике классической частицы. Как

и для классической частицы в задаче Улама [2], ре-

гулярного ускорения солитона не происходит. Имеет

место периодическое, почти периодическое и хаоти-

ческое движение солитона в динамической ловушке.

Ньютоновское уравнение в модели отталкивательно-

го взаимодействия солитона с его противофазными

зеркальными отражениями хорошо описывает дина-

мику солитона в статических и динамических ловуш-

ках.
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