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Предложено объяснение возможности наблюдения квантового эффекта Холла в графене при ком-

натной температуре, принимающее во внимание двумерную природу как электронных, так и фононных

возбуждений. Показано, что двумерный характер электрон-фононного взаимодействия в условиях силь-

ного магнитного поля устанавливает порог для энергии излучаемого или поглощаемого фонона, тем

самым уменьшая долю электронных состояний, вовлеченных в процесс перколяции. Число смешиваю-

щихся состояний оказывается пропорциональным корню из магнитного поля, а не температуре. Поэтому

в достаточно сильном магнитном поле перколяционный порог перестает зависеть от температуры и при

учете исключительно двумерных фононов ограничение на максимальную температуру наблюдения воз-

никает из-за расплывания с температурой фермиевской функции распределения. Также обсуждаются

величина вклада трехмерных фононов и количественное соответствие с экспериментом.
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Введение. Обнаружение “аномального” кванто-

вого эффекта Холла в графене явилось рубежом, по-

сле которого возможность получения моноатомных

углеродных пленок перестала вызывать сомнения.

Пионеры графена А.К. Гейм и К.С. Новоселов бы-

ли удостоены за него Нобелевской премии 2010 г. [1].

Первые впечатляющие результаты были получены

на образцах, изготовленных методом механического

расщепления графита [2–4]. Однако в настоящее вре-

мя все больше развиваются эпитаксиальные техноло-

гии, пригодные для массового производства графена.

При этом наибольшие надежды связываются с мето-

дом осаждения из газовой фазы (CVD) [5, 6]. В таких

образцах “аномальный” эффект практически столь

же хорошо выражен [7]. Заметим, что первоначаль-

но авторами работ [3, 4] в отношении квантового эф-

фекта Холла в графене использовался термин “полу-

целый”. На самом же деле холловская проводимость

σxy квантуется в целых единицах e2/h. Действитель-

но интригующей является последовательность пла-

то, соответствующая удвоенным нечетным числам,

а именно σxy = 2(2n + 1)e2/h. Понять происхожде-

ние такого закона несложно, если принять во внима-

ние вид спектра уровней Ландау в этом материале,

En = sgn(n)
√

2|n|~v0l−1
B , четырехкратное (спиновое
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и долинное) вырождение и симметричность основно-

го уровня Ландау (n = 0) относительно дираковской

точки E0 = 0 (здесь v0 ≈ 108 см/с – эффективная

скорость, фигурирующая в линейном законе диспер-

сии, а lB =
√

~c/eB – магнитная длина). В действи-

тельности “полуцелое” правило квантования не явля-

ется чем-то фундаментальным. При понижении тем-

пературы и усилении магнитного поля наблюдаются

дополнительные плато [8], причем не только четные

(σxy = 0,±4e2/h), но и нечетные (σxy = ±1e2/h).

В результате в пределе нулевой температуры в гра-

фене реализуется стандартная картина целочислен-

ного квантового эффекта Холла. Причинам появле-

ния дополнительных плато посвящена обширная ли-

тература, цитируемая в обзорах [9–11].

На наш взгляд, гораздо более впечатляющим яв-

ляется устойчивость квантового эффекта Холла в

графене к температуре, проявляющаяся вплоть до

300K [12]. Это значение более чем на порядок пре-

вышает рекорды измерений на традиционных струк-

турах с квантовыми ямами [13, 14]. Данный факт

был недооценен большинством исследователей, счи-

тающих его всего лишь проявлением большой вели-

чины энергетической щели между основным (n = 0)

и первыми возбужденными (n = ±1) уровнями Лан-

дау в условиях сильного магнитного поля, так что

|E1 − E0| ≫ T . Такое условие является необходи-
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мым, но не достаточным. В частности, при B = 30Тл

и T = 50K оно с запасом выполнено в квантовых

ямах на основе узкозонных материалов InSb и HgTe,

исследовавшихся в работах [13, 14]. Реальная физи-

ка, определяющая температурный порог наблюдения

квантового эффекта Холла, существенно менее три-

виальна. Она связана с неупругими взаимодействия-

ми, нарушающими когерентность внутри электрон-

ной подсистемы, или, как это принято говорить в

теории слабой локализации, с процессами сбоя фа-

зы.

Основываясь на классических результатах [15],

мы будем предполагать, что при рассматриваемых

температурах электрон-фононное взаимодействие

доминирует над электрон-электронным. Однако

саму концепцию “сбоя фазы” напрямую применить

к режиму квантового эффекта Холла, как это

сделано для углеродных наноструктур в нулевом

магнитном поле в работе [16], нельзя. Дело в том,

что все одноэлектронные состояния на уровнях

Ландау (за исключением множества меры нуль)

являются локализованными благодаря случай-

ному потенциалу примесей и/или структурных

несовершенств. При строго нулевой температуре

продольная проводимость σxx квантово-холловской

системы равна нулю при всех факторах заполнения

(соотношениях индукции магнитного поля B и кон-

центрации носителей ns), кроме избранных (обычно

полуцелых), определяющих критические точки

(металлические фазы нулевой ширины). Исходя

из скейлинговых соображений можно утверждать,

что длина локализации электронных состояний ξ

зависит от расстояния до критической точки E
как ξ(E) ∝ E−ν , где значение показателя ν ≈ 2.3

определено из численных расчетов и подтверждено

экспериментами на мезоскопических образцах [17].

Естественно, что электронные состояния, лежащие

в малой окрестности критической точки, явля-

ются локализованными лишь формально. Даже

при низких температурах они будут смешаны

электрон-фононным взаимодействием, образуя пути

протекания электрического тока. Насколько широка

энергетическая полоса, внутри которой возможна

перколяция при заданной температуре T , – вопрос,

требующий микроскопического расчета [18]. Вме-

сте с тем качественный ответ на него следует из

тех же скейлинговых соображений, ∆E ∝ T κ, где

показатель κ ≈ 0.42 хорошо известен из экспери-

мента, по крайней мере для структур с резким

случайным потенциалом [17, 19]. Здесь мы будем ис-

пользовать тот факт, что смешивание электронных

состояний внутри энергетических полосок ширины

T приводит к образованию перколяционных зон

ширины

∆E = cT κ (1)

вблизи каждой из критических точек (центров уров-

ней Ландау). При этом подразумевается, что ∆E ≫
≫ T .

С феноменологической точки зрения электрон-

ный транспорт в условиях низких температур и силь-

ных магнитных полей в традиционных полупровод-

никовых структурах и графене не должен силь-

но различаться. В обоих случаях мы стартуем с

электронных состояний, локализованных на уровнях

Ландау (которые можно считать хорошо разъединен-

ными, но с шириной, существенно меньшей темпе-

ратуры), добавляем взаимодействие с продольными

акустическими фононами и рассчитываем компонен-

ты тензора проводимости σxx и σxy. Хотя константа

электрон-фононного взаимодействия Ξ в графене ва-

рьируется в различных работах от 3 до 30 мэВ (см.

обсуждение в работе [20]), она имеет тот же порядок

величины, что и для традиционных полупроводнико-

вых материалов. Поэтому объяснить колоссальную

разницу в максимальной температуре наблюдения

квантового эффекта Холла исключительно за счет

величины Ξ не удается. Мы полагаем, что различие

более принципиально. Оно заключается в существен-

но двумерном характере фононов в графене. Неко-

торое время назад в работе [21] было предсказано,

что двумерные фононы существенно меняют харак-

тер температурной зависимости собственной (фонон-

ной) части сопротивления в температурном режиме

Блоха-Грюнайзена. В результате ρ(T ) ∝ T 4 вместо

ρ ∝ T 5. Это предсказание было экспериментально

подтверждено в работе [22]. Таким образом, в ли-

тературе имеются экспериментальные факты, под-

тверждающие превалирование двумерных фононов

в графене на подложке над трехмерными. Послед-

нее лишний раз указывает на выдающиеся свойства

данного материала, его истинно двумерные свойства.

В настоящей работе развита теория электрон-

фононного взаимодействия в режиме целочисленно-

го квантового эффекта Холла с учетом специфи-

ки графена, заключающейся в двумерном характе-

ре как электронных, так и фононных возбуждений.

Мы показываем, что благодаря отсутствию третьей

компоненты волнового вектора фонона сильное маг-

нитное поле устанавливает порог для максимальной

энергии, передаваемой в процессах излучения или

поглощения, равный ~sl−1
B , где s ≈ 2 · 106 см/с – ско-

рость продольного звука в графене. В результате эта

величина играет роль T в формуле (1) и ширина пе-
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реходных областей между соседними плато переста-

ет зависеть от температуры до тех пор, пока она не

становится сравнимой с полушириной уровня Лан-

дау Γ. Также мы обсуждаем возможность пренебре-

жения вкладом трехмерных фононов, используя экс-

периментальные данные работы [8].

Теория. Наблюдение квантового эффекта Хол-

ла в графене при комнатной температуре ограниче-

но двумя фундаментальными плато, соответствую-

щими переходам с основного уровня Ландау (n = 0)

на первые возбужденные уровни Ландау электро-

нов и дырок (n = ±1), локализация на которых су-

щественно затруднена по сравнению с n = 0 [23].

Поэтому мы ограничимся рассмотрением исключи-

тельно основного уровня Ландау. Без учета зеема-

новского расщепления, описываемого ввиду слабой

спин-орбиты практически вакуумным значением g-

фактора, (|g∗| ≈ 2), и других не слишком существен-

ных при комнатной температуре эффектов он явля-

ется четырехкратно вырожденным (по спину и до-

линам). При этом состояния в различных долинах

(K и K′) локализованы исключительно на одной из

треугольных подрешеток, т.е. волновые функции на

основном уровне Ландау сводятся к скалярным [9].

Будем считать, что случайные поля не являются до-

статочно резкими для того, чтобы связывать долины

K и K′, что привело бы к подмешиванию описанных

состояний и нарушению скалярной модели. В ска-

лярном приближении при условии хорошо разъеди-

ненных уровней Ландау (Γ ≪ |E1 − E0|) для опи-

сания электронных состояний можно ограничить-

ся стандартным базисом ”полосок Ландау” Ψnk(r) с

n = 0 [23], так что Ψα(r) =
∑

k CαkΨ0k(r). Характе-

ристикой силы электрон-фононного взаимодействия

по отношению к данному одноэлектронному состо-

янию α является время жизни, обратно пропорцио-

нальное суммарному темпу переходов Wα, который

можно найти с помощью золотого правила Ферми.

Для анализа удобно выделить вклады, связанные со

спонтанным излучением W
(1)
α , вынужденным излу-

чением W
(2)
α и поглощением W

(3)
α акустических фо-

нонов. Выражения для них имеют вид

W (i)
α =

2π

~

∑

βQ

(1− fβ)|V Q

βα|2[nQ]
aiδ(Eα −Eβ − bi~sQ).

(2)

Здесь β 6= α нумерует электронные состояния с ос-

новного уровня Ландау, на которые происходит пе-

реход из состояния α, fβ = f0(Eβ) и nQ = n0(~sQ)

– фермиевская и бозевская функции распределения

электронов и фононов соответственно, a1 = 0, a2 =

= a3 = 1, b1 = b2 = 1, b3 = −1, V Q

βα – матричный

элемент электрон-фононного взаимодействия:

V̂ Q =
∑

αβ

iΞ

√

~Q

2sρdVd

PQ

βαâ
+
β âα, (3)

PQ

βα =

∫

d3rΨ∗

β(r)e
iQrΨα(r), (4)

где Ξ – деформационный потенциал, s – скорость

звука, ρd – двумерная или трехмерная плотность,

Vd – нормировочная площадь или объем в зависи-

мости от размерности фононов (d = 2 или 3). Прин-

ципиальная разница между случаями двумерных и

трехмерных фононов содержится в сумме в правой

части (2), которая превращается в интеграл соответ-

ствующей размерности по импульсу фонона Q. Для

оценки времени жизни мы используем модель слу-

чайных и некоррелированных коэффициентов Cαk.

Она, разумеется, не учитывает поправок, связанных

с локализацией электронных состояний, но оказыва-

ется достаточно точной при расчете плотности со-

стояний и даже пиковых величин продольной про-

водимости [23]. В таком приближении зависимость

W
(i)
α от номера состояния α превращается в зависи-

мость от энергии состояния ε. Поэтому удобно ввести

усредненные темпы переходов:

W (i)(ε) = W
(i)
α =

∑

α W
(i)
α δ(ε− Eα)

∑

α δ(ε− Eα)
, (5)

где суммирование производится по всем состояниям

бесконечной системы, или, что то же самое, выпол-

нено усреднение по беспорядку. Для нахождения ве-

личин W (i) необходимо вычислить средние значения

|PQ

αβ |2. Используем для этого соотношения [23]

〈Ψ∗

0k1
|eiQr|Ψ0k2

〉 =

= δqx,k1−k2
exp

(

i
k1 + k2

2
qyl

2
B

)

exp

(

−q2l2B
4

)

, (6)

∑

k1,k2

C∗

α,k1−kCα,k2−kCβ,k1
C∗

β,k2
exp [iγ(k1 − k2)] = N−1

L .

(7)

В результате получим

|PQ

αβ |2 = N−1
L exp

(

−q2l2B
2

)

, (8)

где NL = S/2πl2B – число электронных состояний

на одном уровне Ландау в образце площади S, q –

компонента полного волнового вектора фонона Q в

плоскости графена. Формула (8) показывает, что в

условиях сильного магнитного поля переходы между
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электронными состояниями с основного уровня Лан-

дау (n = 0) за счет фононов с q, превышающими

l−1
B , являются экспоненциально слабыми. Таким об-

разом, в описанном приближении, пренебрегающем

локализационными поправками получаем

W (i)(ε) =
πΞ2

~s2ρd

∫

ddQ

(2π)d
[1− f0(ε− bi~sQ)]×

× D(ε− bi~sQ)[n0(~sQ)]ai~sQ exp

(

−q2l2B
2

)

, (9)

где D(ε) – плотность электронных состояний, точ-

ное значение которой в случае резкого случайного

потенциала дано в работе [24]. Рассмотрим случай

достаточно высоких температур, когда ~sl−1
B /T ≪ 1.

Типичное значение этого параметра в сильных маг-

нитных полях (B ∼ 40Тл), необходимых для наблю-

дения квантового эффекта Холла в графене при ком-

натной температуре, составляет 0.1. В то же время

будем считать, что T ≪ |E1 − E0|, Γ, и рассмат-

ривать электронные состояния, лежащие в окрест-

ности перехода между проводящей и изолирующей

фазами, с типичными энергиями ε ∝ T κ ≪ T . То-

гда плотность состояний в уравнении (9) можно вы-

нести за знак интеграла, взяв ее в точке E = 0:

D0 = D(E = 0) ≈ 0.36Γ−1 [24].

Для двумерных фононов время жизни при ука-

занных предположениях вычисляется полностью

аналитически, поскольку из-за резкого обрезания

интеграла по Q в формуле (9) на масштабе l−1
B

функция распределения f0 может быть взята при

Q = 0, а n0(E) заменено на T/E. В результате имеем

W
(i)
d=2 = [1− f0(ε)]

Ξ2D0T

2ρ2~s2l2B

(√
π~sl−1

B√
2T

)1−ai

, (10)

т.е. процессы вынужденного излучения и поглоще-

ния фононов дают равные вклады в общий темп пе-

реходов, а вклад спонтанного излучения является

малым. Такое соотношение вкладов связано с тем,

что в процессе участвуют исключительно “холодные”

фононы, для которых n0(~sQ) ≈ T/~sQ ≫ 1.

В случае трехмерных фононов ограничение на

продольную компоненту волнового вектора q не при-

водит к подавлению процессов с полным волновым

вектором Q, превышающим l−1
B , из-за растущей с

Q плотности фононных мод. При интегрировании в

правой части формулы (9) удобно перейти к сфери-

ческим координатам и вначале проинтегрировать по

углам ϕ и ϑ, используя q = Q sinϑ. Интеграл по ϑ

сводится к функции ошибок от мнимого аргумента с

хорошо известными асимптотиками:

1

2

∫ π

0

exp

(

− t2 sin2 ϑ

2

)

sinϑdϑ ∼
{

1− 1
3 t

2, t ≪ 1,

t−2, t ≫ 1.

(11)

Квадратичный спад этого выражения при t = QlB ≫
≫ 1 оказывается недостаточным для того, чтобы

скомпенсировать трехмерную плотность фононных

состояний, и обрезание по Q определяется темпера-

турой. Поэтому можно пренебречь вкладом от малых

t и использовать асимптотику ∼ t−2 во всей области

интегрирования по Q. Таким образом, остается един-

ственный безразмерный параметр δ = (ε − µ)/T . В

результате все вклады в суммарный темп переходов

можно записать в виде

W
(i)
d=3 = Ci(δ)

Ξ2D0T
2

2πρ3~2s3l2B
, (12)

где коэффициенты Ci представляют собой интегралы

по энергии от комбинаций функций распределения

f0 и n0. Поскольку для наших целей точный вид за-

висимостей от δ непринципиален, в дальнейшем мы

ограничимся наиболее естественным случаем δ = 0,

когда эти коэффициенты вычисляются аналитиче-

ски: C1 = π2/12, C2 = π2/24, C3 = π2/8. Хотя от-

ношение полных темпов переходов при ε = µ для

двумерного и трехмерного случаев

w =
Wd=3

Wd=2
=

π

4

Ta

~s
(13)

(где a = ρ2/ρ3 ≈ 0.34 нм – межслоевое расстояние

в графите) растет с температурой, при T = 300K

оно составляет всего 0.5, т.е. время жизни в случае

двумерных фононов в 2 раза меньше, чем в случае

трехмерных.

Обсуждение и выводы. В соответствии с фор-

мулой (13) сила суммарного воздействия, оказыва-

емого двумерными фононами на выбранное элек-

тронное состояние, даже больше, чем для трехмер-

ных. Вместе с тем необходимо проанализировать, на-

сколько эффективно это воздействие в смысле об-

разования перколяционного кластера, по которому

возможно протекание существенного электрического

тока, из электронных состояний, локализованных на

длине ξ ∝ ε−ν (где ν ≈ 2.3 [17]). Как и в любой пер-

коляционной задаче, первостепенным здесь является

количество электронных состояний, с которыми дан-

ное состояние смешивается в результате процессов

излучения и поглощения фононов (аналог процента

разрешенных связей в решеточных задачах). Сила

же смешивания, характеризуемая величинами Wαβ ,
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определяемыми формулой (2) с опущенным сумми-

рованием по β, второстепенна. Учитывая описанную

ранее иерархию энергий и условие ~sl−1
B ≪ T , прихо-

дим к физической картине, проиллюстрированной на

рисунке. Согласно ей двумерные фононы смешива-

Электронные состояния на основном уровне Ландау

графена, принимающие участие в образовании фунда-

ментальных плато целочисленного квантового эффек-

та Холла (σxy = ±2). Активное смешивание состояний

двумерными фононами имеет место внутри энергети-

ческой полосы шириной ~sl
−1
B , гораздо более узкой, чем

полоса шириной T , относящаяся к случаю трехмерных

фононов

ют локализованные электронные состояния в суще-

ственно более узкой области энергий, чем трехмер-

ные. Рассчитать величину продольной проводимости

σxx в такой ситуации (по крайней мере там, где она

мала) можно с помощью сетки случайных сопротив-

лений, в которой узлами являются локализованные

электронные состояния (α, β и т.д.), а (обратные)

сопротивления определяются величинами Wαβ [18].

Действительно, электрон в начальном состоянии α

через время порядка τα = W (εα)
−1 окажется рав-

номерно “размазанным” по всем состояниям β, пере-

ход на которые возможен с неэкспоненциально ма-

лой вероятностью Wαβ , тем самым формируя про-

водящий кластер из этих состояний. В случае дву-

мерных фононов разрешенные конечные состояния β

лежат внутри энергетической полосы шириной ~sl−1
B

(темно-серая область на рисунке), а не T (светло-

серая область). Поэтому их количество, играющее

роль числа связей в соответствующей перколяцион-

ной задаче, уменьшено в ~sl−1
B /T раз и не зависит

от температуры. В результате при T & ~sl−1
B шири-

на проводящей области ∆E вблизи критической точ-

ки определяется с помощью формулы (1), в которой

T = ~sl−1
B . В достаточно сильных магнитных полях

величина ∆E(T = ~sl−1
B ) оказывается существенно

меньшей расстояния |E1−E0| между уровнями Лан-

дау в графене и их ширины Γ. Поэтому в интервале

температур

~sl−1
B . T . Γ (14)

ширина переходной области между соседними плато

квантового эффекта Холла при учете исключитель-

но двумерных фононов должна практически не зави-

сеть от температуры. В случае же T & Γ размытие

плато будет сильным и связанным уже не с электрон-

фононным взаимодействием, а просто с уширением

фермиевской функции распределения f0.

Разумеется, в такой ситуации встает вопрос о за-

конности пренебрежения трехмерными фононами с

учетом того, что эксперименты, в которых кванто-

вый эффект Холла наблюдался при комнатной тем-

пературе, относятся к графену на подложке [12, 8].

Оказывается, что их влияние, которое можно оце-

нить из низкотемпературных измерений, мало (при-

чиной этого, видимо, является слабость межслоевых

химических связей). Используя максимальную вели-

чину производной dσxy/dν ≈ 12 (в единицах e2/h)

[8] на переходе между основным и первым возбуж-

денным уровнями Ландау при T = 1.6K и B = 8Тл

и формулу (1) с κ = 0.42, при T = 300K получаем

dσxy/dν ≈ 1.3. Это значение лишь слегка больше 1.

Поэтому при магнитном поле B = 8Тл выраженной

картины квантования не наблюдается. Однако ясно,

что если увеличить индукцию магнитного поля еще в

несколько раз, то квантовый эффект Холла проявит-

ся в полную силу, что и происходит в эксперименте.

В заключение отметим, что наши выводы о суще-

ствовании в условиях сильных магнитных полей до-

статочно широкого интервала температур (14), в ко-

тором энергетическая ширина проводящей области

∆E внутри основного уровня Ландау (n = 0) крайне

слабо растет с температурой, хорошо согласуются с

экспериментальными данными работы [25].
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