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Исследованы температурные зависимости электросопротивления, ρ(T ), коэффициента Холла,

RH(T ), и термоЭДС, Q(T ), для двумерного допированного антиферромагнетика со спином S = 1/2.

В рамках единой концепции спин-поляронного подхода на решетке Кондо одновременно для трех ки-

нетических коэффициентов получена температурная зависимость, которая отвечает оптимально допи-

рованным слоистым сверхпроводящим купратам. Ключевыми моментами рассмотрения являются мно-

гомоментный метод решения кинетических уравнений (только семь моментов для неравновесной функ-

ции распределения приводят к хорошей сходимости) и вид динамической спиновой восприимчивости

χ(q, ω) локализованных спинов. Для χ(q, ω) предложено самосогласованное выражение, которое учи-

тывает “кроссовер” между спиновой восприимчивостью, полученной из самосогласованной сферически-

симметричной функции Грина, и полуфеноменологической спиновой восприимчивостью критически за-

тухающих магнонов.
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В настоящее время двумерные квантовые анти-

ферромагнетики (2D AFM) c S = 1/2 представляют

большой интерес и интенсивно изучаются как экспе-

риментально, так и теоретически. С теоретической

точки зрения они являются объектами для изучения

квантовых фазовых переходов и часто трактуются в

рамках фрустрированной J1−J2-модели Гейзенберга.

Особое внимание привлекает физика допированных

носителями заряда 2D AFM, одними из представи-

телей которых являются купратные высокотемпера-

турные сверхпроводники (ВТСП). В нормальном со-

стоянии кинетические явления (электросопротивле-

ние ρ(T ), коэффициенты Холла RH(T ) и термоЭДС

Q(T )) в этих соединениях демонстрируют аномаль-

ное поведение при изменении величин как темпера-

туры T , так и степени допирования x [1–9]. Напри-

мер, в La2−xSrxCuO4 при оптимальном допировании

x ≈ 0.15 линейная зависимость сопротивления на-

блюдалась сразу выше температуры сверхпроводя-

щего перехода Tc = 35K и сохранялась вплоть до

1000K [7], что иногда связывают с наличием кван-

товой критической области [10]. При степени допи-

рования ниже оптимальной наблюдаются отклоне-

ния от линейной зависимости при низких темпера-

турах. Так, в YBa2Cu3O6+x ниже TK ∼ 320K [3]
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имеется сильное оклонение зависимости ρ(T ) от ли-

нейной, а выше TK она ведет себя по степенному

закону: ρ ∝ T γ (γ ≈ 1.2). При увеличении степе-

ни допирования отклонение от линейности ниже TK

трансформируется в линейную температурную зави-

симость.

Зависимости RH(T ) и Q(T ) также демонстриру-

ют аномальное поведение – максимумы, положение

и ширина которых зависят от степени допирования

x. Для оптимально допированных соединений при

высоких температурах RH(T ) ∼ T−1. С понижени-

ем степени допирования коэффициент Холла растет,

а его максимум уширяется и смещается в сторону

высоких температур [3, 4].

Среди теоретических подходов, предложенных

для объяснения необычных транспортных свойств

ВТСП-купратов, отметим два широких направле-

ния. Первое из них постулирует существование двух

независимых времен релаксации для холловского и

электрического токов [11, 12]. Второе основывается

на концепции почти антиферромагнитной (ПАФМ)

ферми-жидкости и наличии аномальной зависимо-

сти времени рассеяния носителей τk от импульса и

температуры [13–17]. В упомянутых моделях дела-

ется целый ряд предположений относительно фено-

менологических параметров, определяющих транс-

портные свойства.
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Наш анализ поведения ρ(T ), RH(T ) и Q(T ) в

двумерном допированном антиферромагнетике так-

же будет проводиться в рамках почти антиферро-

магнитной ферми-жидкости, точнее на основе спин-

фермионной модели с рассеянием носителей на спи-

новых флуктуациях. Однако проведенное ниже рас-

смотрение представляется нам менее феноменологи-

ческим, чем предыдущие. Это в первую очередь от-

носится к динамической спиновой восприимчивости

χ(q, ω), поведение которой является определяющим

для кинетики носителей.

Cпектр носителей εk следует находить с уче-

том сильных электронных корреляций в плоскостях

CuO2. Электронные свойства такой системы хорошо

описываются трехзонной моделью Эмери [18–20]. Ра-

нее эта модель исследовалась на основе концепции

спинового полярона в широком интервале допиро-

вания [21]. Указанный подход дает спектр элемен-

тарных возбуждений, согласующийся с результатами

экспериментов по фотоэмиссии с угловым разреше-

нием (ARPES), и позволяет передать различные его

особенности. В частности, он дает протяженную сед-

ловую особенность около ферми-поверхности (ФП)

для оптимально допированных соединений, а также

наличие псевдощелевого состояния в режиме проме-

жуточного допирования [22–24].

Ввиду громоздкости трехзонной модели для ана-

литического рассмотрения кинетики мы будем опи-

раться на более простую однозонную модель решет-

ки Кондо с внутриузельным взаимодействием но-

сителей со спиновой подсистемой. Она правильно

описывает все основные черты результатов ARPES-

экспериментов. В качестве спектра носителей мы

возьмем ранее вычисленный спектр нижней зоны

спинового полярона [21].

Гамильтониан системы имеет вид

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1, Ĥ0 = Ĥh + Î , Ĥh =
∑

k,σ

εka
†
kσakσ, (1)

Î =
1

2
J1

∑

R,g

Sα
R+gS

α
R +

1

2
J2

∑

R,d

Sα
R+dS

α
R.

Здесь Ĥh и Î описывают движение ферми-носителей

(дырок) и подсистему локализованных спинов S =

= 1/2, g и d – векторы первых и вторых ближай-

ших соседей. Спектр дырок εk можно представить

в аналитической форме с помощью гармоник квад-

ратной симметрии γg(k) = [cos(kxa) + cos(kya)]/2,

γd(k) = cos(kxa) cos(kya) как εk = τ [a1γg(k) +

+ a2γ
2
g(k) + a3γd(k) + a4γ

2
d(k) + a5γg(k)γd(k)] с па-

раметрами τ = 0.2 эВ, a1 = 1.5, a2 = 3.0, a3 = −1.25,

a4 = 0.0, a5 = 0.1. Принятые параметры спектра

отвечают случаю оптимального допирования ВТСП.

Форма ФП, отвечающая спектру εk, представлена на

вставке к рис. 1.

Рис. 1. Температурная зависимость электросопротив-

ления. Кривые отвечают сопротивлению, рассчитанно-

му при различном числе моментов (от одного до семи).

На вставке сплошной линией показана форма поверх-

ности Ферми носителей заряда, штриховой линией –

край магнитной зоны

Обменный гамильтониан Î описывает АФМ

фрустрированное взаимодействие между спинами,

p – параметр фрустрации (0 ≤ p ≤ 1), J1 = (1−p)J и

J2 = pJ – константы обменного взаимодействия для

первых и вторых ближайших соседей. Взаимосвязь

допирования и фрустрации, впервые предложенная

в [25], основана на cхожем поведении магнитной

корреляционной длины. Увеличение как пара-

метра допирования x, так и параметра фрустрации

p = J2/(J1+J2) ведет к значительному падению дли-

ны спиновых корреляций. Вычисления на кластерах

указывают на значительную величину параметра

фрустрации p ≈ 0.1 даже для недопированного

La2CuO4 [26]. Ниже для оптимально допированного

случая мы принимаем p = 0.2.

Гамильтониан Ĥ1 = Ĵ + Ĥf отвечает взаимодей-

ствию носителей с подсистемой локализованных спи-

нов:

Ĵ = JJ
1√
N

∑

k,q,γ1,γ2

a†k+q,γ1
Sα
q σ̂

α
γ1γ2

akγ2
,

Sα
q =

1√
N

∑

q

e−iqRSα
R

(где σ̂α – матрицы Паули, по повторяющимся декар-

товым индексам α подразумевается суммирование),
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и с внешним однородным электрическим полем E,

направленным вдоль плоскостей CuO2. Взаимодей-

ствие Ĥf носителей (с зарядом e) с внешним одно-

родным электрическим полем вводится через опера-

тор поляризации:

Ĥf = −P̂αEα, P̂α = e
∑

k,k′,σ

〈k|x̂α|k′〉a†kσak′σ.

Для нахождения коэффициентов электропровод-

ности, Холла и термоЭДС мы используем форма-

лизм матрицы плотности. В стационарном случае от-

клонение от равновесия задается матрицей ρ̂
′

. Наи-

более общий путь построения оператора ρ̂
′

заклю-

чается в применении метода неравновесного стати-

стического оператора [27]. Мы используем многомо-

ментный метод, введенный ранее при описании низ-

котемпературного поведения электросопротивления

и коэффициента Холла в поливалентных металлах

[28, 29]. Вывод кинетического уравнения в рамках

метода моментов в случае спин-поляронного подхо-

да приведен в [30, 31].

Неравновесная добавка gk к равновесной ферми-

евской функции распределения имеет вид

gk =

(−∂f0

∂εk

)
Φk, Φk = TF (k) = T

∑

l

ηlFl(k). (2)

Предполагается, что электрический ток течет

вдоль оси x и обусловлен наличием внешнего элек-

трического поля Ex. Магнитное поле направлено

по оси z . При отсутствии тока вдоль оси y хол-

ловское электрическое поле Ey ∝ ExHz. Поправ-

ку к функции распределения ищем в виде F (k) =

= FE(k) + FH(k), где FE(k) ∝ Ex, FH(k) ∝ Ey.

Задача распадается на два этапа. На первом эта-

пе определяется FE(k) =
∑
l

ηEl FE
l (k), обусловленная

наличием внешнего поля Ex. Найденная поправка

FE(k) используется на втором этапе при определе-

нии поправки к равновесной функции распределения

FH(k) =
∑
l

ηHl FH
l (k), обусловленной наличием маг-

нитного поля.

Для разложения каждой из функций FE(k) и

FH(k) используется своя группа моментов. Ясно, что

мы должны ограничиться некоторым конечным чис-

лом n0 моментов F̂l, которое выбирается из условия

корректного учета анизотропии рассеяния и фор-

мы поверхности Ферми. Конкретный выбор момен-

тов Fl(k) диктуется видом электрического (XE
k ) и

холловского полевого (XH
k ) членов. Большее число

моментов необходимо для описания сильных тем-

пературных зависимостей анизотропии рассеяния и

неравновесной одночастичной функции распределе-

ния gk, а также для демонстрации сходимости мето-

да.

Ниже в качестве моментов Fl(k) функции распре-

деления используются полиномы от компонент ско-

рости vk = ∂εk/∂k и ее производных:

FE
l (k) =

{
vxk, (v

y
k)

2vxk,
∂vxk
∂ky

vyk,
∂vyk
∂ky

vxk, (3)

∂vxk
∂kx

∂vyk
∂ky

vxk, (v
x
k)

3 ,
∂vxk
∂kx

vxk

}
,

FH
l (k) =

{
vyk, (v

x
k)

2vyk,
∂vxk
∂ky

vxk,
∂vxk
∂kx

vyk, (4)

∂vxk
∂kx

∂vyk
∂ky

vyk, (v
y
k)

3,
∂vyk
∂ky

vyk

}
.

Как это показано в [30, 31] для спин-поляронного

подхода, находим коэффициенты ηEl из системы

уравнений:

XE
l =

∑

l′

Pll′η
E
l′ , (5)

XE
l =

∑

k

ZkFl(k)eE
xvxk

(−∂f0
k

∂εk

)
, (6)

Pll′ =
∑

k,q

Fl(k)Ck,k+q[Fl′(k)− Fl′ (k+ q)]. (7)

Матрица рассеяния Ck,k+q выражается через

мнимую часть динамической спиновой вос-

приимчивости χ(q, ω) = −〈〈Sα
q |Sα

−q〉〉ω следу-

ющим образом: Ck,k+q = 2J2ZkZk+qf
0
k(1 −

− f0
k+q)

∫
dωnB(ω)Imχ(q, ω)δ(εk − εk+q + ω). Здесь

〈〈Sα
q |Sα

−q〉〉ω – спин-спиновая запаздывающая функ-

ция Грина, f0
k и nB(ω) – функции распределения

Ферми и Бозе, e = −1 – заряд электрона.

Система уравнений (5)–(7) является аналогом

стандартных кинетических уравнений в случае чи-

сто фермионного характера носителей [32]. В случае

спин-поляронного их характера в системе уравнений

(5)–(7) при малом допировании фигурируют только

нижняя зона εk и величины Zk и Zk+q, которые отве-

чают вычетам “голой” дырки в нижней поляронной

зоне (спектральный вес дырки в квазичастичном пи-

ке). Ниже мы предполагаем Zk слабо зависящим от

k, а характерные значения Zk ≈ Z ≈ 0.15.

Особенностью структуры матрицы рассея-

ния Ck,k+q служит наличие в ней мнимой части

спиновой восприимчивости. В силу резонансного

характера χ(q, ω) около q = Q = (π, π) это приводит

к определяющему характеру рассеяния носителей

на вектор Q.

Письма в ЖЭТФ том 100 вып. 11 – 12 2014



814 И. А. Ларионов, А. Ф. Барабанов

Фрустрированная спиновая подсистема рассмат-

ривается в сферически-симметричном приближении

(в спиновом пространстве) [33, 34]. Спектр спино-

вых возбуждений состоит из трех вырожденных вет-

вей, описываемых запаздывающей функцией Грина

〈〈Sα
q |Sα

−q〉〉ω . Это означает, что среднее значение спи-

на на узле равно нулю, 〈Sα
R〉 = 0, а АФМ спин-

спиновые корреляционные функции 〈Sα
R+rS

α
R〉 при

фиксированном декартовом индексе α не зависят от

α. Такой подход дает температурно-зависящую щель

∆(T ) на АФМ-векторе Q = (π, π) в спектре спиновых

флуктуаций.

Используя метод неприводимых функций Гри-

на [35] или метод функций памяти [36], можно по-

казать, что спиновая восприимчивость χ(q, ω) =

= −〈〈Sα
q |Sα

−q〉〉ω представима в виде

χ(q, ω) =
−Aq

ω2 − ω̃2
q + iωγ(q, ω)

, (8)

где ω̃q – эффективный спектр спиновых волн.

В настоящей работе для мнимой части спиновой

восприимчивости принято выражение

Imχ(q, ω) =
−Aq[

ω2(1− ew)− ω̃2
q

]2
+ ω2γ2

. (9)

Действительной перенормировкой спектра спиновых

возбуждений пренебрегается [37]. Будем считать за-

тухание γ(q, ω) = γ = 0.2J постоянным и не завися-

щим от температуры. Недавние аналитические и чис-

ленные расчеты γ(q, ω) в рамках t−J-модели [36, 38]

дают аргументы в пользу такого приближения.

Температурное поведение параметра ew принято

в виде

ew =
1.75

1 + exp(T 2
0 /4T

2)
, T0 = 0.33J,

который учитывает “кроссовер” между выражением

для спиновой восприимчивости, полученным из точ-

ной функции Грина (8), и полуфеноменологической

спиновой восприимчивостью Пайнса с сотрудниками

для критически затухающих магнонов [39, 40]:

ImχSF (q, ω) =
ASF ξ

2ω/ωSF

[1 + ξ2(q−Q)2]2 + (ω/ωSF )2
, (10)

где ωSF – частота спиновых флуктуаций, ξ – корре-

ляционная длина. Отметим, что такой вид χSF (q, ω)

широко используется в литературе. Однако он спра-

ведлив только в области волновых векторов q ≈ Q,

нарушает известный одноузельный констрэйнт и не

является самосогласованным.

Числитель Aq и спектр спин-волновых возбуж-

дений ωq выражаются через конечное число спин-

спиновых корреляционных функций Cr = 〈SRSR+r〉,
которые рассчитываются самосогласованно. Они

имеют вид [33, 34]

Aq = −8 {J1[1− γg(q)]Cg + J2[1− γd(q)]Cd} , (11)

ωq = J
(
8
3{(1−γg)[B1+(1+γg)B2]+ (1−γd)[B3+(1+

+γd)B4]+γg(1−γd)B5}
)1/2

. Параметры Bi вычисля-

ются через Cg, C2g, Cd, Cg+d, C2d и обменные кон-

станты J1 и J2. Функции Aq и ωq обращаются в нуль

при q → 0. В пределе q → Q числитель Aq стре-

мится к некоторой положительной константе AQ, а

спектр спиновых возбуждений ω2
q ≈ ∆2 + c20(q−Q)2

содержит щель ∆ ≡ ωQ.

В результате с учетом δ-функции в интеграле по

частоте ω матрица рассеяния Ck,k+q имеет вид

Ck,k+q = 2J2Z2f0
k(1− f0

k+q)nB(εk+q − εk)×
× Imχ(q, εk+q − εk). (12)

Коэффициенты ηEl позволяют определить плот-

ность тока и электросопротивление ρ = σ−1:

jx = σEx =
1

a2az

∑

k,σ

evxkg
E
k =

=
2eZ

a2az

∑

l

ηEl
∑

k

vxk

(
−∂f0

k

∂εk

)
TFE

l (k), (13)

где az – расстояние между плоскостями CuO2, a – по-

стоянная Кондо решетки. Коэффициенты ηHl опреде-

ляются системой уравнений:

Xy
l +XH

l =
∑

l′

Pll′η
H
l′ , (14)

Xy
l = Z

∑

k

FH
l (k)eEyvyk

(
−∂f0

k

∂εk

)
, (15)

XH
l = Z

∑

k

FH
l (k)

(
− e

c~

)
[vk,H]

∂ΦE
k

∂k

(
−∂f0

k

∂εk

)
.

(16)

Особенностью (16) является наличие градиен-

та ∂ΦE
k /∂k функции распределения ΦE

k = TFE
k

в холловском полевом члене XH
l . Это приводит к

необходимости рассматривать в качестве возможных

моментов неравновесной функции распределения

производные от компонент скорости.

Коэффициент Холла определяется величиной

холловского поля Ey и плотностью тока по оси x :

Ey = RHj
xHz. (17)
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Для замыкания системы уравнений (14) использует-

ся условие отсутствия тока по оси y:

jy =
1

a2az

∑

k,σ

evykg
H
k =

=
2e

a2az

∑

l

ηHl
∑

k

vyk

(
−∂f0

k

∂εk

)
TFH

l (k) = 0. (18)

Для расчета термоЭДС мы используем формулу [32]

Q = −
∑

ij X
E
i (P−1)ijUj

T
∑

ij X
E
i (P−1)ijXE

j

, (19)

где

Uj = Z
∑

k

Fj(k)(εk − µ)eExvxk

(
−∂f0

k

∂εk

)
, (20)

(P−1)ij – матрица, обратная матрице Pij , а µ =

= 0.22 эВ – химпотенциал, который отвечает опти-

мально допированным ВТСП-соединениям с полным

числом дырок ≈ 0.2.

Системы уравнений (5) и (14) эквивалентны ли-

неаризованному уравнению Больцмана, если набор

операторов {F̂l} является полным. Если мы огра-

ничиваемся конечным числом n0 операторов F̂l, то

выбор моментов Fl(k) обусловлен анизотропией рас-

сеяния носителей и формой ФП. Обычно уравнение

Больцмана решают в приближении постоянного вре-

мени релаксации, т.е. ограничиваются одним момен-

том. Такое приближение оправдано, когда наблюда-

ется изотропизация рассеяния (в нашем случае при

предельно высоких температурах).

На рис. 1 приведен результат расчета электро-

сопротивления ρ(T ) как функции температуры для

различного количества моментов. Видно, что учет

второго момента дает небольшое изменение величи-

ны ρ(T ). При учете третьего и четвертого моментов

результат остается практически неизменным. Учет

пятого момента снова дает небольшое изменение ве-

личины ρ(T ). Учет большего числа моментов опять

слабо влияет на величину электросопротивления. В

целом, учет нового момента систематически умень-

шает величину ρ(T ). Так и должно быть, поскольку

величина электросопротивления подчиняется вариа-

ционному принципу.

Результат расчета коэффициента Холла RH(T )

как функции температуры для различного количе-

ства моментов представлен на рис. 2. Видно, что тем-

пературная зависимость RH(T ) меняется кардиналь-

ным образом при учете небольшого числа момен-

тов. В одномоментном приближении он спадает ли-

нейно при повышении температуры. В двух- и трех-

Рис. 2. Температурная зависимость коэффициента

Холла. Около кривых указано использованное при рас-

чете число моментов

моментном приближениях RH(T ) приобретает широ-

кий максимум при T ≈ 0.15J ≈ 220К, но отрицате-

лен при T ≤ 0.1J . При учете четырех и более мо-

ментов RH(T ) значительно возрастает по величине,

положителен при низких температурах, а положение

его максимума сдвигается в сторону более низких

температур, T ≈ 0.1J ≈ 150К, в хорошем согласии с

экспериментом [5, 6] и становится слабо зависящим

от числа моментов, т.е. демонстрирует сходимость.

Как видно из рис. 2, для всех случаев, начиная с

T = 220K и выше, коэффициент Холла спадает.

Температурная зависимость термоЭДС,Q(T ), по-

казанная на рис. 3, также демонстрирует значитель-

Рис. 3. Температурная зависимость коэффициента тер-

моЭДС. Около кривых указано использованное при

расчете число моментов

ные изменения при увеличении числа моментов. В

одномоментном приближении она отрицательна при
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T ≤ 0.15J ≈ 220К, что не соответствует экспери-

ментальным данным. При увеличении числа учиты-

ваемых моментов величина Q(T ) возрастает, демон-

стрируя плавную сходимость, и приобретает широ-

кий максимум при T ≤ 0.15J ≈ 220К. Небольшие

отрицательные значения Q(T ) при T ≤ 0.05J ≈ 70К,

т.е. ниже температуры сверхпроводящего перехода в

оптимально допированных сверхпроводниках Y–Ba–

Cu–O, также находятся в качественном согласии с

экспериментальными данными в недодопированных

ВТСП-купратах, где сверхпроводящее состояние по-

давлено магнитным полем [41, 42].

В заключение отметим, что малого числа момен-

тов недостаточно при низких температурах. Семь

моментов (3) дают хорошую сходимость для ρ(T )

во всем рассмотренном диапазоне температур. Ре-

зультаты демонстрируют разумное согласие с экспе-

риментально наблюдаемыми зависимостями сопро-

тивления, ρ(T ), коэффициента Холла, RH(T ), и тер-

моЭДС, Q(T ), для реалистичного набора парамет-

ров модели спиновой подсистемы (константы АФМ-

обмена J = 0.12 эВ, параметра фрустрации p = 0.2

и параметра затухания γ ≃ 0.2J) и зонных парамет-

ров, взятых из расчета нижней зоны спинового поля-

рона. Мы также представили многомоментный метод

решения кинетического уравнения.
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