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Исследуется стационарное состояние квантованной монохроматической электромагнитной моды в

резонаторе, возбуждаемой монохроматической когерентной накачкой и помещенной в цепь обратной

связи, которая меняет фазу моды на π после каждой регистрации фотона, покинувшего резонатор. На

таком типе обратной связи основан метод предотвращения разрушения когерентности в состояниях типа

“кошки Шредингера”. Приведены результаты численного определения P -функции Глаубера при разных

значениях отстройки частоты моды от частоты накачки. Дано качественное объяснение некоторых осо-

бенностей структуры P -функции. В случае, когда собственная частота резонатора и частота внешней

когерентной накачки сильно различаются, предложена упрощенная модель, позволяющая с достаточной

степенью точности описывать поведение системы.

DOI: 10.7868/S0370274X14230143

Введение. Интенсивно развивающиеся инжене-

рия и контроль квантовых состояний в решающей

степени основаны на использовании обратной свя-

зи, которая также имеет множество приложений в

области квантовой информатики и квантовой крип-

тографии [1]. Квантовая оптика является наиболее

естественным полем исследования и использования

обратной связи как уникального инструмента для

создания экзотических фотонных состояний. Среди

них выделяются так называемые кошки Шрединге-

ра [2] – суперпозиции когерентных состояний, де-

монстрирующие яркие неклассические свойства. Эти

состояния обещают стать основой новых методов в

квантовой метрологии, в частности в интерферомет-

рических детекторах гравитационных волн [3]. Об-

ратная связь, рассматриваемая в настоящей работе,

принципиально важна для контроля и предотвраще-

ния декогеренции в “кошках Шредингера”. В связи

с этим уместно сделать небольшое отступление для

иллюстрации важности данного типа квантовой об-

ратной связи и мотивации его исследования.

Когерентное состояние Глаубера |α〉 (собственное

для оператора уничтожения фотона: â|α〉 = α|α〉),
как известно, является наиболее близким квантовым

представителем классической электромагнитной мо-

ды. При этом α отвечает комплексной амплитуде мо-
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ды. Состояние моды в резонаторе с конечным време-

нем жизни γ−1 фотона подчинено уравнению

d

dt
ˆ̺t = γâ ˆ̺tâ

† − γ

2
n̂ ˆ̺t −

γ

2
ˆ̺tn̂, (1)

где n̂ = â†â – оператор числа фотонов. Здесь для

простоты исключена собственная свободная динами-

ка гармонической моды. В случае приготовления мо-

ды в когерентном состоянии |α〉 из (1) имеем

ˆ̺0 = |α〉〈α| → ˆ̺t = |αe−γt/2〉〈αe−γt/2|. (2)

Происходит экспоненциальное затухание амплиту-

ды моды, но ее состояние остается когерентным.

Среди состояний типа “кошек Шредингера” вы-

деляется класс так называемых состояний Юрке–

Столера |α〉YS, являющихся собственными по отно-

шению к преобразованному оператору уничтожения

фотона [4]:

â(π)|α〉YS = α|α〉YS, (3)

где

â(π)
.
= eiπn̂â (4)

и

|α〉YS =
1√
2

(

|iα〉+ i| − iα〉
)

. (5)

Как было показано в [5], процесс гибели фотонов (1)

в случае |α|2 ≫ 1, т.е. при многофотонном состоя-

нии |α〉YS, за время (γ|α|2)−1 ≪ γ−1 превращает чи-
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стое суперпозиционное состояние (5) в некогерент-

ную смесь:

ˆ̺0 = |α〉YS〈α| → ˆ̺t ≃ (6)

≃ 1

2
|iαe−γt/2〉〈iαe−γt/2|+ 1

2
| − iαe−γt/2〉〈−iαe−γt/2|.

Если, однако, в правой части (1) вместо операторов

â и â† будут фигурировать â(π) и â†(π) (при этом

заметим, что â†(π)â(π) = n̂), т.е. если диссипация

описывается уравнением

d

dt
ˆ̺t = γeiπn̂â ˆ̺tâ

†e−iπn̂ − γ

2
n̂ ˆ̺t −

γ

2
ˆ̺tn̂, (7)

то из (3) следует прямая аналогия (2):

ˆ̺0 = |α〉YS〈α| → ˆ̺t = |αe−γt/2〉YS〈αe−γt/2|. (8)

Состояние “кошки Шредингера” с уменьшенной ам-

плитудой не меняет своей природы2).

Заметим, что отличие (7) от (1) с точки зре-

ния экспериментатора заключается в изменении фа-

зы квантованной моды на π после каждой регистра-

ции фотона, покинувшего резонатор. Это переклю-

чение реализуется цепью обратной связи, которая,

таким образом, предотвращает декогеренцию состо-

яния |α〉YS.

Исследования свойств обратной связи (7) с пере-

ключением фазы квантованной моды ограничивают-

ся, насколько нам известно, результатами [5]. Между

тем в сходной ситуации с переключением фазы клас-

сического поля при каждой регистрации спонтанно-

го кванта обнаружены яркие проявления обратной

связи в спектре и статистике резонансной флуорес-

ценции двухуровневого атома (или пары атомов) [6].

Есть все основания ожидать у систем с обратной свя-

зью типа (7) необычных свойств. В настоящей работе

мы исследуем стационарное (кинетическое) состоя-

ние квантованной моды, возникающее при совмест-

ном действии указанной обратной связи и классиче-

ского гармонического тока. Последний представля-

ет собой простейшую, но вполне адекватную модель

внешней лазерной когерентной накачки резонатора с

квантованной модой. Информация о структуре ста-

ционарного состояния является первой и необходи-

мой ступенью при исследовании спектра излучения,

испускаемого системой, а также статистики событий

2)Можно говорить о дуальности нашего мира, условно на-
зываемого “миром Глаубера”, и “мира Юрке–Столера”. Зако-
ны квантовой оптики в обоих мирах абсолютно тождественны.
Однако когерентные состояния одного мира являются состоя-
ниями типа “кошки Шредингера” в другом мире. Эксперимен-
тальная реализация эволюции (7) представляет собой созда-
ние своеобразного заповедника “мира Юрке–Столера” в “мире
Глаубера”.

испускания в стационарных условиях. Нами получе-

но численное решение соответствующего квантового

кинетического уравнения. Его вид, как оказалось, су-

щественно зависит от разницы между частотой мо-

ды и частотой когерентной накачки. Приведены ка-

чественные объяснения для характерных диапазо-

нов отстройки частот. При больших отстройках (в

масштабе γ) сформулированы уравнения упрощен-

ной модели, решения которых согласуются с точны-

ми результатами.

Модель. Рассматривается квантованная мода

излучения, находящаяся в оптическом резонаторе и

возбуждаемая накачкой в виде внешнего монохро-

матического источника, отстроенного от собственной

частоты резонатора на величину −∆. Гамильтониан

системы, из которого исключена гармоническая за-

висимость от времени амплитуды λ внешнего поля

источника [7], имеет вид

Ĥ = ∆â†â+ λâ† + λ∗â. (9)

Резонатор помещен в цепь обратной связи с пере-

ключением фазы моды. Действие обратной связи

инициируется детектированием фотонов, необрати-

мо покинувших резонатор (детекторы предполага-

ются близкими к идеальным, скорость ухода фото-

нов из резонатора равна γ).

Кинетическое уравнение для статистического

оператора моды ˆ̺ включает динамику с гамильто-

нианом (9) и диссипацию (7):

d

dt
ˆ̺t = −i[Ĥ, ˆ̺t]+γeiπn̂â ˆ̺tâ†e−iπn̂− γ

2
{â†â, ˆ̺t}. (10)

Фигурные скобки в (10) обозначают антикоммута-

тор. Структура уравнения (10) типична для систем

с обратной связью, осуществляемой через измерения

[1].

Точное аналитическое решение уравнения (10)

получить не удается. Для численного анализа целе-

сообразно перейти к P -представлению Глаубера для

матрицы плотности [7]:

ˆ̺t =

∫

R2

P (α, α∗)|α〉〈α|d2α. (11)

В результате получаем следующее уравнение для

функции P :

∂tP = γ|α|2(P̄ − P ) +
1

2
∂α [(γ + 2i∆)α+ 2iλ]P +

+
1

2
∂α∗ [(γ − 2i∆)α∗ − 2iλ]P, (12)

где P̄ = P (−α,−α∗). Появление данного члена в пра-

вой части обусловлено обратной связью.
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Рис. 1. Примеры реализаций эволюции состояния системы на плоскости когерентных состояний при точном резонансе

(a) и при ∆ = γ (b). Фоторегистрация происходит в точках с четными номерами. αst = −2iλ/(γ + 2i∆), λ = (1 + i)γ

Результаты и их обсуждение. В уравнение

(12) входят три параметра с размерностью частоты:

∆, λ и γ. В зависимости от соотношения между ними

должен меняться характер решения. Предварим из-

ложение результатов численного решения уравнения

(12) некоторыми соображениями качественного ха-

рактера. Заметим, что в промежутках между актами

регистрации квантов эволюция (чистого) состояния

моды подчинена уравнению

∂t|ψt〉 = −i
(

Ĥ − i
γ

2
n̂

)

|ψt〉. (13)

При |ψ0〉 = |α(0)〉, т.е. в случае изначального коге-

рентного состояния, из (13) следует |ψt〉 ∝ |α(t)〉, где

α(t) = α(0)e−(γ/2+i∆)t − 2iλ

γ + 2i∆

(

1− e−(γ/2+i∆)t

)

.

(14)

В комплексной плоскости точка α(t) приближает-

ся по спиральной траектории к стационарной точке

αst = −2iλ/(γ+2i∆). В случае точного резонанса, т.е.

при ∆ = 0, приближение осуществляется по прямой

траектории. Из отрезков таких траекторий, прерыва-

емых случайными актами регистрации фотонов, со-

стоит любая реализация эволюции моды. При каж-

дой регистрации действие обратной связи сводит-

ся к отражению параметра αt относительно центра

комплексной плоскости, после чего начинается но-

вый непрерывный отрезок траектории. Две возмож-

ные реализации траекторий представлены на рис. 1.

В случае точного резонанса (рис. 1а) прослеживает-

ся тенденция приближения кусочно-прямолинейной

траектории к отрезку, соединяющему αst и −αst.

Можно заключить, что с течением времени множе-

ство наиболее вероятных состояний системы будет

группироваться вблизи данного отрезка.

Результаты численного решения уравнения (12),

представленные на рис. 2а, подтверждают это пред-

положение. Действительно, в случае точного резо-

нанса функция P (α, α∗) отлична от нуля лишь при

α = − 2iλ
γ x, −1 < x < 1. При ∆ = γ в фор-

ме P -функции на рис. 2b, напоминающей развали-

ны Колизея, угадываются спиральные траектории с

рис. 1b.

Рассмотрим теперь случай больших значений от-

стройки. Как можно заключить из рис. 1с, ненуле-

вые значения P -функции сконцентрированы вблизи

точки −λ/∆, являющейся пределом αst при |∆| ≫
≫ γ. Асимметрия, вносимая точкой −αst, практи-

чески незаметна. Чтобы взглянуть на этот факт с

другой точки зрения, заметим, что гамильтониан (9)

может быть представлен в виде

Ĥ = ∆b̂†b̂− |λ|2
∆2

. (15)

Здесь

b̂ = â+
λ

∆
, b̂† = â† +

λ∗

∆
(16)

есть смещенные полевые операторы. Поскольку они

удовлетворяют обычным бозонным коммутацион-

ным соотношениям, можно рассматривать систему
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Рис. 2. Стационарное состояние моды при ∆ = 0 (a),

γ (b) и 5γ (c). В случае (a) ненулевая часть функции

P сосредоточена вблизи отрезка, соединяющего точки

−2iλ/γ и 2iλ/γ, а в случае (c) – вблизи точки −λ/∆.

Значение λ здесь такое же, как и на рис. 1

как эффективный осциллятор с собственными состо-

яниями – смещенным базисом Фока:

|ñ〉 = b̂†n√
n!
|0̃〉, n = 0, 1, ...,

|0̃〉 = | − λ/∆〉,
(17)

где |−λ/∆〉 – когерентное состояние Глаубера, яв-

ляющееся смещённым вакуумом. Заметим, что ба-

зис обычных состояний Фока {|n〉}∞n=0 является есте-

ственным для диссипативной части из (10) в том

смысле, что диагональные в этом базисе элементы

статистического оператора подчиняются классиче-

скому основному кинетическому уравнению, спра-

ведливому для марковских процессов [8]. Смещен-

ный фоковский базис {|ñ〉}∞n=0 оказывается есте-

ственным для динамической части из (10), поскольку

он диагонализует гамильтониан. В режиме |∆| ≫ γ

доминирует смещенный базис. В уравнениях для эле-

ментов матрицы плотности ρ(n1|n2)
.
= 〈ñ1| ˆ̺|ñ2〉 в

этом базисе достаточно удерживать члены с одина-

ковой основной зависимостью от времени, определя-

емой динамикой:

∂tρ(n1|n2) = −i∆(n1 − n2)ρ(n1|n2) +

+ γ
∑

n

w(n1|n1 + n)w∗(n2|n2 + n)ρ(n1 + n|n2 + n)−

(18)

− γ

2

∑

n

(|w(n|n1)|2 + |w(n|n2)|2)ρ(n1|n2).

Здесь

w(n|m) = 〈ñ|eiπn̂â|m̃〉. (19)

Нетрудно проверить, что в стационарном состоянии

матрица плотности в смещенном базисе Фока явля-

ется диагональной (недиагональные элементы экспо-

ненциально затухают со временем):

ˆ̺st =

+∞
∑

n=0

pn|ñ〉〈ñ|. (20)

Для вычисления амплитуд скоростей перехода (19),

от которых зависят стационарные вероятности pn,

необходимо воспользоваться результатами решения

комбинаторной задачи приведения к нормальному

порядку мономов бозонных операторов [9]:

w(n|k) =
n
∑

l=0

k
∑

m=0

min(m,l+1)
∑

i=0

Ciml
nk α

n+1−i
0 (α∗

0)
k−i,

Ciml
nk =

e−2|α0|
2

(−1)n+l+i
√
n!k!(l + 1)

(n− l)!(k −m)!i!(l + 1− i)!(m− i)!
; α0 =

λ

∆
.

(21)

Система (18) для диагональных элементов с ампли-

тудами (21) решалась численно для конечного числа

Nmax доступных состояний |ñ〉. При больших време-

нах решение приближается к стационарным вероят-

ностям из (20).

Наиболее заселенным оказывается состояние |0̃〉
(его заселенность равна 1 с точностью до пятого зна-

ка после запятой). Далее заселенность быстро моно-

тонно убывает с увеличением номера n. Это согласу-

ется с решением точного уравнения (12), представ-

ленным на рис. 2с. Здесь P -функция представляет
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собой узкий пик с максимумом в точке, соответству-

ющей когерентному состоянию |−λ/∆〉 = |0̃〉. Дан-

ный результат остается справедливым для произ-

вольных значений λ. Таким образом, использованная

простая модель позволяет достаточно точно описы-

вать состояние в случае больших значений отстрой-

ки ∆.

Заканчивая обсуждение результатов вычисления

состояния моды, следует отметить, что в случае точ-

ного резонанса (рис. 2а) P -функция является неот-

рицательной, функции же на рис. 2b и c не являют-

ся знакоопределенными, т.е. соответствующие состо-

яния имеют квантовую природу, хотя и не очень ярко

выраженную.

Заключение. В данной работе получены первые

результаты по исследованию состояния квантован-

ной моды, возбуждаемой когерентным монохромати-

ческим источником и помещенной в цепь обратной

связи, переключающей фазу моды на π, т.е. инвер-

тирующей ее амплитуду3). Мода как открытая кван-

товая система обменивается с окружением энергией

и информацией в виде хорошо локализованных во

времени событий случайного ухода фотонов из ре-

зонатора, содержащего моду. Система оказывается

генератором событий. Эти события инициируют пе-

реключение фазы через петлю обратной связи. Ста-

ционарное состояние моды оказывается сильно зави-

сящим от расстройки частот накачки и моды. В слу-

чае резонансной накачки предложено простое физи-

ческое объяснение обнаруженной плоской структуры

P -функции. В случае же больших отстроек предло-

жена упрощенная модель, с хорошей точностью опи-

сывающая стационарное состояние и объясняющая

3)Рассуждая в терминах примечания к введению, можно
сказать, что источник фотонов в рассматриваемой системе
принадлежит “миру Глаубера”, а сток – “миру Юрке–Столера”.

его близость к некоторому когерентному состоянию.

Полученные результаты послужат основой дальней-

ших исследований спектра и статистики квантовой

моды в цепи обратной связи.
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