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Представлен модифицированный метод квантового Монте-Карло с непрерывным временем в раз-

ложении по гибридизации, позволяющий учитывать спиновую вращательную симметрию. В настоящее

время при расчете реальных соединений с использованием теории динамического среднего поля при-

меняется приближенная форма кулоновского взаимодействия, нарушающая вращательную симметрию,

что приводит, в частности, к существенной переоценке температуры Кюри–Вейсса. Результаты расче-

тов температурной зависимости магнитной восприимчивости и величины температуры Кюри-Вейсса для

трехзонной модели предложенным методом находятся в хорошем согласии с результатами точного реше-

ния. Представленный метод вследствие своей вычислительной эффективности может быть использован

для исследования магнитных свойств реальных соединений с сильными электронными корреляциями.
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На сегодняшний день теория динамического сред-

него поля (DMFT) [1] является одним из передо-

вых подходов к исследованию сильно коррелиро-

ванных систем. В основе DMFT лежит предполо-

жение о локальности собственно-энергетической ча-

сти, что позволяет свести решение модели Хаббарда

к решению примесной модели Андерсона. Несмот-

ря на то что методы решения примесной моде-

ли Андерсона достаточно развиты, расчеты с пол-

ной формой кулоновского взаимодействия требуют

больших вычислительных затрат, которые стано-

вятся запредельно большими для случая пяти зон.

Исследование реальных соединений в приближении

DFT+DMFT [2], объединяющем теорию функциона-

ла плотности (DFT) и DMFT, как правило, требу-

ет решения пяти- или даже семизонных примесных

задач. Поэтому в подавляющем большинстве рас-

четов кулоновское взаимодействие рассматривает-

ся в приближенной форме, называемой “плотность–

плотность”. Такое приближение позволяет значи-

тельно уменьшить вычислительные затраты, однако

приводит к нарушению спиновой вращательной сим-

метрии. В частности, парные перевороты спина на

двух орбиталях или парные перескоки электронов

между орбиталями в форме “плотность–плотность”

не учитываются. Это соответствует понижению сим-

метрии кулоновского взаимодействия с SU(2) до Z2.
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Замена полной формы взаимодействия на форму

плотность–плотность приводит к слабому изменению

плотности электронных состояний (кроме случаев с

выраженным квазичастичным пиком на уровне Фер-

ми вблизи перехода металл–изолятор) [3]. Однако та-

кая замена оказывает сильное влияние на магнитные

свойства. В частности, она приводит к существенной

переоценке температуры Кюри [3–5].

На сегодняшний день метод квантового Монте-

Карло с непрерывным временем (CT–QMC) [6, 7] яв-

ляется одним из самых эффективных методов реше-

ния примесной модели Андерсона при высоких тем-

пературах. В данной работе мы предлагаем новый

подход для приближенного учета спиновой враща-

тельной симметрии в методе CT–QMC в разложении

по гибридизации [8].

Гамильтониан примесной модели Андерсона мо-

жет быть записан в следующем виде:

H =
∑

pσ

εpc
†
pσcpσ +

∑

piσ

(Vpiσc
†
pσdiσ + h.c.) +Hloc, (1)

где c†pσ (cpσ) и d†iσ (diσ) – операторы рождения (уни-

чтожения) электрона со спином σ на энергетическом

уровне p термостата с энергией εp и на орбитали i

примеси соответственно, Vpiσ – параметры гибриди-

зации, Hloc – локальный гамильтониан для примеси,

который имеет вид

Hloc =
∑

iσ

(ǫdiσ−µ)niσ+
1

2

∑

ijklσσ′

Uijkld
†
iσd

†
jσ′dlσ′dkσ. (2)
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Здесь niσ = d†iσdiσ – оператор числа частиц на при-

месном уровне с энергией ǫdiσ, µ – химический потен-

циал, {i, j, k, l} – орбитальные индексы, Uijkl – эле-

мент матрицы кулоновского взаимодействия. В част-

ности, для случая трех зон локальный гамильтони-

ан (2) в параметризации Канамори имеет вид

Hloc =
∑

iσ

(ǫdiσ − µ)niσ + U
∑

i

ni↑ni↓ +

+
1

2

∑

ijσ

i6=j

{U − 2J)niσnjσ + (U − 3J)niσnjσ −

J(d†iσdiσd
†
jσdjσ + d†iσd

†
iσdjσdjσ)}, (3)

где U – хаббардовский параметр, J – параметр хун-

довского обменного взаимодействия. Последнее сла-

гаемое в первой строке выражения (3), а также сла-

гаемые во второй строке содержат только операто-

ры числа частиц и соответствуют кулоновскому вза-

имодействию в форме плотность–плотность. Два по-

следних слагаемых в выражении (3) отвечают пар-

ным переворотам спинов на двух орбиталях и пар-

ным перескокам электронов. Статистическая сумма

для примесной модели Андерсона в методе CT–QMC

в разложении по гибридизации [8, 9] имеет вид

Z =
∏

pσ

(

1 + e−βεpσ
)

∞
∑

k=0

∫ β

0

dτ1 . . .

∫ β

τk−1

dτk ×

×

∫ β

0

dτ ′1 . . .

∫ β

τk′−1

dτ ′k
∑

α1α
′
1
...αkα

′
k

Tr[Tτe
−βHloc ×

× dα
k
(τk)d

†

α′
k

(τ ′k) . . . dα
1

(τ1)d
†

α′
1

(τ ′1)] det∆, (4)

где β = 1/T – обратная температура, k – поря-

док разложения, α – комбинированный спин-

орбитальный индекс, Tτ – оператор хронологическо-

го упорядочения, ∆ – матрица гибридизации раз-

мерности k × k с элементами ∆lm = ∆αlαm
(τl − τm),

которые выражаются как

∆αlαm
(τ) =

∑

p

V ∗
pαl

Vpαm

1 + e−βεp
×

{

eεp(τ−β), τ > 0,

−eεpτ , τ < 0.
(5)

При вычислении статсуммы (4) самая ресурсоемкая

часть состоит в вычислении статистических весов ло-

кальных конфигураций, которые определяются как

wloc=Tr[Tτe
−βHlocdα

k
(τk)d

†

α′
k

(τ ′k) . . . dα
1

(τ1)d
†

α′
1

(τ ′1)]. (6)

В случае взаимодействия в форме плотность–

плотность локальный гамильтониан диагонален в

базисе чисел заполнения. Это позволяет разделить

спин-орбитали и использовать сегментное представ-

ление [8], которое существенно упрощает процесс вы-

числения. При этом каждая пара примесных опе-

раторов рождения и уничтожения представляется

в виде сегмента, который характеризует временной

интервал нахождения электрона на данной спин-

орбитали. Статистический вес локальной конфигу-

рации в таком случае легко выражается через дли-

ны сегментов и их перекрытия. Следует отметить,

что пустые спин-орбитали в сегментном представле-

нии необходимо учитывать явным образом, вставляя

или удаляя так называемую полную линию.

В случае полной вращательно-инвариантной

формы кулоновского взаимодействия сегментное

представление не может быть использовано, что

приводит к необходимости матричных операций

при вычислении wloc. В подходе, предложенном

Вернером и Миллисом [9], матрицы примесных

операторов в выражении (6) представляются в

базисе собственных значений локального гамиль-

тониана. В результате, вычисление wloc сводится к

перемножению матриц размерности 22N , где N – ко-

личество примесных орбиталей. Как было отмечено

Хаули [10], использование симметрии Hloc позволяет

представить матрицы в блочно-диагональном виде.

Однако даже в этом случае расчеты пятизонных

моделей без дополнительных приближений, таких,

как обрезание базиса [11], требуют чрезвычайно

больших вычислительных затрат. Другой метод

был предложен Лохли и Вернером [12]. В нем

используется базис чисел заполнения, в котором

Hloc и примесные операторы являются сильно

разряженными матрицами. С помощью методов,

использующих подпространства Крылова, это поз-

воляет перейти от прямого произведения матриц к

матрично-векторным перемножениям. Кроме того,

данный метод позволяет прибегнуть к другому

приближению, в котором след вычисляется только

по низколежащим по энергии состояниям. При этом

во временной эволюции примеси учитываются все

базисные состояния. Поэтому хотя данное при-

ближение и приводит к неточностям вычисления

(особенно при высоких температурах), оно все

же является менее жестким, чем явное обрезание

базиса.

Для повышения вычислительной эффективности

мы предлагаем использовать матрично-векторный

метод только для недиагональных блоков, тогда как

для диагональных будет использован описываемый

ниже метод.

Для начала покажем, как в случае диагонального

Hloc можно точно вычислить вес локальной конфигу-
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рации, не вовлекая в процесс вычисления матричные

перемножения. Для определенной локальной конфи-

гурации в разложении порядка k временная эволю-

ция примеси представляет собой набор 2k времен-

ных интервалов, каждый из которых характеризует-

ся нахождением системы в определенном состоянии.

В случае диагонального Hloc операторы на каждой

из спин-орбиталей могут образовывать лишь череду-

ющиеся последовательности из d†α и dα. Поэтому на

каждом временном интервале система находится в

одном из базисных состояний в представлении чисел

заполнения. При наличии операторов на всех спин-

орбиталях вес локальной конфигурации может быть

представлен в виде

wloc = e−(τ2−τ1)Hτ1 . . . e−(τ2k−τ2k−1)Hτ
2k−1 ×

× e−(β+τ1−τ2k)Hτ
2k , (7)

где Hτi – диагональный элемент локального гамиль-

тониана, соответствующий состоянию, в которое пе-

реходит система в момент времени τi. При наличии

операторов на всех спин-орбиталях данный вес сов-

падает с весом в сегментном методе. Однако при на-

личии Nempty спин-орбиталей без операторов wloc бу-

дет состоять из 2Nempty вкладов со всеми возмож-

ными заполнениями спин-орбиталей без операторов.

Рассчитанный таким образом вес локальной конфи-

гурации совпадает с результатом полного матрично-

го расчета. В дальнейшем будем называть описан-

ный метод вычисления wloc методом τ -интервалов.

В качестве примера рассмотрим двух-

орбитальную примесную модель Андерсона с диаго-

нальным Hloc в конфигурации, представленной на

рис. 1. В данной конфигурации четыре фермионных

Рис. 1. Локальная конфигурация для двух-

орбитальной примесной модели Андерсона с четырьмя

операторами на двух спин-орбиталях в базисе чисел

заполнения. Операторы отсутствуют для второй и

четвертой спин-орбиталей. Заполненные символы

обозначают операторы рождения, пустые – опера-

торы уничтожения. Данную конфигурацию можно

представить в виде четыреx τ -интервалов

оператора попарно действуют на первую и третью

спин-орбитали. При этом операторы отсутствуют

для второй и четвертой спин-орбиталей, заполнение

которых возможно четырьмя способами. Поэтому

вес рассматриваемой конфигурации представляется

в виде

wloc =

1
∑

i=0

1
∑

j=0

e−(τ2−τ1)H|1i1j〉e−(τ3−τ2)H|0i1j〉 ×

× e−(τ4−τ3)H|0i0j〉e−(β+τ1−τ4)H|1i0j〉 . (8)

Для многоорбитальной задачи с вращательно-

инвариантной формой взаимодействия Hloc ста-

новится недиагональным в базисе чисел заполне-

ния. При этом его можно представить в блочно-

диагональном виде и выделить как диагональные,

так и недиагональные блоки. Наличие недиаго-

нальных блоков нарушает чередуемость операторов

рождения и уничтожения на спин-орбиталях, вслед-

ствие чего становится невозможным использование

метода τ -интервалов. Эту проблему можно обойти,

предположив, что при движении по марковской

цепочке удаление и добавление пар операторов

будет производиться только таким образом, чтобы

обеспечить чередование фермионных операторов

на каждой спин-орбитали. Такое предположение

позволяет применять представление τ -интервалов

для нахождения вкладов, соответствующих диаго-

нальным блокам Hloc. Для вычисления вкладов от

недиагональных блоков необходимо использовать

матрично-векторный метод. Предложенный под-

ход позволяет сократить вычислительные затраты

за счет использования метода τ -интервалов для

диагональных блоков.

Вычислительная эффективность метода τ -

интервалов может быть повышена за счет сохра-

нения промежуточных результатов с предыдущих

операций вычисления веса. Так как добавление

или удаление пары операторов при движении по

марковской цепочке приводит к изменению всего

нескольких τ -интервалов, то оценка веса новой

конфигурации требует пересчета экспонент всего

для нескольких изменившихся интервалов. В случае

же использования матрично-векторного метода

необходимо произвести полный пересчет цепочки

операторов для новой конфигурации.

В режимах, представляющих физический ин-

терес, вероятность принятия новой конфигурации

очень мала (примерно 1–10 %) и большая часть ре-

сурсов тратится на вычисление весов для тех конфи-

гураций, которые не дают вклада в измеряемые вели-

чины. Возможность исключить из рассмотрения за-

ведомо маловероятные конфигурации позволит зна-

чительно снизить вычислительные затраты.
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Для этого можно ввести следующий прием, поз-

воляющий оценить вес новой конфигурации без пол-

ного расчета всех вкладов. Благодаря разделению

процедуры вычисления вкладов на эффективный ме-

тод τ -интервалов и затратный матрично-векторный

метод сумма вкладов, рассчитанная методом τ -

интервалов, может быть использована для предвари-

тельной оценки веса новой конфигурации. Это поз-

воляет избежать расчетов матрично-векторным ме-

тодом конфигураций с малым весом. Если новая

конфигурация имеет достаточно большой оценочный

вес, тогда оставшиеся вклады могут быть рассчи-

таны матрично-векторным методом для получения

полного веса конфигурации.

Предложенным методом была рассчитана

температурная зависимость обратной магнитной

восприимчивости для трехзонной модели Хаб-

барда на решетке Бете бесконечной размерности

с половинным заполнением. Расчеты проводи-

лись с локальным гамильтонианом (3) c полной

формой кулоновского взаимодействия, а также с

формой плотность–плотность. При этом исполь-

зовались параметры взаимодействия U = 8t и

J = 1.2t. Магнитная восприимчивость вычислялась

как отклик на внешнее магнитное поле, которое

полагалось равным 0.02 эВ. При этом было про-

верено, что при указанных значениях магнитного

поля соблюдается линейность магнитного отклика.

Полученные результаты представлены на рис. 2.

Линейная зависимость обратной магнитной воспри-

имчивости от температуры соответствует закону

Кюри–Вейсса, χ−1(T ) = (T − TCW)/C, где TCW –

температура Кюри–Вейсса, C – постоянная Кюри.

Согласно полученным результатам, расчеты со

взаимодействием в форме плотность–плотность пе-

реоценивают величину температуры Кюри–Вейсса.

Для случая половинного заполнения она получилась

равной 0.42t. Расчеты же с полной вращательно-

инвариантной формой взаимодействия привели к

температуре Кюри–Вейсса, примерно равной 0.24t,

а расчеты предложенным методом – к температуре

в 0.22t. Полученные результаты согласуются с

результатами предыдущих исследований [3–5]. Рас-

четы, проведенные для заполнения в один электрон,

как и ожидалось, дают одинаковый результат для

всех типов взаимодействий. Следует отметить, что

результаты расчетов с полной формой взаимодей-

ствия с использованием предложенного подхода

находятся в хорошем согласии с результатами,

полученными с помощью матричного CT–QMC.

При этом использование метода τ -интервалов для

предварительной оценки весов новых конфигураций

Рис. 2. Обратная магнитная восприимчивость трех-

зонной модели Хаббарда на решетке Бете бесконечной

размерности при половинном заполнении, вычислен-

ная матричным CT–QMC с полным кулоновским вза-

имодействием, взаимодействием в форме плотность–

плотность, а также предложенным методом. Расчеты

проводились с параметрами взаимодействия U = 8t и

J = 1.2t

позволило уменьшить время счета примерно в 2.5

раза.

В случае трехзонной модели с вращательно-

инвариантной формой взаимодействия Hloc в бази-

се чисел заполнения можно представить в блочно-

диагональном виде с 4 блоками размерности 3 × 3,

12 блоками размерности 2 × 2 и 28 диагональны-

ми элементами. Вероятности нахождения примеси в

каждом из базисных состояний, полученные предло-

женным методом и в матрично-векторном подходе,

представлены на рис. 3. Видно, что предложенный

метод и матричный CT–QMC приводят к практиче-

ски идентичным результатам. Следует отметить, что

для рассматриваемой системы наибольший вклад да-

ют 8 диагональных состояний, а также 12 состо-

яний, входящих в связанные блоки и отвечающих

за взаимодействия типа спин-флип. При использо-

вании предложенного метода матрично-векторным

способом необходимо учитывать всего 12 состояний.

Остальные состояния следует учесть с помощью ме-

тода τ -интервалов.

В данной работе был представлен модифициро-

ванный метод квантового Монте-Карло с непрерыв-

ным временем в разложении по гибридизации, позво-

ляющий приближенно учитывать спиновую враща-

тельную симметрию. Результаты расчетов магнит-
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Рис. 3. Вероятности базисных состояний, полученные

предложенным методом и в матричном CT–QMC с

полной формой кулоновских взаимодействий для трех-

зонной модели Хаббарда на решетке Бете бесконечной

размерности

ной восприимчивости для трехзонной модели пред-

ложенным методом находятся в хорошем согласии

с результатами расчетов с использованием полно-

го матричного подхода. Вычислительная эффектив-

ность предложенного метода позволяет использо-

вать его для исследования многоорбитальных мо-

дельных систем и реальных соединений в приближе-

нии DFT+DMFT.
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