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Динамика спина в модели Френкеля с учетом изменения
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В области значений параметров γ ≫ 1, ae . χ ≪ 1 (γ – лоренц-фактор, ae = 1
2
(g − 2), χ =

=
√

(eFµνpν)2/m
3
e) уравнения движения модели Френкеля приводят к обобщению системы уравнений

Лоренца и Баргмана–Мишеля–Телегди (БМТ). Модификация связана с учетом френкелевской добавки

mFr к массе электрона и может представлять интерес для планируемых в настоящее время эксперимен-

тов с релятивистскими пучками. Полученное уравнение Френкеля–БМТ содержит продольную часть с

зависящим от времени коэффициентом, не равным нулю при g = 2. В случае постоянных фоновых по-

лей уравнения траектории и спина могут быть проинтегрированы с требуемой точностью, если известна

первообразная функции mFr(τ ). Для спин-орбитального вклада ∆mso в сдвиг массы найдено новое пред-

ставление через геометрические инварианты мировых линий. Показано, что скорость изменения ∆mso

определяется величиной ∼ (ae + mFr/me). Указано на принципиальную возможность периодического

изменения спинового света вдоль траектории пучка.
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1. Введение. Обсуждаемые в последнее время
новые конфигурации экспериментов в физике реля-
тивистских пучков связаны с эффектами каналиро-
вания и beamstrahlung’а [1–3]. Ожидаемые в этих
экспериментах значения динамического параметра2)

χ =

√

(eFµνpν)2

m3
e

(1)

сравнимы с единицей и, таким образом, являют-
ся оптимальными для наблюдения эффектов кван-
товой электродинамики (QED) интенсивных полей.
С другой стороны, вполне оправдало себя описа-
ние поляризации релятивистских электронов с помо-
щью классического уравнения Баргмана–Мишеля–
Телегди (БМТ) [1, 4], в котором эффекты QED учи-
тываются феноменологически введением аномально-
го магнитного момента (АММ) электрона ae ≃ α/2π
(α/2π – так называемое швингеровское значение
АММ). Не будучи лагранжевым, уравнение БМТ мо-
жет быть выведено как линейное по спину прибли-
жение из предложенной Френкелем [5] (лагранже-
вой) модели “релятивистского волчка” [6]. Эта мо-

1)e-mail: lsl@iff.surgu.ru
2)С некоторыми исключениями используются система еди-

ниц, в которой ~ = 1 = c, постоянная тонкой структуры
α = e2/4π~c и метрика, в которой 4-вектор Aα = (A, iA0);
дуальный тензор определяется как F ∗

αβ = i
2
εαβγδFγδ . Мы ис-

пользуем также диадные обозначения [A,B] для тензора с эле-
ментами AαBβ − AβBα и (в отдельных случаях) точку для
указания свертки по лоренцевым индексам.

дель, однако, содержит добавку к массе электро-
на

mFr =
1

2
tr(µ̂F̂ ) = −1

2
µαβFαβ ,

mFr

me

∼ χ (2)

(F̂ = ‖Fαβ‖ = const и µ̂(τ) = ‖µαβ‖ – тензоры элек-
тромагнитного поля и магнитного момента), кото-
рой обычно пренебрегают. Действительно, в совре-
менных ускорителях с энергиями электронов Ee &

& 1 ГэВ характерные значения χ лежат в интерва-
ле χ ≃ 10−6−10−5 [1, 2], что значительно меньше
ae ≃ 10−3. Это позволяло не принимать во вни-
мание поправки, связанные с mFr (если, разумеет-
ся, рассматривать уравнение БМТ в рамках подхо-
да Френкеля). Поскольку планируемые эксперимен-
ты делают значения χ . 1 вполне достижимыми,
следует выяснить, в какой степени отличие mFr от
нуля может повлиять на динамику поляризации ре-
лятивистского электрона. В данной работе, оттал-
киваясь от френкелевских уравнений движения, мы
получаем с известной точностью уравнение спина, в
котором присутствуют и mFr, и ae. Мы находим ре-
шение этого уравнения для произвольного постоян-
ного поля, предполагая только медленность измене-
ния mFr. В заключение найденные решения исполь-
зуются для вычисления спин-орбитального вклада в
сдвиг массы (СМ) [7] и доказывается сделанное ра-
нее [8] утверждение о медленном изменении ∆mso

как функции собственного времени. Периодические
осцилляции ∆mso указывают на изменение излуча-
тельной способности пучка вдоль трека.
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2. Уравнения траектории и спина. Уравне-
ния движения заряда в модели Френкеля могут быть
представлены в виде (κ̃0 ≡ e/M)

ẍ = κ̃0F̂ ẋ− Ṁ
M ẋ+

1

M
d

dτ
µ̂a, (3)

Ṡ = κF̂S + (κ− κ̃0)ẋ(ẋF̂ S) +
ẋ

MS · d

dτ
µ̂a. (4)

В правых частях уравнений (3) и (4) мы отброси-
ли градиентные члены, поскольку силы Штерна–
Герлаха в транспортных системах ускорителей обыч-
но малы [1]. Уравнение (3) содержится в работе [5].
Уравнение (4) получено из оригинального френке-
левского ( ˙̂µ = κ[F̂ , µ̂] + κ[ẋ, µ̂a]) с помощью подста-
новки

S =
1

µ
ẋµ̂∗, µ̂ = µ[ẋ, S]∗, (5)

где Sα – единичный 4-вектор спина,

µ = ~κ/2 = g µB/2, µB = e~/2mec. (6)

Пространственная подобность Sα и µαβ выражается
уравнениями

ẋS = 0, (7a)

ẋµ̂ = 0 (7б)

(условия Тамма и Френкеля соответственно). Вектор
aα(τ) в уравнениях траектории и спина – лагранжев
множитель, соответствующий связи (7б). Важно, что
масса

M = me +mFr, (8)

(см. (2)) отличается от массы электрона и, вообще го-
воря, зависит от собственного времени. Тем не менее

членом −Ṁ

M
ẋ в правой части (3) мы в дальнейшем

пренебрегаем. (С помощью соотношения (9) можно
показать, что этот член значительно меньше также
отбрасываемого последнего члена в правой части (3),
если ae, χ ≪ 1.) Для вектора µ̂a Френкелем получено
уравнение

µ̂a = µ̂

(

F̂ ẋ− 1

κ
ẍ

)

,

которое можно переписать в виде

µ̂a = Frµ̂F̂ ẋ− µ̂

κM
d

dτ
µ̂a. (9)

Здесь

Fr ≡ 1− 2

g

me

M = O(ae, χ). (10)

Используя соотношение (9) рекуррентно, можно убе-
диться в том, что последние слагаемые в правых ча-
стях уравнений (3) и (4) имеют порядок O(Frχ2/τC),
где τC = 1/me – комптоновское время электрона. В
то же время оставшееся слагаемое κ̃0F̂ ẋ в уравне-
нии (3) с учетом mFr дает вклады порядка O(χ/τC) и

O(χ2/τC). Удерживаемые в уравнении спина (4) пер-
вое и второе слагаемые имеют, соответственно, по-
рядки O(χ/τC) и O(Frχ/τC). Таким образом, с вклю-
чением членов ∼χ2/τC, Frχ/τC система уравнений
(3), (4) перепишется как

ẍ = κ̃0F̂ ẋ, (11)

Ṡ = κF̂S + κFr ẋ(ẋF̂ S). (12)

Главным отличием уравнения (12) от уравнения
БМТ является зависимость параметра κ̃0 и, следова-
тельно, Fr = 1 − κ̃0/κ от собственного времени. При
g = 2 второй член в правой части (12) не обращается
в нуль, если mFr 6= 0. Система уравнений (11), (12),
очевидно, сохраняет длины векторов S и ẋ (ẋ2 = −1,
S2 = 1), а также связь (7a), поскольку

Sẍ+ Ṡẋ = 0. (13)

Будем называть уравнение (12) уравнением
Френкеля–БМТ (Ф–БМТ). В случае постоянно-
го поля решение уравнения Ф–БМТ может быть
найдено точно, если считать известной зависимость
M(τ).

3. Решение уравнения Ф – БМТ для случая

F̂ = const. Метод Хонига, Шукинга и Вишвешвары
[9], применявшийся для нахождения решений урав-
нения БМТ, основан на использовании репера Френе:
e(0) ≡ ẋ, e(1), e(2), e(3), 4-векторы которого удовле-
творяют уравнению Лоренца (каждый по отдельно-
сти), а также системе уравнений Френе–Серре в про-
странстве Минковского:























ė(0) = ke(1) ,

ė(1) = ke(0) + τ1e
(2) ,

ė(2) = −τ1e
(1) + τ2e

(3) ,

ė(3) = −τ2e
(2).

(14)

Здесь k, τ1 и τ2 – кривизна, первое и второе круче-
ния мировой линии x(τ). Уравнения Лоренца и си-
стема (14) оказывались совместными при условии
k̇ = τ̇1 = τ̇2 = 0, причем для k, τ1 и τ2 авторы [9]
нашли явные выражения через полевые инварианты
α′ = E

2 −H
2, β = EH. В нашем случае необходимо

потребовать, чтобы в дополнение к (14) векторы e(A)

удовлетворяли уравнению (11):

ė(A) = κ̃0F̂ e(A), A = 0, 3. (15)

Уравнение (15) гарантирует постоянство длин векто-
ров e(A) и их попарных скалярных произведений –
необходимое условие для того, чтобы репер {e(A)}
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был репером Френе. Однако теперь вместе с зависи-
мостью κ̃0 от собственного времени от τ будут зави-
сеть и коэффициенты k, τ1, τ2. В связи с этим следу-
ет определить условия совместности уравнений (15)
и (14).

Для вектора e(0) = ẋ уравнение (15) выполнено
по определению. Дифференцируя обе части (15) при
A = 0 и используя первое из уравнений (14), получа-
ем

(

k̇ −
˙̃κ0

κ̃0
k

)

e(1) + kė(1) = κ̃0 kF̂ e(1). (16)

Умножая скалярно обе части этого равенства на e(1),
находим, что k̇ =

(

˙̃κ0/κ̃0

)

k, т.е. e(1) действительно
удовлетворяет уравнению (15). Аналогичным путем
приходим к равенствам

k̇

k
=

τ̇1
τ1

=
τ̇2
τ2

=
˙̃κ0

κ̃0
, (17)

которые выражают пропорциональность всех гео-
метрических коэффициентов величине κ̃0. При этом
векторы e(2) и e(3) удовлетворяют (15), а отношения
геометрических коэффициентов не зависят от соб-
ственного времени:

k

τ1
= const,

τ1
τ2

= const. (18)

Легко проверяется, что явные формулы для опреде-
ления k, τ1 и τ2 имеют тот же вид, что и в работе
[9], с заменой me → M (для их получения исполь-
зуются только уравнения (14), (15) и алгебраические
свойства матрицы F̂ ):

k2 = −κ̃2
0e

(0)F̂ F̂ e(0), (19a)

k2(τ21 − k2) = −κ̃2
0α

′k2 − κ̃4
0β

2 , (19б)

kτ2 = κ̃2
0β. (19в)

Уравнения (19) демонстрируют упомянутую выше
пропорциональность: k, τ1, τ2 ∝ κ̃0.

Теперь решение уравнения (12) может быть най-
дено достаточно просто. Условие (7a) приводит к то-
му, что в разложении вектора S по тетрадному бази-
су:

S = CA(τ)e
(A) = C1e

(1) + C2e
(2) + C3e

(3), (20)

слагаемое с e(0) отсутствует (C0 = 0). Продифферен-
цируем уравнение (20):

Ṡ = ĊA(τ)e
(A) + CAė

(A) =

= κCA

[

F̂ e(A) + Fr e(0)(e(0) · F̂ · e(A))
]

.

После использования уравнений (14) и (15) получаем

ĊA(τ)e
(A) = ã×

×
[

−τ1C2e
(1) + (τ1C1 − τ2C3)e

(2) + τ2C2e
(3)

]

. (21)

Обратим внимание на исчезновение в правой части
(21) слагаемого с вектором e(0); здесь введено обо-
значение ã для “аномалии”:

ã ≡ κ

κ̃0
Fr =

g

2

M
me

− 1. (22)

Согласно (21) коэффициенты CA удовлетворяют си-
стеме уравнений:











Ċ1 = −ãτ1C2,

Ċ2 = ã(τ1C1 − τ2C3),

Ċ3 = ãτ2C2.

(23)

Вводя “медленную” фазу

Φ(τ) =

∫ τ

0

ã τ1dτ (24)

и учитывая, что τ1 = Λκ̃0 (τ1 > 0), где Λ не зависит
от τ , имеем

C2(Φ) = C2(0) cos

(

√

1 + τ22 /τ
2
1Φ

)

,

C1(Φ) = C1(0)−
C2(0)

√

1 + τ22 /τ
2
1

sin

(

√

1 + τ22 /τ
2
1Φ

)

,

C3(Φ) = C3(0) +
C2(0)

√

1 + τ21 /τ
2
2

sin

(

√

1 + τ22 /τ
2
1Φ

)

,

(25)

Φ(τ) = Λκ0

(g

2
− 1

)

τ + Λκ0

∫ τ

0

mFr

me

dτ, (26)

κ0 ≡ e/me. В решении (25) начало отсчета фазы вы-
брано так, чтобы Ċ2(0) = 0, а в уравнении (26) сде-
лана замена mFr/M ≃ mFr/me. Поскольку |ã| ≪ 1,
вращение 4-вектора S относительно тетрады – “мед-
ленное”. Сумма C2

A(τ) = C2
A(0).

Уравнение (11) может быть проинтегрировано по
такой же схеме. Вводя “быструю” фазу Φ1:

Φ1(τ) =

∫ τ

0

κ̃0

κ0
dτ ∼= τ −

∫ τ

0

mFr

me

dτ, (27)

для 4-скорости получаем

dx

dτ
=

dx

dΦ1

(

1− mFr

me

)

= exp (κ0F̂Φ1)ẋ(0). (28)

(Метод “распутывания” выражений типа
exp (κ0F̂Φ1) см. в работах [9–11]). Таким образом,
единственной неопределенной величиной в реше-
ниях (25) и (28) остается интеграл

∫ τ

0 (mFr/me) dτ ,
который также можно вычислять по теории возму-
щений, основанной на соотношении (9). Разумеется,
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присутствие этого интеграла в фазах Φ и Φ1 не
противоречит отбрасыванию члена −Ṁẋ/M в пра-
вой части уравнения (3). Ввиду малости последнего
(он вносит в правую часть (3) вклад ∼ Fr

2χ3/τC)
эволюцию M в уравнениях (11), (12) следует рас-
сматривать в духе адиабатического подхода (см.
например, [12]). Функция mFr/me может быть в
принципе найдена по отличию траектории заряда
от лоренцевской. Затем эти данные можно исполь-
зовать для определения поляризации с помощью
уравнений (25), (26).

4. Спин-орбитальный вклад в сдвиг массы.

Сдвиг массы релятивистского заряда, возникающий
вследствие взаимодействия орбитального и спиново-
го токов, определяется выражением [8]

∆mso =
µe

8π
√
3

ẋ ∧ ẍ ∧ ...
x ∧ S√

ẍ2
. (29)

Мнимая часть СМ определяет вероятность излуче-
ния в единицу собственного времени: λ = −2ℑ∆m
(см. [13]). Соответственно −2ℑ∆mso представляет
вклад спина в эту вероятность. Покажем, что ско-
рость изменения ∆mso пропорциональна аномалии
(22). Подстановка уравнений (14) и (20) в (29) дает

∆mso = −i
µe

8π
√
3
kτ1C3(τ). (30)

(Здесь мы воспользовались тем, что e(0) ∧ e(1) ∧
∧ e(2) ∧ e(3) = −i). Пренебрегая слагаемыми, про-
порциональными Ṁ, в соответствии с последним из
уравнений (23) находим

d

dτ
∆mso = −i

µe

8π
√
3
kτ1τ2ã C2(τ). (31)

В случае ортогональных полей (β = 0) правая часть
(31) обращается в нуль, а коэффициент C3 становит-
ся интегралом движения (см. (19в) и (25)). Коэффи-
циенты C2 и C3 могут быть выражены через спино-
вые инварианты SF̂ ẋ, SF̂ F̂ ẋ и SF̂ ∗ẋ. Действительно,
C2 = Se(2), C3 = Se(3), а для нахождения векторов
e(2) и e(3) можно воспользоваться формулами (8а) и
(9а) из работы [9] (с заменой me на M), например

e(3) =
κ̃5
0β

k3τ1τ2

[

βF̂ ẋ− (ẋF̂ F̂ ẋ)F̂ ∗ẋ
]

. (32)

Используя соотношения (19) и (32), правую часть
уравнения (30) можно переписать в виде (ср. с [8])

∆mso = i
µe

8π
√
3

κ̃3
0

k
×

×
[

(ẋF̂ F̂ ẋ)(SF̂ ∗ẋ)− (ẋF̂ F̂ ∗ẋ)(SF̂ ẋ)
]

. (33)

Заметим, что кручение τ2 определяется с точностью
до знака, который связан с выбором правой или ле-
вой тройки векторов e(1), e(2), e(3) [9]. Этот знак про-
явит себя как в коэффициенте C3, так и в выражении

e(0) ∧ e(1) ∧ e(2) ∧ e(3) (см. (32)). Наш выбор (19в) со-
ответствует правой тройке, а ∆mso, как и должно
быть, от этого выбора не зависит.

На основании уравнений (25), (30) можно заклю-
чить, что классическая теория приводит к вариаци-
ям в знаке спинового вклада −2ℑ∆mso в вероятность
излучения поляризованного электрона при условии

|C3(0)| <
|C2(0)|

√

1 + τ21 /τ
2
2

. (34)

Как следует из соотношений (19) и (25), пе-
риод осцилляций имеет величину порядка
2πγ/(Λκ0ã

√

1 + τ22 /τ
2
1 ) = 2πγ/|κ0|HRF ã (HRF –

магнитное поле в системе покоя частицы). Такая
зависимость может привести к нестационарности
спинового света (эксперимент и теория спинового
света в магнитном поле обсуждаются в работах
[14, 15]). Поскольку τ2 ∝ β, эффект возможен
только при одновременном наличии (неортогональ-
ных) полей E и H . Нужно, однако, заметить, что
формула (29) является асимптотической (см. [8]) и
для окончательного решения вопроса об осцилля-
циях требуется рассмотреть поправку к ∆mso (29)
следующего порядка по 1/γ.
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