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Рассматривается задача о вырывании s-электрона, связанного в короткодействующей яме, внешним

не зависящим от времени электромагнитным полем. Получена простая формула для вероятности рас-

пада состояния, носящего характер туннелирования электрона. Рассмотрено ее приложение к случаю

совместного действия однородных электрического и магнитного полей. Подчеркивается, что в случае

сильного магнитного поля имеющиеся в литературе результаты требуют уточнений.
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“Золотым правилом” Ферми (первым) называют

(см., например, [1, 2]) известную формулу для диф-

ференциальной вероятности перехода в единицу вре-

мени из начального состояния |i0〉 с энергией E
(0)
i (в

дискретном или в непрерывном спектре) в состояния

непрерывного спектра |ν(0)f 〉 с энергией E
(0)
νf в кванто-

вомеханической системе с не зависящим от времени

гамильтонианом

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (1)

в первом порядке теории возмущений по V̂ [1–3]:
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Напомним, что dν
(0)
f = dρ

ν
(0)
f

dE
(0)
νf ; dρ

ν
(0)
f

(E
(0)
νf ) –

дифференциальная энергетическая плотность конеч-

ных состояний в непрерывном спектре.

Для переходов между состояниями непрерыв-

ного спектра формула (2) позволяет рассчитывать

дифференциальные сечения процессов столкновения

частиц, включая и релятивистскую область энергий

(тормозное излучение, фотоэффект и т.д.).

Многочисленными являются применения форму-

лы (2) в случаях, когда в отсутствие возмущения V̂ в

системе имеется дискретный уровень (связанное со-

стояние), лежащий непосредственно на фоне непре-

рывного спектра невозмущенного гамильтониана Ĥ0

(т.е. система не является одноканальной). Под дей-

ствием возмущения V̂ , связывающего различные ка-

налы, это состояние становится квазистационарным.

В таком случае формула (2) позволяет определить

1)e-mail: karnak@theor.mephi.ru

вероятность w его распада в единицу времени (или

связанные с нею время жизни состояния τ = 1/w и

ширину уровня Γ = ~w). В частности, с помощью

этой формулы рассмотрены такие процессы, как из-

лучение атомных систем, эффект Оже, внутренняя

конверсия γ-лучей и т.д. [4].

В случае связанного состояния электрона в ко-

роткодействующем потенциале US(r) влияние воз-

мущения на уровень существенно зависит от пове-

дения V̂ на больших расстояниях, где вероятность

нахождения электрона экспоненциально мала. Если

это взаимодействие является малым, |V̂ | ≪ ~
2/mr2,

во всем пространстве, то оно приводит лишь к сдви-

гу уровня, который может быть рассчитан по теории

возмущений. Уровень остается дискретным, так как

нижняя граница непрерывного спектра по-прежнему

E = 0. Если же V̂ на больших расстояниях опус-

кает эту границу ниже положения уровня (как это

имеет место при наложении однородного электриче-

ского поля, V̂ = eEr), то рассматриваемое состоя-

ние благодаря туннелированию электрона становит-

ся квазистационарным. Однако для вычисления ши-

рины уровня формула (2) теории возмущений непри-

менима. Далее будет получено ее непертурбативное

обобщение.

Рассматриваемая одноэлектронная система ха-

рактеризуется не зависящим от времени гамильто-

нианом

Ĥ = − ~
2

2m
∆+US(r)+V̂f ≡ Ĥ0+V̂f ≡ Ĥf+US(r), (3)

т.е. в системе имеется два взаимодействия, US(r)

и V̂f , причем с сильно различающимися областями

действия сил. Предполагается, что потенциал взаи-

модействия US(r) является короткодействующим с

радиусом действия сил rS (US(r) ≈ 0 при r > rS ,

кулоновского взаимодействия нет) и в нем имеется
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дискретный s-уровень с энергией E
(0)
s = −~

2κ2/2m

и волновой функцией ψ
(0)
s (r) в отсутствие V̂f . Эта

нормированная на 1 волновая функция при r ≫ rS
имеет асимптотику

ψ(0)
s (r) = Cκ

√

κ

2π

1

r
e−κr,

где Cκ ∼ 1 – так называемый асимптотический ко-

эффициент, который зависит от конкретного вида

US(r); Cκ = 1, когда US моделируется потенциалом

нулевого радиуса [5].

Взаимодействие V̂f предполагается таким, что

при его включении невозмущенный уровень стано-

вится квазистационарным состоянием, т.е. приобре-

тает ширину, а также испытывает сдвиг: E
(0)
s →

→ Es = Ẽs − iΓs/2. Здесь Ẽs = E
(0)
s + △Es, где

△Es является сдвигом уровня, обусловленным вза-

имодействием V̂f , а Γs – связанное с ним уширение

уровня. Энергия (комплексная) Es квазистационар-

ного состояния и его волновая функция ψ
(+)
s опреде-

ляются из решения уравнения Шредингера:

Ĥψ(+)
s = Esψ

(+)
s , (4)

удовлетворяющего при r → ∞ условию излучения

Зоммерфельда, т.е. соответствующего “уходящим”

волнам [6]. Непосредственный аналитический расчет

Ẽs и Γs согласно уравнению (4) требует конкрети-

зации вида как US(r), так и V̂f и возможен лишь в

исключительных модельных случаях для последних.

Ниже мы рассмотрим случай, когда при определен-

ных ограничениях на US(r) (см. выше) и V̂f возмож-

но приближенное вычисление Ẽs и Γs, не требующее

точного решения уравнения (4).

Для дальнейших преобразований важны следу-

ющие ограничения на V̂f : взаимодействие считает-

ся слабым, |V̂f | ≪ ~
2κ2/m, лишь на расстояниях

r . 1/κ ∼ rS , т.е. как в области действия потенциала

US(r), так и в области локализации волновой функ-

ции невозмущенного состояния. Однако на бо́льших

расстояниях никаких существенных ограничений на

V̂f не накладывается, кроме отмеченного выше важ-

ного условия о понижении границы непрерывного

спектра на больших расстояниях, так что взаимодей-

ствие V̂f уже не является малым. Поэтому на таких

расстояниях его нельзя учитывать по теории возму-

щений, как это предполагалось при выводе формулы

(2). Тем не менее в данном случае как сдвиг уровня,

так и приобретаемая ширина уровня малы по срав-

нению с энергией связи невозмущенного состояния.

При этом ширина уровня экспоненциально мала по

сравнению с его сдвигом.

Воспользуемся интегральной формой уравнения

(4) с функцией Грина G
(+)
f,Es

(r, r′) =
∫

(Eνf − Es −
− i0)−1ψνf (r)ψ

∗
νf
(r′)dνf оператора Ĥf , рассматривая

слагаемое −U(r)ψ
(+)
s (r) как неоднородный член в

правой части уравнения (4) [6]. Здесь ψνf (r) и Eνf –

система ортонормированных собственных функций

(образующих полную систему) и соответствующие

им значения энергии гамильтониана Ĥf . Уравнение

(4) принимает вид (Es = Ẽs − iΓs/2)

ψ(+)
s (r) = −

∫

dνf

Eνf − Ẽs − i0
ψνf (r)×

×
∫

ψ∗
νf
(r′)US(r

′)ψ(+)
s (r′)d3r′. (5)

Шириной уровня здесь пренебрегается ввиду ее экс-

поненциальной малости. Заметим, что влияние как

сдвига уровня, так и искажения на расстояниях r .

. rS волновой функции ψ
(+)
s по сравнению с ψ

(0)
s

на вероятность вырывания электрона выступают как

поправки. Ниже мы будем использовать их невозму-

щенные значения E
(0)
s и ψ

(0)
s .

Сделаем важное замечание. Возможность вычис-

ления ширины уровня с помощью приближенного

уравнения (5) (вообще не содержащего ширину уров-

ня!) связана с тем физическим обстоятельством, что

вероятность распада квазистационарного состояния

в единицу времени w = Γ/~ совпадает с потоком ве-

роятности w =
∮

jds на больших расстояниях (в пре-

деле r → ∞), который определяется непосредственно

функцией ψ
(+)
s (r). На расстояниях r ≫ rS волновая

функция (5) удовлетворяет уравнению Шредингера

Ĥfψ
(+)
s (r) = E

(0)
s ψ

(+)
s (r). Следовательно, в данном

случае в формуле (5) при интегрировании по энер-

гии Eνf (содержащемся в
∫

...dνf ) значение интегра-

ла определяется вычетом в полюсе. Поэтому можно

заменить 1/(Eνf − E
(0)
s − i0) → 2πiδ(Eνf − E

(0)
s ) и

записать волновую функцию (5) в виде2)

ψ(+)
s (r) = −2πi

∫

aiνf (E
(0)
s )δ(Eνf − E(0)

s )ψνf (r)dνf ,

r → ∞, (6)

где введено обозначение

aiνf (E
(0)
s ) = 〈νf |US(r)|ψ(0)

s 〉 =

=

∫

ψ∗
νf
(r)US(r)ψ

(0)
s (r)d3r. (7)

2)Контур интегрирования по Eνf
можно замкнуть в верх-

нюю полуплоскость. Значение интеграла определяется выче-

том в полюсе 1/(Eνf
−E

(0)
s − i0).
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Ниже будет показано, что aiνf (Eνf ) при Eνf = E
(0)
s

(на энергетической поверхности вылетающих элек-

тронов) имеет смысл парциальной амплитуды рас-

пада – амплитуды вырывания электрона в состояние

|νf 〉.
Заметим, что коэффициент cνf =

= −2πiaiνf (E
(0)
s )δ(Eνf −E

(0)
s ) в разложении волновой

функции (6) определяет распределение вероятно-

стей различных значений квантовых чисел νf для

вылетающего электрона:

dwνf = |cνf |2dνf = (2π)2|aiνf (E(0)
s )|2δ2(Eνf−E(0)

s )dνf .

(8)

Используя известный прием обращения с квадратом

δ-функции δ2(Eνf − E
(0)
s ), состоящий в заменах

δ2(Eνf − E(0)
s ) → δ(E = 0)δ(Eνf − E(0)

s ), (9)

δ(E = 0) =
1

2π~

T/2
∫

−T/2

dt =
1

2π~
T, T → ∞, (10)

приходим к формуле для дифференциальной веро-

ятности вырывания электрона в единицу времени:

dwi→νf =
2π

~
|aiνf (E(0)

s )|2δ(Eνf − E(0)
s )dνf =

=
2π

~
|〈νf |US(r)|ψ(0)

s 〉|2dρνf , (11)

внешне похожей на формулу Ферми (2) (см. ниже

(28)).

Матричный элемент в формуле (7) допускает су-

щественное упрощение:

aiνf (E
(0)
s ) = 〈νf |US(r)|ψ(0)

s 〉 =

=
~
2

4mκ
ψ∗
νf (0)

∫

r≤R

1

r
eκr

(

∆− κ2
)

ψ(0)
s (r)d3r =

= −~
2

m

√
2πκCκψ

∗
νf
(0). (12)

Здесь R ≫ rS выбрано таким образом, что V̂f при

r ≤ R еще можно рассматривать как малое возму-

щение. Поэтому под интегралом (см. (7)) можно по-

ложить

ψνf (r) = ψνf (0)
sh (κr)

κr
,

как для свободной частицы. При вычислении ин-

теграла использована формула Грина, а для функ-

ции ψ
(0)
s (r) – ее приведенная выше асимптотика при

r ≫ rS .

Интегрирование в формуле (11) дает полную ши-

рину уровня

Γs = ~ws = (2π)2
~
4κ

m2
C2

κ

∫

|ψνf (0)|2dρνf . (13)

Формулы (11)–(13) единообразным способом опи-

сывают вероятности вырывания s-электрона из ко-

роткодействующей ямы статическими электромаг-

нитными полями различной конфигурации. Их при-

менение особенно эффективно в важном случае од-

нородных полей, когда в уравнении Шредингера с

гамильтонианом Ĥf происходит разделение перемен-

ных. В качестве иллюстрации рассмотрим выры-

вание электрона в параллельных однородных

электрическом и магнитном полях. В данном

случае удобно выбрать векторный потенциал A =

= 1
2 H×r и воспользоваться цилиндрическими коор-

динатами. Тогда в гамильтониане Ĥf электрона во

внешнем поле переменные продольного и поперечно-

го движения разделяются и он принимает вид (далее,

как правило, e = ~ = me = 1)

Ĥf ≡ Ĥt+Ĥl =
1

2
p̂2
t−

1

2
ωH l̂z+

1

8
ω2
Hρ

2+
1

2
p̂2z−Fz. (14)

Считаем поля направленными в одну сторону, при-

чем противоположно оси z, заряд электрона −e < 0,

F = eE > 0, ωH = eH/mec. Поэтому собственные

функции и собственные значения гамильтониана (14)

могут быть выбраны в виде (см. §§ 24, 112 в [3],

m ≡ lz)

ψνf (r) ≡ ψElnρm = ψnρm(ρ)ψEl
(z),

Eνf = Et+El = ωH

[

nρ +
1

2
(|m| −m+ 1)

]

+El, (15)

ψEl
(z) =

1√
π

(

4

F

)1/6

Φ
[

−(2F )1/3(z + El/F )
]

, (16)

ψnρm(ρ) =
1

µ!aH

[

(µ+ nρ)!

2µ · 2π nρ!

]1/2 (
ρ

aH

)µ

×

× exp

(

− ρ2

4a2H
+ imϕ

)

F (−nρ, µ+ 1, ρ2/2a2H), (17)

где aH =
√

~c/eH, µ = |m|, −∞ < El < ∞ – энер-

гия продольного движения электрона в однородном

поле, Et (см. (15)) – уровни Ландау поперечного дви-

жения электрона в магнитном поле, F (...) – обобщен-

ный полином Лагерра.

В данной задаче в роли νf выступают кванто-

вые числа El, nρ,m (далее мы полагаем µ = 0, по-

скольку рассматривается вырывание s-электрона).
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При этом в формуле (13) нужно выполнить за-

мену
∫

. . . dρf → ∑

nρ

. . . и учесть значение El =

− 1
2

[

κ2 + (2nρ + 1)ωH

]

, следующее из закона сохра-

нения энергии. Вычисляя ψνf (0) с волновыми функ-

циями (16) и (17) (единственная нужная для вычис-

лений асимптотика Φ(ξ) приведена в § 24 [3]; ниже

n ≡ nρ = 0, 1, . . . ):

ψνf (0) =
1

2πaH
κ−1/2
n exp

(

− 1

3F
κ3n

)

,

κn =
√

κ2 + (2n+ 1)ωH , (18)

сразу получаем вероятность вырывания электрона в

виде

ws =
∑

n

wsn, wsn =
κ

a2Hκn
C2

κ exp

(

− 2

3F
κ3n

)

. (19)

Наглядный физический смысл этого результата со-

стоит в том, что wsn определяет вероятность выры-

вания электрона вдоль магнитного поля (параллель-

ного ему электрического), при котором он находит-

ся на уровне Ландау с радиальным квантовым чис-

лом nρ = n (магнитным квантовым числом m = 0)

и, самое главное, с квантованной энергией попереч-

ного движения Et = ωH(n + 1/2). Эффективно это

приводит к соответствующему увеличению энергии

связи в продольном движении электрона и уменьше-

нию вероятности его вырывания (в данном направ-

лении). Поэтому без вычислений представляется оче-

видным, что магнитное поле оказывает стабилизиру-

ющее влияние на распад состояния.

Условия применимости полученного результата

имеют вид F ≪ κ3, ωH ≪ κ2. При этом согласно

(18) и (19) вероятность вырывания электрона суще-

ственно зависит от двух безразмерных параметров:

κ3

F
≡ ~

2κ3

meE ≫ 1, γ =
κωH

F
≡ ~κH
mcE

(

ωH

κ2
≪ γ, γ ≪ κ3

F

)

(20)

(c – скорость света). Первый из них определяет веро-

ятность вырывания электрона в отсутствие магнит-

ного поля:

w(0)
s =

eE
2~κ

C2
κ exp

(

−2~2κ3

3meE

)

. (21)

Второй параметр представляет отношение магнит-

ной и электрической составляющих силы Лоренца в

области локализации электрона в невозмущенном со-

стоянии.

Нетрудно убедиться в том, что в формуле (19)

существенную роль играют слагаемые с n . 1/γ.

При этом в предэкспоненте можно заменить κn на

κ (опуская малые поправки ∼ω/k2 и ∼F/κ3), а в

показателе экспоненты ограничиться линейным чле-

ном разложения по n радикала

κ3/2n = [κ2 + (2n+ 1)ωH ]3/2 ≈ k30

(

1 +
3ωH

κ20
n

)

,

κ20 = κ2 + ωH .

После этого легко выполняется суммирование по n

(геометрическая прогрессия), что дает вероятность

вырывания электрона

ws = a−2
H C2

κ

exp
[

−2(κ2 + ωH)3/2/3F
]

1− exp
[

−2ωH(κ2 + ωH)1/2/F
] =

= a−2
H C2

κ

exp
[

−2κ30/3F
]

1− exp [−2ωHκ0/F ]
. (22)

В предельном случае слабого магнитного поля,

γ ≪ 1 (при этом в сумме (19) существенно большое

число слагаемых с n ∼ 1/γ ≫ 1), в (22) можно выпол-

нить разложение по малому параметру ωH/κ
2 ≪ 1 и

получить

ws =

(

1− 1

6
γ2 + . . .

)

w(0)
s , γ ≪ 1. (23)

В этом случае, как и следовало ожидать, магнитное

поле оказывает слабое стабилизирующее влияние на

распад состояния.

Совершенно иной вид имеет ws в противополож-

ном предельном случае, γ ≫ 1. При этом в сумме в

(19) существенно лишь одно слагаемое, с n = 0 (элек-

трон вылетает, находясь на основном уровне Лан-

дау), и

ws ≈
1

a2H
C2

κ exp

(

− 2

3F
κ30

)

, κ0 =
√

k2 + ωH . (24)

Ввиду малости ωH/κ
2 отсюда следует

ws = 2γ exp
[

−γ
(

1 +
ωH

4κ2
+ . . .

)]

w(0)
s , γ ≫ 1, (25)

где w
(0)
s определяет вероятность вырывания электро-

на в отсутствие магнитного поля (21). Видно, что

магнитное поле сильно подавляет вероятность рас-

пада состояния.

Ранее влияние магнитного поля на вероятность

вырывания электрона из короткодействующей ямы

электрическим полем исследовалось во многих ра-

ботах, начиная с пионерской работы [7] (см., напри-

мер, [8, 9] и цитируемую там литературу). При вы-

числениях использовался квазиклассический метод
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мнимого времени. При классическом описании попе-

речного движения вырываемого электрона (как и в

отсутствие магнитного поля) в случае параллельных

полей для функции распределения вероятностей зна-

чений импульса его поперечного движения была по-

лучена формула

dws =
κ

πF
exp

(

− sh γ

γ

κ

F
p2⊥

)

d2p⊥w
(0)
s ,

p2⊥/2m =
1

2 sh γ
~ωH . (26)

Полная вероятность распада состояния

ws =
γ

sh γ
w(0)

s , (27)

причем безотносительно к каким-либо ограничениям

на значения параметра γ (ср. с (20) и (22)–(25)). Так

как γ/sh γ ≈ 1−γ2/6 при γ ≪ 1, в этом случае форму-

ла (27) правильно передает слабое стабилизирующее

влияние магнитного поля на вероятность распада со-

стояния (см. (23)).

Однако с увеличением γ возникает вопрос об

условии применимости квазиклассического прибли-

жения для описания поперечного вращательного

движения электрона в сильном однородном магнит-

ном поле по следующей причине. Как было отмече-

но выше, в случае γ ≪ 1 вырывание электрона со-

провождается его возбуждением на уровни Ландау

с nρ ∼ 1/γ ≫ 1, что является необходимым усло-

вием возможности вычисления вероятности распада

как квантовомеханическим суммированием по nρ в

(19), так и интегрированием по квазиклассическому

поперечному импульсу p⊥ в (26), как это было вы-

полнено в [7–9]. Это условие нарушается при увели-

чении γ. Действительно, как видно из квазикласси-

ческой формулы (26), при γ > 1 среднее значение

кинетической энергии электрона не превышает энер-

гию основного уровня Ландау (отметим, что в отсут-

ствие магнитного поля p2⊥ = F/κ). Тем не менее су-

щественное (на несколько порядков) различие меж-

ду формулами (19), (22) и квазиклассической фор-

мулой (26) имеет место только в случае очень слабо-

го электрического поля: κ3/F ≫ γ ≫ 1, когда про-

является квантующий характер влияния магнитного

поля на энергетический спектр поперечного движе-

ния электрона и он вылетает, находясь на основном

уровне Ландау. Это различие связано с множителем

exp[−(ωH/4κ
2)γ] в формуле (25), который отсутству-

ет в (27).

О связи формул (11), (12) с “золотым пра-

вилом” Ферми. Как отмечалось выше, формула (2)

неприменима к случаю вырывания связанного элек-

трона из короткодействующей ямы, поскольку малое

возмущение V̂ не приводит к сдвигу границы непре-

рывного спектра, невозмущенные волновые функ-

ции непрерывного спектра сводятся к плоским вол-

нам и процесс распада запрещен законом сохранения

энергии. Тем не менее имеется простая связь между

матричными элементами 〈ν(0)f |V̂ |i0〉 в этой формуле

и матричными элементами 〈νf |US(r)|ψ(0)
s 〉 в форму-

ле (11), определяющей вероятность туннелирования

электрона под влиянием взаимодействия V̂f . (Индек-

сы “(0)” здесь указывают на то, что, как и в (2), рас-

сматриваемые состояния относятся к невозмущенно-

му гамильтониану в (1) с Ĥ0 = −(~2/2m)∆+US. При

этом |i0〉 ≡ |ψ(0)
s 〉.) Действительно, заменяя в этом

матричном элементе US(r) на −(~2/2m)∆ − E
(0)
s и

перенося действие оператора ∆ налево, получаем

〈νf |US(r)|ψ(0)
s 〉 = 〈νf |V̂f |ψ(0)

s 〉. (28)

Поэтому формула (11) для вероятности распада

принимает такой же вид, что и формула (2) первого

порядка теории возмущений с V̂f , но с существенной

модификацией: в качестве волновых функций конеч-

ных состояний выступают собственные функции га-

мильтониана Ĥf , точно учитывающие действие V̂f на

больших расстояниях, где оно уже не является сла-

бым.

Интересно отметить, что подобный подход был

использован в работе Л.В. Келдыша [10] для вы-

числения вероятности ионизации атомов (и твердых

тел) в электрическом поле E(t) = E0 cos(ωt) сильной

электромагнитной волны с частотой, меньшей энер-

гии связи состояния, когда в низших порядках тео-

рии возмущений распад запрещен. В формуле перво-

го порядка нестационарной теории возмущений для

амплитуды перехода (см. § 40 [3])

∫

〈p|eE0r cos(ωt)|ψ(0)
s 〉 exp(−ip2t/2m~− iE(0)

s t/~)dt.

Келдышем была предложена замена волновой функ-

ции вылетающего свободного электрона ψp(r, t) =

= exp(ipr/~− ip2t/2m~) волковской волновой функ-

цией [4, 11], точно учитывающей действие электри-

ческого поля (см. комментарий после формулы (7) в

[10]).

В заключение напомним, что в прошлом го-

ду исполнилось 50 лет со времени выхода статьи

Л.В. Келдыша [10]. Этому юбилею были посвящены

специальный выпуск Journal of Physics B [12] и об-

зор [13] в УФН. В статьях [14] и [13] обсуждались, в

частности, и вопросы, затронутые в данной заметке.
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