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Обратная спектральная задача для дельтообразных потенциалов
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Рассматривается задача рассеяния для линейного уравнения Шредингера на всей оси. Указаны

условия, при которых для построения потенциала достаточно знания дискретного спектра оператора

Шредингера. Основным отличием от солитонного сектора является автомодельность рассматриваемой

задачи относительно растяжений спектрального параметра λ. Это позволяет свести обратную задачу

рассеяния к исследованию особенности функции Грина при λ = 0.
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Задача рассеяния для дельтообразных потенци-
алов имеет многочисленные физические приложе-
ния (см., например, недавнюю работу [1]). С матема-
тической точки зрения дельтообразные потенциалы
предоставляют интересные возможности исчерпыва-
ющего исследования свойств точно решаемых при-
меров в теории рассеяния на финитных потенциалах
[2, 3] и приводят к довольно неожиданной схеме при-
ближенного решения обратной задачи рассеяния.

Для уравнения Шредингера с потенциалом q(x)

в виде конечной суммы δ-функций:

ψxx = [k2 + q(x)]ψ, q(x) =

N∑

j=1

γjδ(x − xj), (1)

функция Грина G(x, y; k) связана с функциями
Йоста ψ±(x, k):

ψ+(x, k) = ekx, x≪ 0; ψ−(x, k) = e−kx, x≫ 0, (2)

классической формулой:

G(x, x; k) =
1

〈ψ+, ψ−〉
ψ+(x, k)ψ−(x, k), Re k ≥ 0, (3)

где угловые скобки в знаменателе обозначают врон-
скиан:

W (k) = 〈ψ+, ψ−〉 = ψ+ψ−

x − ψ+
x ψ

−. (4)

Мы исследуем взаимосвязь полюсов функции Грина
с параметрами потенциала.

1. Задача рассеяния. Более или менее ясно, что
дифференциальное уравнение (1) решается в явном
виде. Непосредственным дифференцированием мож-
но проверить, что при N = 3 и k = 0 его решение
записывается в виде
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ψ+(x, 0) = 1 + γ1X1(x) + γ2X2(x)(1 + γ1x21) +

+ γ3X3(x)(1 + γ1x31 + γ2x32 + γ2γ1x32x21),

Xj(x) = (x− xj)θ(x− xj), xij
def
= xi − xj ,

x1 < x2 < x3, (5)

где ступенчатая функция θ(x) = 0 при x < 0 и
θ(x) = 1 при x ≥ 0. В общем случае вещественная ось

разбивается узлами xj , j ∈ [N ]
def
= {j = 1, 2, . . . , N},

на N + 1 промежутков:

x1 < x2 < · · · < xN , Ij = [xj , xj+1],

I0 = (−∞, x1], IN = [xN ,∞),
(6)

на которых непрерывная на всей оси функция Йоста
ψ+(x, 0) является линейной. В частности,

ψ+(x, 0) =

=

{
1, x ≤ x1,

ψ+(xN , 0) + τ(γ1, . . . , γN )(x− xN ), x ≥ xN ,
(7)

где τ – многочлен степениN от переменных парамет-
ров γ1, . . . , γN , явная формула для которого устанав-
ливается ниже.

Как было указано в работе [4], по “любой” априо-
ри заданной ломаной

Γ = {(x, y) : y = gj · (x − xj) + ψj , x ∈ Ij} ⊂ R
2,

(8)
являющейся графиком непрерывной кусочно-
линейной функции, можно построить потенциал

qΓ(x) =
∑

γjδ(x− xj), (9)

для которого график предельной при k → 0 функции
Йоста ψ+(x, 0) совпадает с Γ:

ψ+(x, 0) = gn · (x− xn) + ψn, x ∈ In, ψn = ψ+(xn, 0).
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При этом, как было установлено в цитированной ра-
боте, формулы

gn =
n∑

j=1

γj +
∑

i<j

γiγjxji +

+
∑

i<j<l

γiγjγlxjixlj + . . . , n ∈ [N ],

g1 = γ1, g2 = γ1 + γ2 + x21γ1γ2, . . . ; xij
def
= xi − xj ,

(10)
задают семейство отображений параметров потенци-
ала γj , j ∈ [N ], в углы наклона gn, n ∈ [N ], ломаной:

(γ1, . . . , γn) 7→ (g1, . . . , gn), n ∈ [N ]. (11)

Эти формулы для углов наклона gn позволяют по-
следовательно, начиная с γ1 = g1, вычислять пара-
метры потенциала (9), соответствующего заданной
ломаной (8). Другими словами, обратная задача при
k = 0 сводится к исследованию свойств отображе-
ний (11), заданных “квазисимметрическими” много-
членами gn из формулы (10). Коэффициент τ из
формулы (7) является таким образом многочленом
τ = gN и производящей функцией семейства отобра-
жений (11).

Рассмотрим теперь более сложную взаимосвязь
параметров γj дельтообразного потенциала (1) с по-
люсами функции Грина (3), расположенными в за-
мыкании правой полуплоскости Rek ≥ 0. Формула
(7) для ψ+(x, 0) при k 6= 0 заменяется следующей
формулой с экспонентами e±kx:

ψ+(x, k) =

{
ekx, x ≤ x1,

ψ+(x, k) = a(k)ekx + b(k)e−kx, x ≥ xN .

(12)
Аналогично из формулы (3) определяется вторая
функция Йоста, ψ−(x, k), равная e−kx при x ∈ IN
и убывающая, x → ∞, при Re k > 0 на противопо-
ложной бесконечности. Вычисление вронскиана при
x ∈ IN дает

〈ψ+, ψ−〉 = 〈a(k)ekx + b(k)e−kx, e−kx〉 = −2ka(k).

(13)
Известно, что функции Йоста являются целыми
функциями по спектральному параметру k (равно-
мерно по x на компактах). Поэтому вронскиан 2ka(k)

тоже является целой функцией. При этом (см. [4])
справедливо важное уравнение:

lim
k→0

2ka(k) = τ(γ), (14)

где τ(γ) – угол наклона ломаной (8) из формулы
(7), а дискретный спектр рассматриваемого опера-

тора Шредингера определяется уравнениями (явный
вид целой функции 2ka(k) будет указан ниже)

λs = −k2s , Re ks > 0, a(ks) = 0. (15)

В силу (12) соответствующие функции Йоста
ψ+(x, ks) → 0, x→ ±∞. При τ(γ) = 0 мы добавляем
к спектру (15) точку k0 = 0. В случае вещественного
потенциала q(x) нули a(k), Re k > 0, располага-
ются на вещественной оси, а на вертикальной оси
выполняется условие

a(k)a(−k) = 1 + b(k)b(−k) = 1 + |b(k)|2 > 0,

k = iξ, ξ ∈ R.

Переходя к исследованию связи собственных зна-
чений (15) с параметрами γj потенциала (1), мы фор-
мулируем следующее дополнительное условие: (i) ло-
маная Γ из формулы (8) с N узлами является веще-
ственной и имеет максимально возможное при дан-

ном N число пересечений с осью x.
Ясно, что кусочно-линейная функция ψ+(x, 0) не

может иметь более одного нуля на каждом из интер-
валов In. Поэтому в случае N узлов максимальное
число пересечений ломаной Γ с осью x совпадает с
числом N . С другой стороны, в вещественном случае
общее число собственных значений (15), как извест-
но (см., например, [5]), совпадает с числом перемен
знака функции ψ+(x, 0) и, следовательно, равно чис-
лу узлов ломаной Γ при выполнении условия (i). Та-
ким образом, условие (i) уравнивает число неизвест-
ных γj , j ∈ [N ], с числом уравнений a(ks) = 0 (см.
(15)) в обратной спектральной задаче. В этой зада-
че (ISP) требуется построить потенциал с заданны-
ми собственными значениями и длинами интервалов

ln
def
= |In|, n ∈ [N − 1]. Другой вариант условия (i)

заключается в добавлении к спектру из N − 1 поло-
жительных собственных значений точки k0 = 0 и за-
мене одного из уравнений (15) уравнением τ(γ) = 0:

τ(γ) = gN (γ1, . . . , γN ) = 0,

a(ks) = 0, ks > 0, s ∈ [N − 1]. (16)

Здесь явный вид квазисимметрического многочлена
gN (γ1, . . . , γN ) определяется формулой (10). Соответ-
ствующая ломаная Γ с узлами xj , j ∈ [N ], в таком
случае должна иметь горизонтальные асимптоты и
N − 1 пересечений с осью x. Условие τ(γ) = 0 позво-
ляет при этом исключить одну из неизвестных γj в
системе из N − 1 уравнений (15).

Явную форму уравнений a(k) = 0 для нулей врон-
скиана (13) можно получить при помощи замены

xj − xi ↔ Rij(k)
def
=

1− e2k(xi−xj)

2k
, xj > xi, (17)
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в коэффициентах многочленов из формулы (10).
Точнее, интересующая нас целая функция 2ka(k)

экспоненциального типа допускает следующее пред-
ставление (ср. [4]):

2ka(k) = 2k +
N∑

m=1

a(m),

a(m) =
∑

i1>i2>···>im

γi1γi2 . . . γimRi1i2Ri2i3 . . . Rim−1im .

(18)
Так как

lim
k→0

1− e2k(xi−xj)

2k
= xj − xi,

первое из уравнений системы (16) получается в этом
предельном переходе из остальных. С другой сторо-
ны, замена (17) и формулы (10) позволяют по пре-
дельному (k0 = 0) уравнению восстановить вид всей
системы уравнений (16).

Рассматриваемое уравнение Шредингера (1) до-
пускает группу растяжений:

xj → κ xj , γj →
γj
κ
, k →

k

κ
,

которую можно использовать в рассматриваемой об-
ратной задаче ISP и которая отражается в автомо-
дельном характере самой системы уравнений (16).
“Автомодельные” переменные типа γ̂j = γj/2k (см.
ниже) позволяют, в частности, найти простую асимп-
тотическую формулу для a(k) при Re k ≫ 1 (см. [6]).
Например, при N = 3 и x1 < x2 < x3 формула (18)
в автомодельных переменных принимает следующий
вид:

a(k) =

3∏

j=1

(1 + γ̂j)− e1ē2γ̂1γ̂2(1 + γ̂3)−

− e2ē3γ̂2γ̂3(1 + γ̂1)− e1ē3γ̂1γ̂3(1− γ̂2),

γ̂n
def
=

γn
2k
, en = e2kxn , ēn = e−2kxn .

(19)

Отбрасывая экспоненциально малые при Re k ≫ 1

члены, мы получаем a(k) ≈
∏
(1 + γ̂j), что напоми-

нает о квазиклассике и солитонных формулах для
a(k).

2. Обратная задача ISP при N = 2 и 3. Ис-
пользуя заготовленные ранее формулы (5) и (19),
несложно выписать в явном виде систему уравнений
ISP. Полагая в этих формулах γ3 = 0, мы получаем2),
что при N = 2

2)Простой случай N = 1 с 2ka(k) = 2k+ γ1 хорошо известен
(см., например, [1]).

2ka(k) = 2k + γ1 + γ2 + γ1γ2
1− e−2kl

2k
,

τ = γ1 + γ2 + lγ1γ2, l = x2 − x1 > 0.

(20)

Учитывая инвариантность этих формул относитель-
но замены γ1 ↔ γ2 и используя формулы Виета, мы
находим, что задача ISP сводится при N = 2 к квад-
ратному уравнению для γ = γ1, γ2:

γ2 + αγ + β = 0, α =
z1Z2 − z2Z1

Z2 − Z1
,

β =
z1 − z2
Z2 − Z1

; Zs =
1− e−zsl

zs
, zs = 2ks.

(21)

В случае, когда один из корней k2 обращается в нуль,
это квадратное уравнение упрощается и при l = 1

мы получаем, что задача (16) разрешима только при
k1 ≥ z, где z > 1 – единственный положительный ко-
рень уравнения z − 1 = e−z. При этом γ1 = γ2 = −2

при k1 = z и

2

γ
= −1±

1

k1

√
(k1 − 1)2 − exp(−2k1), k1 > z.

Случай N = 3 с квазисимметрическим многочле-
ном τ(γ), не инвариантным относительно перестано-
вок γi ↔ γj :

τ = γ1 + γ2 + γ3 + γ1γ2x21 + γ1γ3x31 +

+ γ2γ3x32 + γ1γ2γ3x21x32,

оказывается уже достаточно сложным при выясне-
нии структуры области допустимых собственных чи-
сел (k1, k2, k3) из первого октанта. Предположив для
простоты решетку узлов равномерной, x21 = x32 = 1,
x31 = 2, мы ограничимся здесь выяснением границы
области определения обратного отображения:

(γ1, γ2, γ3) 7→ (k1, k2, k3).

Хотя речь идет о расположении нулей целой функ-
ции (19) экспоненциального типа (см. [7]), здесь удоб-
но использовать автомодельность задачи и сформу-
лированное выше условие (i). Формула (5) и усло-
вия чередования знаков значений функции ϕ(x) ≡

ψ+(x, 0) в узлах xj дают

ϕ(x1) = 1, ϕ(x2) = 1 + γ1,

ϕ(x3) = 1 + 2γ1 + γ2(1 + γ1) ⇒ 1 + γ1 < 0.

Аналогично для второй функции Йоста ϕ̃(x) ≡

≡ ψ−(x, 0)

ϕ̃(x1) = 1 + 2γ3 + γ2(1 + γ3), ϕ̃(x2) = 1 + γ3,
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ϕ̃(x3) = 1 ⇒ 1 + γ3 < 0.

Привлекая условие τ(γ) = 0, окончательно получа-
ем, что условие (i) при N = 3 и x21 = x32 = 1 дает

τ =

3∏

j=1

(1 + γj) + γ1γ3 − 1; 1 + γj < 0, j = 1, 3,

1 + γ2 ≤
1− γ1γ3

(1 + γ1)(1 + γ3)
< 0.

(22)
Аналогичные условия при N = 2 записываются в ви-
де

γ1, γ2 < 0,
1

|γ1|
+

1

|γ2|
< x2 − x1 = l. (23)

Заметим, что при k = 0 рассматриваемое урав-
нение Шредингера сводится (ср. [4]) к разностному
уравнению второго порядка:

1

lj+1
ψj+1 +

1

lj
ψj−1 =

(
1

lj+1
+

1

lj
+ γj

)
ψj ,

lj = |Ij | = xj+1 − xj ,

(24)

которое принимает вид

ψj+1 + ψj−1 − 2ψj = lγjψj , l = lj ∀ j, (25)

для регулярной решетки с постоянным шагом l. Ука-
занные выше условия (22), (23) являются, таким об-
разом, условиями осцилляционности решений про-
стого разностного уравнения (25).

Работа была поддержана грантом Российского
научного фонда (проект # 15-11-20007).
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