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Рассмотрено многократное малоугловое рассеяние нейтронов (ММУРН) на высококонцентрирован-

ной системе неоднородностей. Предложен комбинированный подход к анализу ММУРН на основе син-

теза формул Цернике–Принса и Мольер. Проведено сравнение этого подхода с имеющейся теорией

ММУРН, основанной на применении эйконального приближения. Оно показало, что в пределе дифрак-

ции результаты совпадают, в то время как в пределе рефракции имеются различия, обусловленные тем,

что последняя учитывает корреляции последовательных актов рассеяния. Аналитически показано, что

наличие корреляций в пространственном положении рассеивателей приводит к росту числа нерассеян-

ных нейтронов. Таким образом, получено объяснение эффекта сужения спектров ММУРН, наблюдав-

шегося экспериментально и в численном моделировании.
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Введение. Метод малоуглового рассеяния ней-

тронов (МУРН) часто используется для изучения

наномасштабных неоднородностей вещества [1]. При

большой концентрации неоднородностей существен-

ный вклад в наблюдаемую интенсивность вносит ин-

терференция нейтронных волн от разных рассеива-

телей. В теории однократного МУРН данное явле-

ние описывается с помощью структурного фактора

[1]. В то же время в теории многократного МУРН

(ММУРН) обычно исходят из теории Мольер [2–4],

которая верна только при малых концентрациях рас-

сеивателей и интерференцию не учитывает. Отме-

тим, что в более поздних работах [5, 6] использо-

вался вариант теории Мольер, где вместо диффе-

ренциального сечения рассеяния применялся форма-

лизм автокорреляционной функции плотности, кото-

рая содержит сведения о корреляциях рассеивате-

лей. Впервые учет интерференции в ММУРН был

проведен в работе [7] для монодисперсной системы

рассеивателей. На основе результатов этой работы в

[8] было проведено численное моделирование процес-

са ММУРН для полидисперсной системы рассеивате-

лей. В обеих работах установлено, что угловое рас-

пределение ММУРН сужается с ростом концентра-

ции рассеивателей при фиксированном отношении

толщины образца к длине свободного пробега ней-
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трона. Этот эффект наблюдался экспериментально

в [8, 9] при измерении ММУРН с помощью двухкри-

стального дифрактометра. Однако структура теории

[7] получилась сильно отличной от теории однократ-

ного МУРН, а конечные выражения для интенсив-

ности ММУРН – слишком сложными для аналити-

ческого анализа, требующими проведения числен-

ных расчетов. В данной работе для частного случая,

когда рассеяние нейтрона на одной неоднородности

можно рассматривать в приближении дифракции,

применен новый подход построения теории ММУРН.

На его основе аналитически показано, что интер-

ференция, возникающая при наличии корреляций в

расположении неоднородностей, приводит к росту

числа нерассеянных нейтронов, что, в свою очередь,

объясняет результаты экспериментов [8, 9]. Заметим,

что в большинстве экспериментов реализуется имен-

но приближение дифракции. Структура статьи сле-

дующая. Сначала рассмотрено однократное МУРН

на основе формализма чисел заполнения. Затем рас-

смотрено многократное МУРН: приведена формула

Мольер и кратко описаны основные контуры тео-

рии [7]. Далее сформулированы идеи построения тео-

рии ММУРН на основе синтеза теории однократного

МУРН и теории Мольер. Показано соответствие но-

вого подхода теории [7] в пределе дифракции и про-

веден расчет изменения числа нерассеянных нейтро-

нов с ростом концентрации рассеивателей.
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Однократное малоугловое рассеяние. Боль-

шинство малоугловых исследований проводится в ре-

жиме однократного рассеяния, когда толщина образ-

ца l много меньше длины свободного пробега нейтро-

на lc = 1/cσt, где c – концентрация неоднородностей,

а σt – полное сечение рассеяния на одной неоднород-

ности. В этом случае метод МУРН наиболее инфор-

мативен.

Расчет интенсивности рассеяния может прово-

диться в борновском приближении:

I1(q) = |f(q)|2, f(q) = − m

2π~2

∫

d3re−iqrU(r), (1)

где U(r) – нейтронооптический потенциал всего об-

разца (псевдопотенциал Ферми, усредненный по объ-

ему, содержащему большое число ядер). Представим

образец в виде совокупности N одинаковых рассеи-

вателей. Потенциал взаимодействия нейтрона с об-

разцом выбирается в виде

U(r) =
∑

x

nxU0(r− x), (2)

где U0(r− x) – нейтронооптический потенциал неод-

нородности с “центром” в r = x, а nx – число запол-

нения узла x. Здесь и далее предполагается, что цен-

тры зерен могут располагаться в узлах некоторой ре-

шетки, элементарная ячейка которой имеет объем Ω,

а среднее значение 〈nx〉 = f . В пределе f → 0, Ω → 0,

f/Ω = c = const получается случайное распределе-

ние зерен в непрерывном пространстве, а наличию

корреляций в расположении зерен соответствуют со-

отношение Ω−2〈nxny〉 = C2(x,y) 6= c2 и его очевид-

ные обобщения для высших функций распределения.

Запишем амплитуду рассеяния:

f(q) = − m

2π~2

∫

d3re−iqr
∑

x

nxU0(r− x) =

=
∑

x

nxe
−iqxf0(q), (3)

где f0(q) = − m
2π~2

∫

d3re−iqrU0(r) – амплитуда рассе-

яния на одной неоднородности. Интенсивность рас-

сеяния на образце

I1(q) = |f0(q)|2
∑

x,y

〈nxnye
−iq(x−y)〉, (4)

где треугольные скобки означают среднее по рас-

положению неоднородностей. Выделяя слагаемые с

x = y, проводя усреднение и переходя к континуаль-

ному пределу, получаем

I1(q) = N |f0(q)|2+|f0(q)|2
∫

V

d3xd3yC2(x,y)e
−iq(x−y),

(5)

где N – число неоднородностей, а V – объем образца.

Если неоднородности в образце распределены одно-

родно (но не обязательно изотропно), то C2(x,y) =

= C2(x − y). Тогда, вычисляя интеграл, имеем

I1(q) = N |f0(q)|2


1 + c

∫

V

d3x
C2(x)

c2
e−iqx



 . (6)

При больших расстояниях C2(x) → c2. Чтобы подын-

тегральная функция при больших x стремилась к ну-

лю, добавим и вычтем 1 из функции C2(x)/c
2. Полу-

чаем

I1(q) = N |f0(q)|2


1 + c

∫

V

d3xκ(x)e−iqx + cδV (q)



 ,

(7)

κ(x) =
C2(x)

c2
− 1. (8)

Здесь интеграл δV (q) =
∫

V

d3xe−iqx отличен от ну-

ля только при q ≤ 2π/D, где D ∼ V 1/3, т.е. по от-

ношению к наблюдаемым в эксперименте векторам

рассеяния является дельта-функцией.

Если расположение неоднородностей изотропно,

то, переходя к сферическим координатам, для всех

q ≥ 2π/D имеем

I1(q) = Nσ(q)



1 + c

∞
∫

0

4πr2dr
sin qr

qr
κ(r)



 , (9)

где σ(q) = σ(q) – дифференциальное сечение для од-

ного рассеивателя. Данное выражение представляет

собой известную формулу Цернике–Принса [1]. Пер-

вое слагаемое в нем описывает некогерентное рассе-

яние, а второе – когерентное рассеяние нейтронов с

учетом их интерференции.

Теория Мольер многократного малоуглово-

го рассеяния. При изучении современных матери-

алов часто невозможно изготовить (при сохранении

внутренней структуры) столь тонкий образец, что-

бы малоугловое рассеяние нейтронов на нем было

однократным. В этом случае приходится анализи-

ровать спектры многократного МУРН, что являет-

ся значительно более сложной задачей. На данный

момент универсального метода ее решения не суще-

ствует. Обычно анализ экспериментальных данных

проводят исходя из теории Мольер, верной при ма-

лой концентрации рассеивающих центров. Интенсив-

ность рассеяния определяется выражением

IM (q) =

∫

d2xeiqxe−lc[σ0−σ(x)], (10)

Письма в ЖЭТФ том 103 вып. 3 – 4 2016



Дифракционный предел теории многократного малоуглового рассеяния. . . 165

где l – толщина образца, а

σ(x) =
1

k20

∫

d2qe−qxσ(q). (11)

Здесь σ0 = σ(x = 0) ≡ σt – полное сечение рассеяния.

Многократное малоугловое рассеяние с учетом

корреляций в расположении рассеивателей было рас-

смотрено в работе [7]. В ней была построена тео-

рия процесса в рамках эйконального приближения.

В частности, в [7] получено выражение для наблюда-

емой интенсивности ММУРН при учете парных кор-

реляций.

Теория эйконала для ММУРН при высокой

концентрации неоднородностей. Теория Мольер

верна только при нескоррелированном расположе-

нии неоднородностей и, следовательно, при высо-

кой их концентрации неприменима. Расчеты угловых

распределений нейтронов должны быть основаны на

теории ММУРН [7, 8], верной при больших концен-

трациях рассеивателей, когда становятся существен-

ными корреляции в их пространственном положе-

нии. При этом вклад в интенсивность дает интер-

ференция волн, рассеянных на разных неоднородно-

стях (эффект межчастичной интерференции, МЧИ).

В теории используется эйкональное приближение,

в котором амплитуда рассеяния неполяризованных

нейтронов на неполяризованном образце имеет вид

[10]

f(q) =
k

2πi

∫

d2ρ[S(ρ)− 1] exp(−iqρ), (12)

S(ρ) = exp



− i

~v

∞
∫

−∞

U(r)dz



 , r = (ρ, z),

где k0 = (0, 0, k) – начальный волновой вектор ней-

трона, v – его скорость, ρ – прицельный параметр, q –

вектор рассеяния. Возможность применения ампли-

туды рассеяния на образце к результатам, получен-

ным на двухкристальном дифрактометре, доказана

в [11].

Эйкональное приближение применимо, если вы-

полняется соотношение U0/E ≪ 1, где U0 – характер-

ная энергия взаимодействия нейтрона с неоднород-

ностью, а E – кинетическая энергия нейтрона. Для

типичных неоднородностей конденсированных сред

и тепловых нейтронов U0/E ∼ 10−6−10−5 и данное

приближение выполняется с очень хорошей точно-

стью.

Нормированное угловое распределение нейтронов

по импульсу I(q) выражается формулами

I(q) = Σ(q)/Σ0, Σ(q) = |f(q)|2, Σ0 =

∫

d2q

k2
Σ(q).

(13)

Для расчетов удобнее использовать фурье-представ-

ление этих величин:

Σ(x) =

∫

d2q

k2
eiqxΣ(q) =

=

∫

d2ρS
(

ρ− x

2

)

S∗
(

ρ+
x

2

)

, (14)

I(x) = Σ(x)/Σ0, Σ0 = Σ(x = 0). (15)

В случае, когда пространственные корреляции

в расположении рассеивателей отсутствуют, можно

точно провести усреднение фурье-образа углового

распределения по случайному положению рассеива-

телей [7] исходя из соотношения

〈

exp

(

∑

x

nxRx

)〉

= exp



c

∫

V

d3x〈eRx − 1〉α



 .

(16)

В результате усреднения получается формула

Мольер (10), (11).

При наличии корреляций точное усреднение

невозможно. В этом случае раскладываем I(x) в

ряд по числам заполнения на основе соотношения

exp

(

∑

x

nxRx

)

= 1 +
∑

x

nx(e
Rx − 1) +

+
1

2

∑

x 6=y

nxny(e
RX − 1)(eRy − 1) + . . . (17)

В итоге в случае, когда рассеиватели представляют

собой тождественные сферы с радиусом R, а нейтро-

нооптический потенциал равен U0 внутри гранулы и

нулю вне ее, получаем [7]

I(x) = I(x1, x2) = IM (x) exp

{

c2L

2
[K(x) +O(c)]

}

,

(18)

K(x) =

∫

d2r1

∫

d2r2κ0(|r1 − r2|)Q(x, r1)Q(x, r2),

κ0(x) =

∞
∫

−∞

dzκ(
√

x2 + z2), (19)

Q(x, r) = e−iφ(r−x/2)+iφ(r+x/2) − 1,

φ(x) =
2U0

~v

√
R2 − x2 ϑ(x < R).

(20)

Здесь IM (x) – значение, получаемое в теории Мольер

и определенное формулой (10). Заметим, что при ма-

лых значениях борновского параметра ν = U0R/~v

в выражении (18) главный и первый поправочный
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члены – порядка ν2, а следующие члены имеют бо-

лее высокий порядок по ν. Следовательно, при ма-

лых ν мы имеем полное решение проблемы ММУРН

для образца с конечной кратностью рассеяния Ns =

= L/lc ∝ ν2L.

Комбинированный подход. При условии при-

менимости к рассеянию на одной неоднородности

борновского приближения возможен следующий бо-

лее простой и наглядный подход.

При выводе формулы Мольер образец разбивает-

ся на много тонких слоев, рассеяние в которых явля-

ется однократным. Далее предполагается, что интен-

сивность рассеяния в слое пропорциональна диффе-

ренциальному сечению рассеяния (именно здесь пре-

небрегается интерференцией рассеянных нейтронов).

Затем производится суммирование по всевозможным

кратностям рассеяния в образце. Чтобы учесть ин-

терференционные эффекты в многократном МУРН,

подставим в формулу Мольер вместо дифференци-

ального сечения рассеяния интенсивность однократ-

ного рассеяния на ансамбле неоднородностей в рас-

чете на одну неоднородность. Для этого перепишем

формулу (7) в виде

Ī1(q) =
I1(q)

N
=

= σ(q)

[

1 + c

∫

d2reiqrκ0(r) + cδV (q)

]

, (21)

где κ0(r) =
∫

dzκ(
√
r2 + z2). Здесь учтено, что в ма-

лоугловом рассеянии вектор рассеяния лежит в плос-

кости, ортогональной направлению падающей волны

(ось z). Используя теперь в формуле Мольер (10)

Ī1(q) вместо σ(q), получаем, что фурье-образ интен-

сивности ММУРН равен

I(x) = exp{−lc[I1(x = 0)− Ī1(x)]} =

= IM(x) exp{−lc2[A(x = 0)−A(x)]}, (22)

Ī1(x) =

∫

d2q

k20
e−iqxσ(q) +

+ c

∫

d2q

k20
e−iqx

∫

d2reiqrκ0(r)σ(q) = IM(x) + cA(x).

(23)

Здесь IM(x) – фурье-образ интенсивности (10), что

соответствует теории Мольер. Заметим, что послед-

ний член в (21) из-за наличия функции δV (q) после

преобразования Фурье дает константу, которая в (22)

сокращается и не присутствует в последующих фор-

мулах. В борновском приближении амплитуда рассе-

яния на одной неоднородности

f(q) =
k0
2π

∫

d2yeiqyϕ(y), (24)

ϕ(y) =

∫

dz

~ν
U(y, z), (25)

где предполагается, что нейтроны летят вдоль оси z,

а ϕ(y) – набег фазы при прохождении неоднородно-

сти. Тогда для дифференциального сечения имеем

σ(q) =
k20
4π2

∫

d2y1d
2y2e

iq(y1−y2)ϕ(y1)ϕ(y2). (26)

Подставляя это выражение в (23) и интегрируя по q

и r, получаем

A(x) =

∫

d2y1d
2y2κ0(|x− y1 + y2|)ϕ(y1)ϕ(y2). (27)

Данная формула получается и предельным перехо-

дом из (18)–(20) при малом значении борновского па-

раметра.

Важнейшим физическим следствием данных

формул является то, что при фиксированном пара-

метре cl (т.е. числе рассеивателей на пути нейтрона)

ширина линии ММУРН уменьшается с ростом

концентрации рассеивателей. Главной причиной

этого эффекта служит то, что эффективная средняя

кратность рассеяния становится меньше: clĪ1(x = 0)

вместо clσt. Перепишем модифицированную форму-

лу Мольер в виде

IM(q) = e−lcĪ1(x=0)δ(q) +

+

∫

d2xeiqx
[

e−lc[Ī1(x=0)−Ī1(x)] − e−lcĪ1(x=0)
]

, (28)

где первый член соответствует нейтронам, прошед-

шим образец без рассеяния. Покажем, что Ī1(x =

= 0) < σ0. Действительно,

Ī1(x = 0) = σt + c

∫

d2rσ(r)κ0(r). (29)

В борновском приближении функция σ(r) положи-

тельна, если рассеивающий потенциал знакоопреде-

лен. В самом деле, легко показать, что

σ(r) =
m2

4π2~2

∫

d2hdz1dz2U(r+ h, z1)U(h, z2) > 0.

Функция σ(r) локализована в области r < ri + rj ,

где ri, rj – радиусы рассеивателей. В этой области

κ0(r < ri + rj) < 0 вследствие непроницаемости

рассеивателей. Следовательно,
∫

d2rσ(r)κ0(r) < 0 и

Ī1(x = 0) < σt.

Таким образом, наличие корреляций приводит к

росту числа нерассеянных нейтронов. В эксперимен-

тах, выполняемых на двухкристальном дифракто-

метре, для получения экспериментально наблюдае-

мой интенсивности Iexp надо свернуть (28) с инстру-

ментальной линией прибора Iins [12]. Мы рассмат-

риваем корреляции рассеивателей, соответствующие
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случаю плотноупакованной системы шаров. Интен-

сивность однократного рассеяния нейтронов для это-

го случая была исследована в работе [13] для моно-

дисперсной и полидисперсной (с логнормальным рас-

пределением по размерам) систем шаров. Показано,

что в зависимости от концентрации интенсивность

однократного рассеяния нейтронов или монотонно

спадает с ростом q, или (при больших концентраци-

ях) имеет максимум при некотором qm 6= 0. Однако

амплитуда этого максимума относительно невелика,

а главное, его ширина много больше ширины инстру-

ментальной линии двухкристального дифрактомет-

ра. Таким образом, в типичных условиях Iins много

уже всех структур, проявляющихся в ISANS. Следо-

вательно, так как рост числа нерассеянных нейтро-

нов приводит к увеличению вклада Iins в Iexp, экспе-

риментально наблюдаемый угловой спектр сужается.

Заключение. В работе проведено сравнение под-

хода, основанного на синтезе теории однократного

рассеяния и теории Мольер, с теорией ММУРН, ос-

нованной на применении эйконального приближе-

ния. Оно показало, что в пределе дифракции ре-

зультаты совпадают, в то время как в пределе ре-

фракции имеются различия. Данный результат име-

ет простое качественное объяснение. В пределе ди-

фракции полное сечение рассеяния на одной неод-

нородности много меньше ее геометрического сече-

ния. Следовательно, длина свободного пробега боль-

ше длины корреляции (в расположении неоднородно-

стей отсутствует дальний порядок). Соответственно

следующий акт рассеяния происходит на новой кон-

фигурации рассеивателей, никак не связанной с кон-

фигурацией предыдущего рассеяния. Поэтому пра-

вомерен учет многократности по теории Мольер, ко-

торая игнорирует корреляции последовательных ак-

тов рассеяния. В пределе рефракции длина свобод-

ного пробега составляет порядка длины корреляции

и необходимо рассмотрение в рамках теории [7].

В экспериментально реализуемом пределе ди-

фракции получено теоретическое объяснение обна-

руженного эффекта сужения линии ММУРН, из-

меряемой на двухкристальном дифрактометре, при

высокой концентрации рассеивателей. Показано, что

причиной эффекта служит увеличение числа нерас-

сеянных нейтронов вследствие пространственных

корреляций рассеивающих центров. Заметим, что

неучет эффекта межчастичной интерференции при-

ведет к завышению размера неоднородностей, опре-

деляемого из спектра многократного МУРН (суже-

ние спектра благодаря интерференции ошибочно ин-

терпретируется как МУРН на рассеивателях боль-

шего размера, т.к. ширина линии обратно пропорци-

ональна размеру рассеивателя).
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