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Изучается вопрос о стабилизации лавин на динамических сетях. Динамические сети – это сети, струк-

тура связей в которых меняется со временем благодаря наличию у каждого узла собственной “активно-

сти”, определяющей вероятность установления связей с другими узлами в единицу времени. Рассмотрен

практически интересный случай, когда времена существования связей в сети равны временам развития

лавины. Построена новая математическая модель системы с лавинообразной динамикой, учитывающая

изменения сети, на которой развиваются лавины. В качестве динамической сети в нашей модели мы

рассмотрели квадратную решетку с изменяющейся структурой связей. Лавинообразные процессы на

ней моделировались с помощью модифицированного алгоритма абелевой модели кучи песка (АМКП),

а также модели кучи песка с фиксированной энергией (КПФЭ). Показано, что лавинообразные про-

цессы на исследованной динамической решетке являются более стабильными в смысле возникновения

катастрофических событий по сравнению со случаем статической решетки. Это выражается, в частно-

сти, в уменьшении максимального размера лавины в АМКП на динамической решетке по сравнению с

таковым на статической. Для КПФЭ показано, что в отличие от случая статической решетки, где ла-

винообразный процесс рано или поздно становится бесконечным во времени, на динамической решетке

всегда возможно существование конечных во времени лавин.
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Лавины, или цепные реакции, запускаемые внеш-

ним возмущением, являются очень распространен-

ным типом динамики сложных систем, состоящих

из большого числа взаимодействующих между собой

элементов. Лавинообразный характер имеют такие,

казалось бы, далекие друг от друга по своей при-

роде явления, как землетрясения [1], динамика маг-

нитного потока в дискретных сверхпроводниках [2],

изменения на финансовых рынках [3], лавины поло-

мок на взаимосвязанных сетях [4], примером кото-

рых могут служить блэкауты, и многие другие про-

цессы. Лавины могут быть как малых размеров, так

и гигантские, охватывающие всю систему. Последние

чаще всего рассматриваются как катастрофические

для системы события. Поэтому вопрос о стабилиза-

ции динамики системы, т.е. о возможности умень-

шения частоты возникновения и сокращения макси-

мального размера лавин, всегда актуален.

В настоящей работе впервые рассмотрена пробле-

ма стабилизации лавинообразных процессов в слу-

чае, когда они развиваются на сети, структура свя-

зей в которой меняется со временем, причем вре-

мена существования связей в сети равны длитель-
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ности возникающих в системе лавин. Такая ситу-

ация представляет практический интерес, посколь-

ку довольно часто реализуется в социальных систе-

мах, например при передаче заболеваний контакт-

ным или воздушно-капельным путем, при распро-

странении информации в социальных сетях и в ряде

других случаев [5].

Для исследования подобных процессов в нашей

работе мы построим математическую модель систе-

мы с лавинообразной динамикой, учитывающую из-

менения структуры сети, на которой развиваются ла-

вины.

При рассмотрении динамических процессов на се-

ти, структура которой меняется со временем, клю-

чевую роль играет соотношение времени существо-

вания связей ∆tnet и характерного времени разви-

тия происходящего на ней динамического процесса

∆tprocess. В случае, когда ∆tnet ≈ ∆tprocess, измене-

ния структуры сети существенно влияют на характер

протекающего на ней динамического процесса [5]. В

нашей работе для изучения этого влияния мы будем

моделировать динамику сети, взяв за основу модель,

предложенную в [6], основным моментом при постро-

ении которой является введение для каждого узла

понятия активности. “Активность” определялась ав-

224 Письма в ЖЭТФ том 103 вып. 3 – 4 2016



Стабилизация лавинообразных процессов на динамических сетях 225

торами как вероятность данному узлу установить за-

данное число связей с другими узлами сети в еди-

ницу времени. При этом, как было показано в [6],

основной характеристикой, определяющей структу-

ру сети, является функция распределения “активно-

стей” узлов Fa, которая не меняется на протяжении

всей эволюции сети. В нашей работе мы будем рас-

сматривать простейший вариант динамической сети

- двумерную динамическую решетку.

Для моделирования лавинообразной динамики на

решетке мы воспользуемся моделями “кучи песка”

[7]. Такой выбор продиктован их простотой и при

этом широкими возможностями таких моделей, ко-

торые вполне адекватно описывают различные фи-

зические процессы [8]. В нашей работе мы восполь-

зуемся алгоритмами абелевой модели кучи песка

(АМКП) [9] и модели кучи песка с фиксированной

энергией (КПФЭ) [10], модифицируя их для случая

динамической решетки. В результате мы получим

новую модель системы с лавинообразной динамикой,

учитывающую изменения решетки, на которой раз-

виваются лавины.

Нашей основной целью было, используя постро-

енную модель, показать, что лавинообразные про-

цессы на динамической решетке более стабильны

по сравнению с аналогичными процессами на ста-

тической решетке. Кроме того, мы продемонстриру-

ем, что в случае динамической решетки возможно

управление динамикой системы, в частности регу-

лирование размеров возникающих в ней лавин. Для

этого мы проведем численное изучение лавинообраз-

ных процессов в построенной модели. В результате

будет показано, что для абелевой модели кучи песка

на динамической решетке размер максимальной ла-

вины в системе значительно уменьшается по сравне-

нию с таковым на статической решетке. Для случая

КПФЭ мы покажем, что в отличие от случая стати-

ческой решетки, где лавинообразный процесс рано

или поздно становится бесконечным во времени, на

динамической решетке всегда возможно существова-

ние конечных во времени лавин. Кроме того, мы про-

демонстрируем, что в нашей модели возможно изме-

нение характера динамики системы, а также регули-

рование размеров возникающих лавин путем изме-

нения основной характеристики решетки – функции

распределения активностей ее узлов Fa.

Начнем с рассмотрения процесса построения ди-

намической решетки. На плоскости (xy) зададим ко-

ординаты i, j для L = 10000 узлов. Для удобства рас-

смотрения мы выбрали их таким образом, чтобы они

располагались в узлах воображаемой квадратной ре-

шетки размером N × N , N = 100. Перед началом

эволюции решетки мы определим для каждого узла

величину ai,j , называемую активностью. Активности

ai,j выбираются так, чтобы функция распределения

этих величин совпала с заранее заданной функцией

Fa, конкретный вид которой мы будем оговаривать

особо для каждой конкретной решетки. Процесс эво-

люции решетки состоит из набора дискретных ша-

гов, которые мы будем нумеровать индексом k. Фи-

зически активность ai,j представляет собой вероят-

ность для данного узла установить связи с другими

узлами на каждом шаге эволюции решетки. Матема-

тически ai,j выражается как отношение числа шагов

эволюции решетки, на которых узел (i, j) устанавли-

вал связи Kint, к полному числу шагов в эволюции

решетки K.

Каждый k-й шаг эволюции решетки можно пред-

ставить следующим образом. Вначале все узлы ре-

шетки не связаны между собой. Далее с вероятно-

стью ai,j каждый узел становится активным и уста-

навливает связи со всеми своими ближайшими со-

седями одновременно. При этом неважно, являлись

ли соседние узлы в данный момент “активными” или

“неактивными”. Совокупность активных узлов, со-

единенных связями со своими соседями, представля-

ет собой подрешетку Gk. Все установившиеся связи

в подрешетке Gk существуют на протяжении време-

ни ∆tk, после чего аннулируются. На этом k-й шаг

эволюции завершается. Затем процедура повторяет-

ся. В результате возникает подрешетка Gk+1 и т.д.

Важно отметить, что времена существования подре-

шеток ∆tk могут быть различными.

Таким образом, динамику нашей решетки мож-

но представить как временную последовательность

подрешеток Gk, каждая из которых является фраг-

ментом полной квадратной решетки и существует на

протяжении времени ∆tk. Так как изменения решет-

ки происходят лишь в дискретные моменты време-

ни, индекс “k”, нумерующий шаги эволюции решет-

ки, можно также трактовать как фиктивное время.

На рис. 1 представлены два последовательных

шага в эволюции решетки с N = 5. Изначально мы

имеем набор не связанных между собой узлов с ак-

тивностями ai,j , распределенными согласно некото-

рой функции Fa (см. рис. 1а). Затем узлы с коорди-

натами (2, 3), (2, 4), (3, 2) и (5, 4) становятся актив-

ными (закрытые кружочки) и устанавливают связи с

ближайшими соседями, даже если те являются неак-

тивными (открытые кружочки). Возникшая подре-

шетка Gk на протяжении времени ∆tk представля-

ет собой два несвязанных фрагмента квадратной ре-

шетки (см. рис. 1b). Далее все связи аннулируются и

процесс повторяется, но активными могут стать уже
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Рис. 1. Эволюция динамической решетки размером 5×

5. (а) – Набор не связанных между собой узлов в нача-

ле k-го шага. (b) – Установление связей между узлами.

Активные в данный момент узлы обозначены закры-

тыми кружками, неактивные - открытыми. Установ-

ленные связи существуют на протяжении промежутка

времени ∆tk. Затем они аннулируются и решетка вновь

представляет собой набор несвязанных узлов. (с) – На

k+1-м шаге активными становятся другие узлы, уста-

новившие новые связи, которые существуют на протя-

жении времени ∆tk+1

другие узлы (см. рис. 1с, где представлена подрешет-

ка для шага с номером k + 1).

Теперь нам необходимо модифицировать алго-

ритмы, описывающие модели кучи песка, так, чтобы

они учитывали описанную выше динамику решетки.

Начнем со случая АМКП. Итак, для каждого уз-

ла решетки теперь, помимо постоянной активности

ai,j , будет задана переменная величина zi,j . Данная

динамическая переменная может иметь разный фи-

зический смысл в зависимости от того, какой объект

описывает наша модель. Для удобства мы будем на-

зывать zi,j энергией узла. Величины zi,j будут изме-

няться по следующим правилам.

1. Перед началом динамики, когда узлы решет-

ки не связаны между собой, произвольно задаются

значения zi,j на каждом узле, zi,j = zbi,j .

2. Начинается очередной шаг эволюции решетки.

В момент, когда узлы решетки еще не связаны меж-

ду собой (см. рис. 1а), случайно выбирается один из

узлов zi,j . Значение энергии на нем увеличивается на

1: zi,j → zi,j + 1.

3. Каждый узел решетки с вероятностью ai,j ста-

новится активным. Возникает подрешетка Gk, пред-

ставляющая собой связанные кластеры, в которых

имеются активные и неактивные узлы (см. рис. 1b).

4. Рассматриваются значения энергии на всех ак-

тивных узлах подрешетки Gk. Если хоть в одном из

них это значение превышает критическое, zi0,j0 ≥

≥ zc, zc = 4.5, то узел становится нестабильным,

что дает начало k-й лавине. Энергия на данном уз-

ле уменьшается на величину ∆z. Указанный процесс

называется “осыпанием” (toppling). За ним следует

перераспределение энергии по ближайшим соседям.

Таким образом, если zi0,j0 ≥ zc, то

zi0,j0 → zi0,j0 −∆z, ∆z = 4;

zi0±1,j0±1 → zi0±1,j0±1 + 1. (1)

Если в подрешетке Gk сразу несколько активных уз-

лов оказывается нестабильными, то они осыпаются

одновременно. Неактивные узлы подрешетки Gk мо-

гут получать энергию при ее перераспределении, но

не могут осыпаться в течение данной лавины. В слу-

чае, когда осыпается узел на границе решетки, име-

ющий меньше четырех ближайших соседей, одна или

две единицы энергии уходят из системы. Мы будем

говорить, что наша система имеет “открытую” гра-

ницу.

5. Действие из п. 4 повторяется до тех пор, пока

все активные узлы подрешетки Gk не станут стабиль-

ными (zi,j < zc). На этом k-я лавина заканчивается.

Пока данное условие не оказывается выполненным,

изменений структуры решетки не происходит.

6. По окончании лавины все связи в решетке ан-

нулируются, т.е. заканчивается текущий шаг эволю-

ции решетки.

7. Далее процессы из пп. 2–6 повторяются.

Модель КПФЭ отличается от АМКП тем, что

имеет “закрытую” границу, т.е. энергия не может по-

кидать систему и среднее по системе значение энер-

гии z0 = 1/N2
∑

i,j zi,j остается постоянным на про-

тяжении всей эволюции. Для реализации этого мож-

но выбирать начальные условия в п. 1 таким образом,

чтобы в системе сразу была задана необходимая ве-

личина z0. В таком случае добавления единицы в п. 2

алгоритма не происходит. Пункты 3–7 остаются без

изменений, только величина ∆z = 3 для узлов на

границе решетки и ∆z = 2 для узлов в углах решет-

ки.

Как видно из описания нашей модели, реальное

время существования k-й подрешетки ∆tk в точно-

сти равно реальному времени развития лавины на

ней. Так как лавины, возникающие в нашей систе-

ме, имеют различную длительность, и времена су-

ществования подрешеток ∆tk также различны. Фик-

тивное время k при этом может нумеровать не только

шаги эволюции решетки, но и возникающие в систе-

ме лавины.

На рис. 2 показано изменение значений энергии

на узлах подрешетки Gk в АМКП в течение k-й ла-

вины. Подрешетка Gk, на которой она развивается,

состоит из связанных между собой активных узлов

(4, 2) и (4, 3) и ближайших к ним неактивных соседей.

Активные в данной подрешетке узлы обозначены за-

крытыми кружками, неактивные – открытыми. Мы

видим, что на активном узле (4, 2) значение энергии
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Рис. 2. Лавина на динамической сети. Активные в дан-

ной подрешетке узлы обозначены закрытыми кружка-

ми, неактивные – открытыми. Цифры в скобках обо-

значают изменение величины zi,j на узле. Величина τ

нумерует шаги в развитии лавины. (а) – Осыпание ак-

тивного узла с координатами (4, 2). Направления осы-

пания указаны стрелками на соответствующих связях.

(b) – Осыпание активного узла (4, 3). Неактивные узлы

принимают по единице энергии, но в течение данной

лавины не осыпаются

z4,2 = 5 > zc, что в соответствии с п. 4 дает начало

k-й лавине. На ее первом шаге (τ = 1) происходят

осыпание данного узла и перераспределение энергии

по соседям согласно (1). В результате энергия на узле

(4, 2) уменьшается на ∆z = 4. Одна единица энергии

попадает на активный узел (4, 3), а три – на неак-

тивные узлы, увеличивая значение энергии в них.

Направления осыпания указаны стрелками на соот-

ветствующих связях. Цифры в скобках показывают

изменение значений zi,j в узлах. После осыпания уз-

ла (4, 2) активный узел (4, 3) становится нестабиль-

ным, что приводит ко второму шагу (τ = 2) в дан-

ной лавине. На нем осыпается узел (4, 3) и энергия

перераспределяется по его ближайшим соседям со-

гласно (1). В результате ни в одном активном узле

энергия не превышает критического значения и k-я

лавина заканчивается. Энергия на неактивных узлах

(4, 1) и (4, 4) превышает критическое значение. Од-

нако в процессе данной лавины они не осыпаются, а

лишь накапливают энергию. После того как лавина

заканчивается, подрешетка Gk перестает существо-

вать. Далее возникнет решетка Gk+1, на которой бу-

дет развиваться следующая лавина.

Изучим теперь подробно статистику лавин в

АМКП на динамической решетке. Начальные усло-

вия п. 1 нашего алгоритма мы выбрали в виде zi,j = 0

для всех узлов. Некоторое время от начала эволюции

происходит в основном накопление энергии на узлах

системы, благодаря добавлению единиц в случайно

выбранные узлы. При этом среднее значение энер-

гии в системе z0 растет со временем. Через некото-

рое время система выходит в стационарный режим,

в котором среднее по времени значение 〈z0〉 более

не возрастает, а сама величина z0 лишь колебалется

с небольшими отклонениями вокруг своего средне-

го значения 〈z0〉. В стационарном режиме для каж-

дой возникающей лавины мы вычисляли ее размер

по следующей формуле:

sk =
∑

τ

∑

Gk

θ[zai,j(τ) − zc], (2)

где первое суммирование идет по всем шагам лави-

ны τ от ее начала до окончания, второе – по узлам

существующей на данный момент подрешетки Gk,

zai,j – энергия на активном узле подрешетки Gk. Та-

ким образом, величина sk имеет физический смысл

числа активных узлов, осыпавшихся в течение лави-

ны. При этом осыпающийся узел будет учтен столько

раз, сколько раз он осыпался за время лавины. Так,

размер лавины, представленной на рис. 2, будет ра-

вен s = 2, так же как и ее длительность в единицах τ .

Мы наблюдали динамику системы в течение вре-

мени, за которое в ней происходило M ≈ 106 лавин, а

затем рассчитывали плотность вероятности для раз-

меров этих лавин ρ(s). Нашей целью было изучение

ρ(s) в зависимости от распределения ai,j в исследу-

емой динамической решетке, а также сравнение ре-

зультатов для динамических и статической решеток

одинаковых размеров N ×N = 10000.

Мы выбрали функцию распределения активно-

стей узлов для нашей решетки в виде

Fa =
ε

1− ε

(

1

1− a
− 1

)

; a ∈ [0; 1− ε]. (3)

Меняя величину ε, можно менять среднее число ак-

тивных узлов в подрешетках, которое равно A =

= 〈a〉N2 = 104(1 + ε
1−ε

ln ε). Заметим, что статиче-

скую решетку можно условно рассматривать как ди-

намическую, в которой активности всех узлов равны

единице и, следовательно, для которой Fa = θ(a− 1)

и A = 10000.

Результаты расчетов представлены на рис. 3а и b.

На рис. 3a приведены плотности вероятности раз-

меров лавин для статической решетки (закрытые

кружки), а также для динамических решеток с

функцией распределения активностей узлов вида (3)

при различных значениях ε и, следовательно, сред-

него числа активных узлов в подрешетках A. На

рис. 3b представлены ρ(s) для динамических реше-

ток с функцией распределения активностей узлов

вида (3) и различными значениями A. Видно, что

в случае динамических решеток максимальный раз-

мер возникающей лавины smax значительно меньше,
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Рис. 3. Плотность вероятности размеров лавин ρ(s) на

динамической решетке c функцией распределения ак-

тивностей узлов Fa = ε

1−ε
( 1
1−a

− 1), a ∈ [0; 1 − ε], при

различных значениях среднего числа активных узлов

в подрешетках A. (а) – ρ(s) при A = 9930 (открытые

кружки), при A = 9517 (открытые треугольники), а

также для АМКП на статической решетке (закрытые

кружки). Видно, что максимальный размер лавины в

случае динамических решеток всегда меньше такового

в случае статической решетки. (b) – ρ(s) при различ-

ных значениях A. Видно, что меняя A, мы можем ре-

гулировать не только размеры лавин на решетке, но и

характер динамики системы

чем таковой для статической решетки. Это важное

наблюдение можно объяснить следующим образом.

Поскольку каждая лавина на динамической решетке

развивается на ограниченном кластере Gk и вовлече-

ны в нее могут быть лишь активные на данный мо-

мент узлы, она может закончиться даже тогда, когда

значение энергии на ряде узлов будет выше критиче-

ского (см. рис. 2b). В статической же решетке актив-

ны все узлы в любой момент времени. В результате

лавина заканчивается лишь после того, как энергия

на всех узлах решетки оказывается ниже критиче-

ской. Это и приводит к увеличению ее максимально-

го размера.

При изменении A мы наблюдаем еще один ин-

тересный эффект. При уменьшении среднего числа

активных узлов в решетке меняется характер дина-

мики системы. Если при A = 9930 плотность веро-

ятности ρ(s) имеет степенной характер, ρ(s) ∼ s−α,

то в случае A = 9517 вид ρ(s) уже отклоняется

от степенного, демонстрируя экспоненциальный спад

ρ(s) ∼ exp(−s/β).

Подобный эффект наблюдался при изучении

плотности вероятности размеров лавин в АМПК

при введение в систему, помимо границы, дополни-

тельных точек стока [11]. В нашем случае причина

изменения характера динамики, а следовательно, и

вида ρ(s) точно такая же. При этом у нас роль до-

полнительных точек стока играют неактивные узлы

в подрешетках, способные накапливать энергию, не

осыпаясь.

Как видно из рис. 3b, при дальнейшем уменьше-

нии среднего числа активных узлов в решетке (A =

= 7441, 4850, 2337) вид плотности вероятности при-

ближается к гауссовой функции. Это означает, что

если доля активных узлов в каждой подрешетке до-

статочно велика, то в системе чаще всего происхо-

дят малые события и с меньшей, но все же не нуле-

вой вероятностью – события больших масштабов. В

случае же, когда число активных узлов уменьшает-

ся (A = 7441, 4850, 2337), в системе преимуществен-

но реализуются события среднего размера 〈s〉, в то

время как вероятности экстремально малых и ката-

строфических событий примерно одинаковы и очень

малы. Таким образом, можно сказать, что в АМКП

на динамической решетке наблюдается “фазовый пе-

реход” по доле активных узлов в подрешетках. Дан-

ное явление может послужить предметом дальней-

ших исследований.

Итак, на динамической решетке у нас имеется эф-

фективный инструмент для обеспечения стабильно-

сти лавинообразного процесса. Меняя функцию рас-

пределения активностей узлов решетки Fa, мы мо-

жем, во-первых, регулировать размеры лавин на ней,

а во-вторых, изменять характер динамики системы.

Перейдем теперь к рассмотрению КПФЭ, т.е. си-

стемы с закрытой границей. Напомним, что специ-

фика таких систем заключается в том, что энергия

не может покидать систему. Как следствие на стати-

ческих решетках при определенном пороговом значе-

нии средней величины энергии в системе возникает

бесконечная лавина [10], т.е. каскад осыпаний и пере-

распределений никогда не прекращается. Как было
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показано ранее [12], это пороговое значение средней

энергии зависит, в частности, от заданных в системе

начальных условий.

Начнем изучение КПФЭ на динамической решет-

ке с вопроса о том, существует ли для этого случая

пороговое значение средней величины энергии в си-

стеме, после которого возникает бесконечная лави-

на. В качестве функции распределения активностей

при построении решетки возьмем выражение (3) при

ε = 0.001 и, следовательно,A = 9930. Моделирование

проводилось согласно описанному выше алгоритму,

при уже упомянутых изменениях.

В качестве начальных условий в п. 1 мы задавали

случайные вещественные значения для всех zi,j в ин-

тервале от нуля до некоторой величины Z > zc. Оче-

видно, что при Z < zc лавин в системе возникать не

будет. Для каждого значения Z вычислялось сред-

нее значение энергии в системе z0 = 1/N2
∑

i,j zi,j .

Величина z0 изменялась в пределах [2, 25]. Мы рас-

сматривали динамику на решетке в течение M ∼ 106

лавин.

В результате оказалось, что существует некото-

рое значение z0 = ztr = 3.1473. При z0 < ztr ла-

вины в системе через некоторое время прекращают-

ся и zi,j оказываются распределены таким образом,

что все zi,j < zc. В случае же z0 ≥ ztr лавины в

системе существуют на протяжении всего времени

наблюдения. Однако в отличие от случая статиче-

ской решетки они конечны. При увеличении z0 уве-

личивается и средний размер лавины. Вместе с тем

бесконечной лавины в системе мы не наблюдали ни

при каком z0. Для сравнения отметим, что порого-

вое значение ztr для статической решетки, такое, что

при z0 > ztr в системе возникает бесконечная лави-

на, для различных граничных условий и различных

размеров решетки находится в следующих пределах:

3.1 < ztr < 3.2 [12].

Для иллюстрации на рис. 4 приведена зависи-

мость размера лавины от фиктивного времени (по-

рядкового номера) k для динамической решетки с

активностями узлов, распределенными согласно (3)

при A = 9930, для различных значений z0. Видно,

что при z0 < ztr лавины в системе прекращаются

тем быстрее, чем меньше величина z0. В случае же

z0 ≥ ztr лавины существуют на протяжении всего

времени наблюдения, причем размер их увеличива-

ется с увеличением z0. Однако, все эти лавины конеч-

ны. Мы наблюдали, что данный эффект сохраняется

вплоть до значения z0 = 25.

Полученный результат демонстрирует основное

отличие случая динамической решетки от ситуации

на статической решетке и опять-таки говорит о том,

Рис. 4. Зависимость s(k) для различных значений z0.

При z0 < ztr = 3.1473 лавины в системе прекращают-

ся тем быстрее, чем меньше величина z0. В случае же

z0 ≥ ztr лавины существуют на протяжении всего вре-

мени наблюдения, причем размер их увеличивается с

увеличением z0. Однако все эти лавины конечны

что динамика в структуре связей решетки стабили-

зирует лавинообразные процессы на ней, не позволяя

возникнуть катастрофическому событию – бесконеч-

ной лавине.

Данное явление объясняется тем, что неактивные

в течение лавины узлы решетки могут эффективно

заменять открытую границу, срабатывая как ловуш-

ки для избытка энергии. В качестве иллюстрации

этого объяснения на рис. 5 представлены значения

zi,j на решетке после прохождения очередной лави-

ны и значения их активностей ai,j . Видно, что име-

ются узлы, значение zi,j в которых существенно пре-

вышает zc = 4.5. Однако благодаря тому, что актив-

ность этих узлов низка (см. рис. 5b), они осыпают-

ся довольно редко, аккумулируя на себе избыточную

энергию. Например, в данном случае z36,4 = 10.58, а

a36,4 = 0.05.

Далее мы рассмотрели динамические решетки с

функцией распределения активностей (3) при раз-

личных значениях A. В результате было установле-

но, что для всех рассмотренных значений A (A =

= 9517, 7441, 4850, 3347) существует пороговое значе-

ние ztr. Более того, оно одинаково для всех рассмот-

ренных случаев ztr = 3.1473. Таким образом, мож-

но сказать, что наш результат косвенно подтвержда-

ет вывод авторов [12] о том, что именно начальные

условия определяют величину ztr.

Подводя итог, необходимо отметить следующие

важные результаты, полученные в настоящей рабо-

те.
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Рис. 5. Значения zi,j на решетке после прохождения очередной лавины (a) и значения их активностей ai,j (b). В

решетке всегда существуют узлы, значение zi,j в которых существенно превышает zc. Однако благодаря тому, что

активность этих узлов низка, они осыпаются довольно редко, аккумулируя на себе избыточную энергию

Во-первых, мы показали, что лавинообразные

процессы, развивающиеся на динамической решетке,

стабильнее в смысле возникновения катастрофиче-

ских событий, чем в случае развития на статической

решетке. Так, для АМКП динамика решетки приво-

дит к уменьшению максимального размера возника-

ющих лавин. В случае же модели КПФЭ на дина-

мической решетке всегда возможно существование

конечных лавин, что не может быть реализовано в

случае статической решетки.

Во-вторых, на динамической решетке возможно

регулирование максимального размера лавины и ха-

рактера динамики путем изменения функции рас-

пределения активностей ее узлов Fa.

И наконец, рассматривая модель типа кучи пес-

ка на динамической решетке, мы получили новую,

более богатую и интересную по своим свойствам мо-

дель системы с лавинообразной динамикой, которая

требует дальнейших исследований.

Среди задач, возникающих для построенной мо-

дели, можно назвать следующие: исследование си-

стемы в случае, когда время существования связей

в решетке ∆tk равно времени изменения величины

zi,j , т.е. когда решетка может меняться не только

между лавинами, но и в процессе их развития; изуче-

ние динамики системы для различных Fa, отличных

от функции (3); исследование системы с закрытыми

граничными условиями при больших значениях z0;

рассмотрение нашей модели не на динамической ре-

шетке, а на сложной динамической сети, что сделает

модель более реалистичной.

Также необходимо отметить возможность приме-

нения нашей модели для описания реальных процес-

сов. В качестве примера можно рассмотреть процесс

принятия решения группой трейдеров на рынке цен-

ных бумаг. Ранее в работах [3, 13] было показано,

что введение в такую систему “случайных” агентов

(трейдеров), всегда принимающих случайные реше-

ния, позволяет не только получить достаточно реа-

листичную картину изменений основных биржевых

индексов, но и, варьируя число “случайных” трейде-

ров, уменьшить размеры возникающих на рынке ка-

тастроф. Однако в [3, 13] “случайные” трейдеры были

представлены определенными, фиксированными на

все время процесса, группами узлов решетки. Вве-

дение же динамической решетки трейдеров сделало

бы систему более реалистичной, поскольку позволи-

ло бы учесть возможность для трейдера на каждом

этапе процесса участвовать или не участвовать в тор-

гах. Эту задачу, так же как и все обозначенные выше

вопросы, мы планируем рассмотреть в ходе дальней-

ших исследований.
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