
Письма в ЖЭТФ, том 103, вып. 4, с. 245 – 250 c© 2016 г. 25 февраля

Квантовое излучение Вавилова–Черенкова при относительном

скольжении двух прозрачных пластин

А. И. Волокитин+∗×1), Б. Н. Й. Перссон+

+Peter Grünberg Institut, Forschungszentrum Jülich, D-52425 Jülich, Germany
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С использованием полностью релятивистской теории исследуется квантовое излучение Вавилова–

Черенкова и квантовое трение при относительном скольжении двух прозрачных пластин с показателем

преломления n. Излучение возникает при скоростях, больших пороговой, v > vc = 2nc/(n2 + 1). Вблизи

пороговой скорости доминирует вклад от s-поляризованных электромагнитных волн. Однако в ультра-

релятивистском случае (v → c) вклады от обеих поляризаций сильно возрастают по сравнению с нереля-

тивистской теорией и появляется новый вклад от смешивания волн с разной поляризацией. Численные

результаты дополнены аналитическими расчетами вблизи пороговой скорости и скорости света.
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Квантовые флуктуации электромагнитного поля

проявляют себя в разнообразных областях физики.

Наиболее непосредственно они проявляются в эф-

фекте Казимира. В 1948 г. Казимир предсказал [1],

что две параллельные идеально проводящие пла-

стины, разделенные вакуумным промежутком, мо-

гут испытывать силу притяжения, значительно пре-

вышающую гравитационную силу. Единая теория

сил Ван-дер-Ваальса и Казимира, между реальны-

ми плоскими параллельными пластинами, разделен-

ными вакуумным промежутком, была разработана

Лифшицем в 1955 г. [2]. В настоящее время интерес

к силам Казимира значительно возрос, так как они

определяют взаимодействие между наноструктура-

ми и часто ответственны за слипание движущихся

частей в малых устройствах, таких, как микро- и на-

ноэлектромеханические системы, и могут рассматри-

ваться как практический механизм для управления

этими устройствами. За счет этого практического ин-

тереса, а также достижений в технике детектирова-

ния ультрамалых сил экспериментальные и теоре-

тические исследования сил Казимира испытывают

чрезвычайный прогресс в последние несколько лет

(см. монографию [3] и ссылки в ней).

Другим проявлением флуктуаций электромаг-

нитного поля является бесконтактное трение меж-

ду движущимися друг относительно друга телами.

Тепловые и квантовые флуктуации плотности то-
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ка в одном теле индуцируют плотность тока в дру-

гом. За взаимодействие Казимира–Ван-дер-Ваальса–

Лифшица ответственно взаимодействие между ис-

ходной и индуцированной поляризациями. Когда те-

ла находятся в относительном движении, индуци-

рованный ток отстает от исходного. Это отстава-

ние и является причиной трения Казимира. В на-

стоящее время трение Казимира активно изучается

в связи с проблемой бесконтактного трения между

телами при отсутствии между ними прямого меха-

нического контакта. Оно было рассмотрено в кон-

фигурациях пластина–пластина [4–11], нейтральная

частица–пластина [11–23] и нейтральная частица–

черное излучение [9, 11, 24–28]. В то время как пред-

сказания теории сил Казимира–Ван-дер-Ваальса–

Лифшица были проверены во многих эксперимен-

тах [3], детектирование трения Казимира все еще яв-

ляется серьезной проблемой для экспериментаторов.

Вместе с тем фрикционное увлечение между кванто-

выми ямами [29, 30] и графеновыми листами [31, 32],

а также вольт-амперные характеристики графена на

поверхности полярного диэлектрика SiO2 [33] бы-

ли хорошо описаны с использованием теории трения

Казимира [10, 34, 35].

Квантовое трение связано с рождением возбужде-

ний разного типа [5, 10, 11, 35]. Для прозрачных ди-

электриков такими возбуждениями являются фото-

ны, т.е. квантовое трение в данном случае генерирует

излучение, которое принято называть квантовым из-

лучением Вавилова–Черенкова. Это излучение было
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предсказано Франком и Гинзбургом [36–38] (см. так-

же [39, 40]). Оно объяснялось аномальным эффектом

Доплера.

Рассмотрим две пластины, имеющие гладкие

параллельные поверхности, отделенные вакуумным

промежутком шириной d и движущиеся со скоро-

стью v друг относительно друг (см. рис. 1). Введем

Рис. 1. Относительное скольжение со скоростью v двух

полубесконечных пластин с плоскими параллельными

поверхностями, отделенными вакуумным промежут-

ком ширины d

две системы отсчета, K и K ′ . В системе отсчета

K (K ′) пластина 1 (2) покоится, а пластина 2 (1)

движется со скоростью v (−v) вдоль оси x̂. Если

в пластине 2 в системе отсчета K ′ возникает воз-

буждение с частотой ω′

α2(q
′) и волновым вектором

−q
′ = (−q′x,−qy, 0), то в лабораторной системе

отсчета K это возбуждение будет иметь частоту

ωα2(−qx,−qy) = γ[ω′

α2(q
′) − q′xv] = ω′

α2(q
′)/γ − qxv,

где q′x = (qx + βk)γ, γ = 1/
√

1− β2, β = v/c,

k = ωα1(q)/c. Аномальный эффект Доплера соответ-

ствует ситуации, когда ωα2(q) < 0. В таком случае

появление возбуждения в системе покоя пластины 2
K ′ отвечает выигрышу по энергии в лабораторной

системе отсчета. Таким образом, пластина 2 может

излучать фотон, переходя при этом в возбужден-

ное состояние. Резонанс возникает, когда избыток

энергии, возникающий при рождении возбуждения

в пластине 2 с частотой ωgain = −ωα2(q), рождает

возбуждение в пластине 1 с частотой ωα1(q) = −ωα2.

Условие резонанса имеет вид

ωα1(q) = qxv − ω′

α2(q
′)/γ. (1)

Для двух прозрачных одинаковых сред ωα1(q) =

= v0q и ω′

α2(q
′) = v0q

′, где v0 = c/n, n – показатель

преломления среды. В этом случае условие возник-

новения излучения имеет вид

qxv = v0q +
v0q

′

γ
> v0qx + qxv0

(

1− vv0
c2

)

. (2)

Отсюда следует, что в случае двух прозрачных пла-

стин излучение возникает при условии

v > vc =
2v0

1 + (v0/c)2
=

2nc

n2 + 1
. (3)

Условие (8) было получено Пендри [4] с использо-

ванием полурелятивистской теории. При n ≫ 1 оно

сводится к нерелятивистскому результату v > vc =

= 2c/n, полученному в работе [41] в рамках “игру-

шечной” модели. Таким образом, условие справедли-

вости нерялятивистской теории имеет вид v0/c ≪ 1

или n ≫ 1. Однако в области высоких частот для

прозрачного диэлектрика n ∼ 1, поэтому должна ис-

пользоваться релятивистская теория.

Согласно полностью релятивистской теории [9]

при нулевой температуре сила трения F1x, действу-

ющая на пластину 1 (ее называют квантовым трени-

ем), и мощность излучения P1, поглощаемого пласти-

ной 1 в системе отсчета K, определяются формулами

(

F1x

P1

)

=

=

∫

∞

−∞

dqy
2π

∫

∞

0

dqx
2π

∫ qxv

0

dω

2π

(

~qx

~ω

)

Γ12(ω,q), (4)

где положительная величина

Γ12(ω,q) = − 4

|∆|2 [(q
2 − βkqx)

2 − β2k2zq
2
y]×

× {ImR1p[(q
2 − βkqx)

2ImR′

2p|∆ss|2 +

+ β2k2zq
2
yImR′

2s|∆sp|2] + (p ↔ s)}e−2kzd (5)

может быть идентифицирована как спектральная

скорость фотонной эмиссии,

∆ = (q2 − βkqx)
2∆ss∆pp − β2k2zq

2
y∆ps∆sp,

∆pp = 1− e−2kzdR1pR
′

2p, ∆sp = 1 + e−2kzdR1sR
′

2p,

kz =
√

q2 − (ω/c)2, R1p(s) = R1p(s)(ω, q) – ампли-

туда отражения для поверхности 1 в системе от-

счета K для p(s)-поляризованной электромагнитной

волны, R′

2p(s) = R2p(s)(ω
′, q′) – амплитуда отраже-

ния для поверхности 2 в системе отсчета K ′ для

p(s)-поляризованной электромагнитной волны, ω′ =

= γ(ω − qxv), q′x = γ(qx − βk), ∆ps = ∆sp(p ↔ s).
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Символ (p ↔ s) обозначает величины, которые мо-

гут быть получены из привденных величин переста-

новкой индексов p и s.

Если в (4) пренебречь членами порядка β2, то

вклады от волн с p- и s-поляризацией разделяются.

В этом случае формула (4) сводится к полуреляти-

вистской формуле, использованной Пендри в работе

[4]:

(

Fx

P1

)

= − ~

π3

∫

∞

0

dqy

∫

∞

0

dqx

∫ qxv

0

dω

(

~qx

~ω

)

×

×
(

ImR1pImR′

2p

|Dpp|2
+

ImR1sImR′

2s

|Dss|2
)

e−2kzd. (6)

Для прозрачного диэлектрика амплитуды отра-

жения определяются формулами Френеля:

Rp =
in2kz −

√

n2(ω/c)2 − q2

in2kz +
√

n2(ω/c)2 − q2
,

Rs =
ikz −

√

n2(ω/c)2 − q2

ikz +
√

n2(ω/c)2 − q2
.

(7)

Мнимая часть амплитуды отражения R1p(s),

определяемой формулой (7), отлична от ну-

ля при условии ω > v0q > v0qx. Анало-

гично ImR2p(s) отлична от нуля при условии

qxv − ω > v0q
′/γ > v0(qx − βω/c). Оба эти усло-

вия ограничивают область интегрирования по ω

интервалом

v0qx < ω <
(v − v0)qx
1− vv0/c2

. (8)

Отсюда следует, что минимальная скорость vc, при

которой возникают излучение и трение, определяет-

ся уравнением (8).

Для прозрачного диэлектрика амплитуды отра-

жения в области частот, в которой излучение и тре-

ние отличны от нуля, |Rs(p)| = 1. В таком случае

можно пренебречь многократным рассеянием элек-

тромагнитных волн в вакуумной щели поверхностя-

ми диэлектриков. В этом приближении Dpp ≈ Dss ≈
≈ Dsp ≈ Dsp ≈ 1,

∆ ≈ (q2 − βkqx)
2 − β2k2zq

2
y =

(qq′)2

γ2
,

(q2 − βkqx)
2[ImR′

2p|∆ss|2 + β2k2zq
2
yImR′

2p|∆sp|2] ≈

≈ (qq′)2

γ2
ImR′

2p + β2k2zq
2
yIm(R′

2p + R′

2s)

и

Γ12 =

= −4

[

(

ImR1pImR′

2p + ImR1sImR′

2s

)

(

1 + γ2β2
k2zq

2
y

q2q′2

)

+

+ γ2β2
k2zq

2
y

q2q′2
(

ImR1pImR′

2s + ImR1sImR′

2p

)

]

. (9)

Таким образом, релятивистские эффекты приводят

не только к смешиванию волн с различной поляри-

зацией, но и к модификации вкладов от различных

поляризаций. Эти эффекты не учитывались в при-

ближенной теории Пендри [4].

Вводя новые переменные ω = qxvξ и qy = qxy, ин-

тегрирование по qx можно провести аналитически. В

результате получаем

(

Fx

P1

)

= − 3~v

8π3d4

∫ ξmax

ξmin

dξ

∫ ymax

0

dy

(

1

vξ

)

1

κ4
z

×

×
[

(

ImR1pImR′

2p + ImR1sImR′

2s

)

(

1 + γ2β2 κ2
zy

2

w2w′2

)

+

+ γ2β2 κ2
zy

2

w2w′2

(

ImR1pImR′

2s + ImR1sImR′

2p

)

]

, (10)

где κ2
z = 1 − β2ξ2 + y2, w2 = 1 + y2, w′2 = γ2(1 −

− β2ξ)2 + y2,

ξmin =
1

nβ
, ξmax = 1− 1

γ2β(n− β)
=

nβ − 1

β(n− β)
.

Вблизи пороговой скорости, v ≈ vc, когда ξmin ≈
≈ ξmax и

ymax =
n2 + 1

n
√
n2 − 1

√

v − vc
v0

≪ 1,

интегрирование по qy в уравнении (4) ограничено ин-

тервалом 0 < |qy| < ymaxqx ≪ qx. В этом случае в

низшем порядке по ymax можно пренебречь реляти-

вистскими эффектами. Тогда сила трения определя-

ется формулой

F1x ≈ ~v0
d4

[

g̃s

(

v

v0
, n

)

+ g̃p

(

v

v0
, n

)]

, (11)

а радиационная передача тепла P1 = v0F1x, где

g̃s

(

v

v0
, n

)

=
ζ(3)

5π2

n(n2 + 1)5

(n2 − 1)5
√
n2 − 1

(

v − vc
v0

)5/2

и g̃p = g̃s/n
4. В нерелятивистском пределе (n ≫ 1)

gs

(

v

v0

)

=
ζ(3)

5π2

(

v − vc
v0

)5/2

и gp(v/v0, n) = gs(v/v0)/n
4.

Письма в ЖЭТФ том 103 вып. 3 – 4 2016



248 А. И. Волокитин, Б. Н. Й. Перссон

Вблизи скорости света (γ ≫ 1)

ymax =

{

y0 при ξc < ξ < ξmax,

y1 при ξmin < ξ < ξc,

где

y20 = γ2[n2β2(1 − ξ)2 − (1− β2ξ)2],

y21 = n2β2ξ2 − 1, ξc = γ/(1 + γ) ≈ 1 − 1/γ. При

γ ≫ 1 основной вклад в интегрирование дает ин-

тервал ξc < ξ < ξmax. Вклад в силу трения от s-

поляризованных волн, определяемый приближенной

формулой (6), при v → c остается конечным:

F approx
xs ≈ 3~v

4π2d4

√
2

n2 − 1
ln(n+

√

n2 − 1), (12)

и расходится как ∼ γ в полностью релятивистской

теории, в которой он определяется уравнением (10):

Fxs ≈
3~v

4π2d4

√
n− 1

2(n+ 1)3/2
γ. (13)

Другие вклады могут быть оценены аналогичным об-

разом.

Рис. 2 и 3 показывают зависимости силы трения

между прозрачными диэлектрическими пластинами

от скорости, относительного скольжения для нереля-

тивистской теории (рис. 2) и полностью релятивист-

ской теории для n = 2 (рис. 3a) и n = 10 (рис. 3b).

В нерелятивистской теории вклады в силу трения от

s- и p-поляризованных волн разделяются. Пороговая

скорость vc для возникновения квантового излуче-

ния Вавилова–Черенкова равна 2v0. Трение в этой

теории преимущественно определяется вкладом от

волны с s-поляризацией, который зависит только от

отношения v/v0. В полностью релятивистской тео-

рии трение и излучение возникают только при ско-

ростях выше пороговой (v > vc = 2nc/(n2+1)), кото-

рая равна 0.8c для n = 2 (рис. 3a) и 0.2c для n = 10

(рис. 3b). Рис. 3a и b также показывают результа-

ты полурелятивистской теории для вкладов в силу

трения от s-поляризованных волн (синяя линия) и

p-поляризованных волн (зеленая линия), определя-

емых уравнением (6). В этой приближенной теории

амплитуды рассеяния от поверхности движущегося

диэлектрика аппроксимируются амплитудами отра-

жения в сопутствующей системе отсчета при часто-

тах и волновых векторах, определяемых преобразо-

ваниями Лоренца. В такой приближенной теории,

в которой пренебрегается связью между волнами с

разной поляризацией, смешивание поляризаций не

учитывается. Кроме того, в ней не учитывается реля-

тивистский эффект усиления вкладов для волн с раз-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость силы трения

между двумя прозрачными диэлектрическими пласти-

нами от скорости их относительного скольжения. Нор-

мализующий множитель для сил ~v0/π
3d4, v0 = c/n.

Приведены результаты нерелятивистской теории для

вкладов от s- (а) и p-поляризованных (b) электромаг-

нитных волн. Вклад от s-волн в нерелятивистской тео-

рии зависит только от отношения v/v0. Вклады от p-

поляризованных волн показаны для n = 10 (зеленая

линия) и n = 100 (синяя линия)

ной поляризацией. Вблизи пороговой скорости сме-

шивание волн с разной поляризацией и другие ре-

лятивистские эффекты дают малый вклад и сила

трения преимущественно определяется вкладом от

волн с s-поляризацией, который может быть доста-

точно точно определен с использованием приближен-

ной теории. Однако в ультрарелятивистском случае

(γ ≫ 1) оба вклада от различных поляризаций силь-

но возрастают по сравнению с приближенной теори-

ей и появляется новый вклад, связанный с поляри-

зационным смешиванием.

Заключительные замечания. В настоящей ра-

боте с использованием полностью релятивистской

теории изучалось квантовое излучение Вавилова–

Черенкова при относительном скольжении двух про-

зрачных пластин. Это излучение возникает, когда

скорость относительного скольжения превышает по-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) То же самое, что и на рис. 2,

но для полностью релятивистской теории. Красная

линия – результаты полностью релятивистской тео-

рии для n = 2 (a) и n = 10 (b). Синяя и зеле-

ная линии показывают раздельно вклады от s- и p-

поляризованных волн соответственно, полученные с

использованием приближенной формулы (6). Вставка

показывает силы трения в ультрарелятивистском слу-

чае ( γ ≫ 1)

роговую скорость vc = 2nc/(n2 + 1), где n – пока-

затель преломления пластин. Оно приводит к кван-

товому трению, которое вблизи пороговой скорости

∼ (v − vc)
5/2 и определяется в основном вкладом от

s-поляризованных электромагнитных волн. Однако

вблизи скорости света вклады от обеих поляризаций

сильно возрастают и появляется новый вклад, свя-

занный со смешиванием поляризаций. Как показал

Пендри [4], шероховатость поверхности диэлектри-

ков также приводит к сильному увеличению кванто-

вого излучения Вавилова–Черенкова. В релятивист-

ском случае эта проблема требует дополнительных

исследований.
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