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Вблизи критической температуры сверхпроводящего перехода найдена энергия порогового возму-

щения δFthr, переводящего сверхпроводящий мостик в резистивное состояние при токе, меньшем крити-

ческого тока Ic. Показано, что для коротких мостиков c длиной L < ξ (здесь ξ – длина когерентности)

δFthr растет при уменьшении длины мостика, а для длинных мостиков с L ≫ ξ выходит на насыщение.

При определенных геометрических параметрах берегов и мостика зависимость δFthr(L) при токе I → 0

имеет минимум при L ∼ (2−3)ξ. Данные результаты указывают на уменьшение влияния флуктуаций

на джозефсоновские контакты, реализованные в виде коротких сверхпроводящих мостиков, а также на

усиление их влияния в мостиках с длиной ∼ (2−3)ξ.
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Известно, что сверхпроводящее состояние стано-

вится неустойчивым относительно бесконечно малых

возмущений сверхпроводящего параметра порядка ∆

при протекании тока I в сверхпроводнике, большего

некоторого критического значения, I > Ic. Однако

переключение в резистивное состояние может про-

исходить и при меньшем токе, если в системе воз-

можно появление возмущения конечной величины.

Данный эффект хорошо известен из теории джозеф-

соновских контактов [1]. Экспериментальное изуче-

ние подобного переключения в сверхпроводящих мо-

стиках/проволоках конечной длины L проводилось

в недавних работах [2, 3]. Причиной появления та-

ких возмущений являются тепловые или квантовые

флуктуации. Если изменение ∆ вследствие флукту-

ации мало, то сверхпроводящая система возвращает-

ся в равновесное состояние без диссипации. Однако

если изменение ∆ достаточно сильно, то в сверхпро-

воднике будет развиваться неустойчивость, приводя-

щая к появлению конечного сопротивления и дисси-

пации. При наличии достаточно большого тока это

может привести к разогреву сверхпроводника и его

переключению в нормальное состояние. Если энер-

гия порогового возмущения δFthr значительно пре-

вышает тепловую энергию kBT , то вероятность появ-

ления такого возмущения вследствие тепловой флук-

туации определяется в основном арениусовским фак-

тором exp(−δFthr/kBT ).
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Ниже показано, что в мостиках с длиной

L < ξ пороговое возмущение δFthr быстро растет

с уменьшением L из-за усиливающегося подав-

ления сверхпроводимости в берегах. Это делает

джозефсоновские контакты, основанные на ко-

ротких мостиках/сужениях, более устойчивыми

к влиянию флуктуаций при уменьшении длины

мостика/сужения. С другой стороны, существуют

ситуации, когда, наоборот, необходимо иметь как

можно меньшую δFthr. Например, это важно при

исследовании макроскопического квантового тунне-

лирования в сверхпроводящих системах [4]. Как мы

покажем, достаточно узкие мостики с длиной по-

рядка (2–3)ξ имеют минимальную δFthr. Это делает

их выбор более предпочтительным по сравнению с

более короткими или длинными мостиками при их

использовании в устройствах, основанных на нали-

чии квантового туннелирования между различными

состояниями (например, так называемых потоковых

кубитах [5]).

Для нахождения порогового возмущения необхо-

димо найти в системе седловое состояние, ближай-

шее по энергии к основному состоянию. Для длинно-

го (L ≫ ξ, где ξ – длина когерентности) одномерно-

го (с поперечными размерами, меньшими ξ) сверх-

проводящего мостика такая задача была решена в

известной работе Лангера и Амбегаокара [6]. Было

обнаружено, что пороговому возмущению (седлово-

му состоянию) соответствует частичное подавление

сверхпроводящего параметра порядка на конечном

отрезке мостика с размерами порядка ξ, а амплиту-
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да подавления оказывается тем больше, чем меньше

протекающий ток. Авторы работы [6] получили за-

висимость энергии порогового возмущения от прило-

женного тока. Она с хорошей точностью описывается

следующим выражением [7]:

δFLA =
4
√
2

3
F0

(

1− I

Idep

)5/4

=

=

√
6

2

Idep~

e

(

1− I

Idep

)5/4

, (1)

где F0 = Φ2
0S/32π

3λ2ξ, Φ0 – квант магнитного пото-

ка, S = wd – площадь поперечного сечения мостика

с шириной w и толщиной d, λ – лондоновская глуби-

на проникновения магнитного поля, Idep = 2I0/3
√
3

(I0 = cΦ0S/8π
2λ2ξ) – ток распаривания в модели

Гинзбурга–Ландау, совпадающий с ожидаемым кри-

тическим током длинного (L ≫ ξ) мостика.

В нашей работе рассчитывается энергия поро-

гового возмущения для сверхпроводящего мостика

произвольной длины L, как меньшей, так и большей

ξ. Интерес к данной задаче связан с развитием тех-

нологии и появлением сверхпроводящих мостиков с

длиной порядка длины когерентности [2, 3, 8]. Так же

как и в работе [6], мы используем модель Гинзбурга–

Ландау, что ограничивает применимость наших ре-

зультатов окрестностью температур вблизи Tc. Мы

нашли, что токовая зависимость δFthr плавно меня-

ется от выражения (1) для мостиков с длиной L ≫ ξ

до зависимости δFthr = ~Ic(1 − I/Ic)
3/2/e для мо-

стиков с длиной L ≪ ξ, где Ic = I0ξ/L – крити-

ческий ток короткого мостика [9]. В последнем слу-

чае токовая зависимость δFthr(I) совпадает с извест-

ным результатом для джозефсоновских контактов с

синусоидальным ток-фазовым соотношением [1], где

роль Ic играет критический ток контакта. Кроме то-

го, мы обнаружили, что в случае коротких мости-

ков большую роль играет подавление сверхпроводя-

щего параметра порядка в берегах, что приводит к

зависимости δFthr от длины мостика и ширины бе-

регов. В одномерной модели мы получили зависи-

мость δFthr(I = 0) ∼ 1/L для короткого мостика с

L < ξ. Используя двумерную модель, мы обнаружи-

ли, что существует область параметров, при кото-

рых δFthr(I = 0) зависит от длины мостика немо-

нотонным образом и достигает минимального значе-

ния при L ∼ (2−3)ξ. Наши результаты могут быть

использованы при анализе экспериментальных дан-

ных по критическому току переключения коротких

сверхпроводящих мостиков/проволок и флуктуаци-

онному сопротивлению мостиков при температурах,

близких к Tc.

Рассмотрим модельную систему, состоящую из

сверхпроводящего мостика с площадью сечения S

и длиной L, соединяющего два сверхпроводящих

берега с площадью сечения Spad (рис. 1). Для на-

Рис. 1. Сверхпроводящий мостик с площадью сечения

S и длиной L, соединенный со сверхпроводящими бе-

регами с площадью поперечного сечения Spad

хождения энергии порогового возмущения, перево-

дящего сверхпроводящий мостик в резистивное со-

стояние, воспользуемся моделью Гинзбурга–Ландау

(ГЛ). Для определения δFthr необходимо найти сед-

ловое состояние системы, соответствующее локаль-

ному максимуму (экстремуму) свободной энергии.

Седловое состояние, как и основное, можно найти из

решения уравнения ГЛ:

ξ2GL(0)∇2∆+ [1− T/Tc − |∆|2/∆2
GL(0)]∆ = 0, (2)

где ξGL(0) и ∆GL(0) – длина когерентности и сверх-

проводящий параметр в модели ГЛ при нулевой тем-

пературе [10].

Рассматривая сверхпроводящую систему (см.

рис. 1) с максимальным характерным поперечным

размером dpad ∼
√

Spad ≪ ξ, можно считать задачу

одномерной и учитывать зависимость только от

продольной координаты x. Тогда безразмерное урав-

нение Гинзбурга–Ландау примет следующий вид (мы

ищем решение в виде ∆(x)/∆GL = f(x) exp[iϕ(x)]):

d2f

dx2
− j2

f3
+ f − f3 = 0, (3)

где мы использовали условие постоянства тока в си-

стеме, I = const (здесь j = f2dϕ/dx = I/S – плот-

ность тока в мостике, j = I/Spad < I/S – плотность

тока в берегах). В уравнении (3) модуль сверхпро-

водящего параметра порядка f измеряется в едини-

цах ∆GL = ∆GL(0)
√

1− T/Tc, длина – в единицах

ξ = ξGL(0)/
√

1− T/Tc, плотность тока – в единицах

I0/S.

Уравнение (3) необходимо дополнить граничны-

ми условиями на концах мостика:
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2

= 1, (4c)

где fL, fC , fR — модули параметра порядка в левом

береге, в мостике и в правом береге соответственно.

Условие (4a) возникает из варьирования функ-

ционала Гинзбурга–Ландау для сверхпроводника с

зависящим от x поперечным сечением (что при-

водит к появлению в уравнении ГЛ производной

d/dx[S(x)df/dx]). Оно является точным в случае

непрерывного, медленного на масштабе ξ изменения

S, когда можно пренебречь зависимостью f от попе-

речной координаты. В нашей модели это изменение

происходит скачком. Поэтому здесь величина S/Spad

является не истинным отношением площадей сече-

ния, а контрольным параметром, характеризующим

изменение производной функции f в направлении x

при переходе через границу берег–мостик. Мы также

предполагаем, что вся система присоединена к более

широким берегам (находящимся при x = ±Lsys/2),

где плотность тока практически равна нулю и пара-

метр порядка достигает своего равновесного значе-

ния f = 1. Чтобы исключить влияние этих берегов

на транспортные характеристики мостика, в числен-

ных расчетах мы положили Lsys − L = 20ξ.

Энергию порогового возмущения можно найти,

используя следующее выражение:

δFthr

F0
= Fsaddle − Fground − 2

I

I0
δϕ, (5)

где δϕ – дополнительная разность фаз между конца-

ми проволоки, появляющаяся в седловом состоянии,

а Fsaddle и Fground – безразмерные свободные энергии

седлового и основного состояний соответственно:

Fsaddle,ground = −1

2

∫

f4dx. (6)

Уравнение (3) с граничными условиями (4) ре-

шалось численно для произвольных L, а также ана-

литически в пределе L ≪ ξ. При численном реше-

нии использовался метод релаксации: к уравнению

Гинзбурга–Ландау (3) добавлялась временная про-

изводная ∂f/∂t и итерации проводились до тех пор,

пока производная по времени с заданной точностью

не обращалась в нуль. Для нахождения седлового со-

стояния мы использовали численный метод, предло-

женный в [11]. А именно, при заданном значении то-

ка мы фиксировали значение модуля параметра по-

рядка f(0) в центре мостика, позволяя f меняться

во всех остальных точках. Состояние с минималь-

ным фиксированным f(0), для которого существует

стационарное решение, и является седловым. В слу-

чае длинных мостиков данный численный метод дает

значения δFthr, совпадающие с уравнением (1).

Для аналитического нахождения энергии седло-

вого состояния мы воспользовались тем, что на мас-

штабах, много меньших ξ, параметр порядка меня-

ется быстро. Поэтому в области короткого мостика в

уравнении (3) можно пренебречь линейным и кубич-

ным членами. Таким образом, мы приходим к урав-

нению
d2f

dx2
− j2

f3
= 0, (7)

которое имеет первый интеграл

1

2

(

df

dx

)2

+
j2

2f2
= E (8)

и решение

x =
1

2

∫ u

u1

du
√

2Eu− j2
=

=
1√
2E

(
√

u− j2

2E
−
√

u(0)− j2

2E

)

. (9)

В уравнении (9) u(x) = f2(x). Из симметрии

системы следует, что du
dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0. На данном ша-

ге мы будем считать изменения f малыми в бере-

гах и воспользуемся граничным условием u (L/2) =

= u (−L/2) = 1 для нахождения постоянной E:

f =

√

2E±x2 +
j2

2E±
, (10)

E± =
1±

√

1−
(

I
Ic

)2

L2
, (11)

где E+ соответствует седловому состоянию, E− – ос-

новному состоянию, а Ic – критический ток коротко-

го мостика [9].

Принципиально, что в случае коротких мостиков

при нахождении энергии седлового состояния необ-

ходимо учитывать изменение ∆ в берегах. В против-

ном случае, фиксируя ∆ в берегах, как в задаче о

критическом токе мостика [9], можно убедиться (из

решений, приведенных ниже; см. уравнение (15)) в

том, что энергия седлового состояния будет прини-

мать отрицательные значения в широком диапазоне

токов I < Ic.

Будем искать решение в берегах в виде f = 1−f1,

где f1 ≪ 1, и пренебрежем распаривающим влия-

нием тока. Тогда уравнение (3) для f1 в областях

|x| > L/2 примет вид

d2f1
dx2

− 2f1 = 0 (12)
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с решением

f1 = Ce±
√
2(x±L/2), (13)

в котором знак “+” соответствует левому берегу, а

знак “−” – правому. Константа C определяется из

граничных условий (4). Когда плотность тока в бе-

регах j ≪ 1 и отношение сечений S/Spad ≪ 1, для f

в области мостика можно воспользоваться выраже-

нием (10), и константа C определяется как

C =
S

Spad

√

E± − j2

2
. (14)

Учтя в уравнении (6) подавление параметра по-

рядка в берегах, получим выражение для энергии по-

рогового возмущения:

δFthr

F0
= 2

√
2
ξ

L

(
√

1 +
√

1− γ2 − γ2

2
−

−
√

1−
√

1− γ2 − γ2

2

)

+
2

5

L

ξ

√

1− γ2 −

− 4γ
ξ

L
arccos(γ), (15)

где γ = I/Ic. Если не учитывать подавление ∆ в бе-

регах, то в выражении (15) будет отсутствовать пер-

вое слагаемое и в большой области токов окажется

δFthr < 0.

На рис. 2 представлены результаты численного

расчета δFthr для мостиков различной длины и при-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости энергии порого-

вого возмущения от тока для мостиков различной дли-

ны при отношении площадей Spad/S = 100. Штрихо-

вые кривые получены из численных расчетов, сплош-

ные – из уравнения (1) для мостика с длиной L = 4ξ и

уравнения (15) для мостиков с L = ξ и ξ/2

ведено их сравнение с результатами, полученными с

помощью аналитических выражений (1) и (15). Вид-

но, что для мостика с длиной L = 4ξ δFthr с хоро-

шей точностью описывается уравнением (1), тогда

как уравнение (15) практически совпадает с числен-

ными результатами для мостика с длиной L = ξ. От-

метим, что выражение (15) для коротких мостиков с

L ≪ ξ близко к аппроксимационному выражению

δFthr =
4ξ

L
F0(1− I/Ic)

3/2 =
Ic~

e
(1− I/Ic)

3/2, (16)

которое совпадает с известным результатом [1], сле-

дующим из теории джозефсоновских контактов с си-

нусоидальным ток-фазовым соотношением, если в

качестве критического тока использовать критиче-

ский ток джозефсоновского контакта.

Выражение (15) было получено в предположении

C ≪ 1 и f1 ≪ 1, что обеспечивается выполнением

условия
S

Spad

ξ

L
≪ 1. (17)

Наши численные расчеты показали, что токовая

зависимость отношения δFthr(I/Ic)/δFthr(0) слабо

меняется и определяется в основном длиной мо-

стика, даже когда условие (17) не выполняется и

δFthr(0) оказывается зависящей от величины отно-

шения Spad/S (см. вставку к рис. 3).

Рис. 3. Зависимость энергии порогового возмущения в

пределе I → 0 от длины мостика при Spad/S = 100.

Черные квадраты – результаты численного расчета,

кривая – уравнение (18). На вставке показаны зависи-

мости δFthr(0) от отношения Spad/S для мостиков раз-

личной длины (одномерная модель)

Если формально использовать уравнение (15)

для мостиков произвольной длины, то зависимость

δFthr(L) при I → 0 будет иметь следующий вид:

δFthr

F0
(I → 0) =

4ξ

L
+

2L

5ξ
. (18)

Согласно (18) δFthr должна иметь минимум при L =

=
√
10ξ ≃ 3ξ. Однако численные расчеты в рамках
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одномерной модели не подтвердили данный резуль-

тат (см. рис. 3). При увеличении длины мостика δFthr

монотонно уменьшается, выходя на известное значе-

ние δFthr(0)/F0 = 4
√
2/3 ≃ 1.89 при L ≫ ξ (см. урав-

нение (1)).

Однако если выйти за пределы одномерной мо-

дели, то можно найти размеры мостика и бере-

гов, при которых зависимость δFthr(L) при I →
→ 0 является немонотонной. Для этого мы рас-

смотрели двумерную модельную систему, изобра-

женную на рис. 4. Данная модель подразумевает на-

Рис. 4. Двумерный сверхпроводящий мостик длины L и

ширины w с берегами шириной wpad. Толщина мостика

и берегов считается той же самой; Lsys − L = 6

хождение численного решения двумерного уравне-

ния Гинзбурга–Ландау

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+ f − f3 = 0, (19)

с фиксированным f(x = ±Lsys/2, y) = 1, нормаль-

ной производной ∂f/∂n = 0 по остальным краям

сверхпроводящей системы и дополнительным усло-

вием f(x = 0, y) = 0 (см. рис. 4), соответствующим

седловому состоянию при I → 0.

Нами были рассмотрены различные значения

wpad, w и L. Из рис. 5 видно, что при достаточно ма-

лой ширине мостика (w = ξ/5 для рассмотренных па-

раметров) зависимость δFthr(L) имеет минимум при

L ≃ (2−3)ξ.

Мы также исследовали, как в двумерной модели

δFthr(0) зависит от ширины берегов (данные пред-

ставлены на рис. 6). Оказалось, что, так же как и

в одномерной модели, энергия порогового возмуще-

ния перестает зависеть от отношения wpad/w, когда

ширина мостика становится много меньше wpad. Од-

нако для выбранной геометрии (см. рис. 4) насыще-

ние наступает при меньших значениях wpad/w (ср.

со вставкой к рис. 3).

Используя аргументы Литтла [8, 12], можно оце-

нить конечное (вследствие тепловых флуктуаций)

Рис. 5. Зависимости энергии порогового возмущения

при I → 0 от длины мостика при различных ширинах

мостика и берегов, рассчитанные в рамках двумерной

модели. Толщины мостика и берегов считались одина-

ковыми

Рис. 6. Энергия порогового возмущения при нулевом

токе, вычисленная для мостика с длиной L = 0.6ξ в

двумерной модели для различных ширин мостика и бе-

регов

сопротивление короткого мостика R при малых то-

ках с помощью следующего выражения:

R = Rn exp

(

−δFthr(0)

kBT

)

= Rn exp

(

− I0~

ekBT

ξ

L

)

,

(20)

где Rn – сопротивление мостика в нормальном состо-

янии, а для δFthr(0) использовано уравнение (16). Из

(20) видно, что R экспоненциально быстро уменьша-

ется с уменьшением длины мостика. Данный эффект

связан с влиянием берегов, точнее с подавлением ∆

в берегах в седловом состоянии, которое тем больше,

чем короче мостик. Таким образом, берега приводят

к уменьшению R, но только для достаточно коротко-
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го мостика с L < ξ. Для длинного же мостика они ли-

бо не влияют на его сопротивление, либо могут при-

водить к его увеличению за счет уменьшения δFthr.

Последний эффект возможен только для достаточно

узких мостиков (см. рис. 5), для которых уменьшение

δFthr за счет уменьшения длины мостика не компен-

сируется увеличением δFthr за счет подавления ∆ в

берегах.

Отметим, что флуктуационное сопротивление мо-

стика сильно зависит не только от его длины, но

и от размеров берегов, что связано с зависимостью

δFthr(0) от Spad/S (см. вставку к рис. 3 и рис. 6). В

принципе, величина критического тока также зави-

сит от отношения Spad/S. Так, в рамках одномерной

модели нетрудно показать, что

Ic = I0
ξ

L

(

1−
√
2

S

Spad

ξ

L

)

(21)

при выполнении условия (17). Однако так как

δFthr(0) в уравнении (20) находится под экспонен-

той, вариации размеров берега сильнее сказываются

на флуктуационном сопротивлении мостика R, чем

на его критическом токе.

Работа была поддержана грантом РФФИ # 15-42-

02365.

1. T. Fulton and L. N. Dunkleberger, Phys. Rev. B 9, 4760

(1974).

2. M. Sahu, M.H. Bae, A. Rogachev, D. Pekker, T. C. Wei,

N. Shah, P.M. Goldbart, and A. Bezryadin, Nat. Phys.

5, 503 (2009).

3. P. Li, P.M. Wu, Y. Bomze, I. V. Borzenets,

G. Finkelstein, and A.M. Chang, Phys. Rev. Lett. 107,

137004 (2011).

4. K.Yu. Arutyunov, D. S. Golubev, and A.D. Zaikin,

Phys. Rep. 464, 1 (2008).

5. J. E. Mooij and C. J. P.M. Harmans, New J. Phys. 7,

219 (2005).

6. J. S. Langer and V. Ambegaokar, Phys. Rev. 164, 498

(1967).

7. M. Tinkham, J.U. Free, C.N. Lau, and N. Markovic,

Phys. Rev. B 68, 134515 (2003).

8. S. L. Chu, A.T. Bollinger, and A. Bezryadin, Phys. Rev.

B 70, 214506 (2004).

9. L.G. Aslamazov and A. I. Larkin, Pisma v ZhETF 9,

150 (1968) [JETP Lett. 9, 87 (1969)].

10. M. Tinkham, Introduction to superconductivity, 2 ed.,

McGraw-Hill, N.Y. (1996).

11. D.Yu. Vodolazov, Phys. Rev. B 85, 174507 (2012).

12. W.A. Little, Phys. Rev. 156, 396 (1967).

Письма в ЖЭТФ том 103 вып. 5 – 6 2016


