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Для тонкой сверхпроводящей пленки (параметр Гинзбурга–Ландау κ ≫ 1) в параллельном поверхно-

сти магнитном поле проведены расчеты равновесной вихревой структуры и намагниченности, учитыва-

ющие пространственное изменение параметра порядка в коре вихря с помощью вариационной функции.

Вариационный метод позволяет более точно, по сравнению с лондоновским приближением, учесть соб-

ственную энергию вихря (включая ее изменение при увеличении плотности вихревой решетки), межвих-

ревые взаимодействия и взаимодействие с поверхностью. Получена формула, определяющая поправку к

лондоновскому выражению для потока вихря в пленке. Сравнение результатов расчетов в этих моделях

показывает, что учет структуры кора вихря становится важным, если толщина пленки d < 50ξ. Для

таких тонких пленок обнаружен новый размерный эффект, проявляющийся в существенном различии

намагниченностей пленки и бесконечного образца в области полей 0.08Hc2 < H < 0.5Hc2. Показано

также, что при уменьшении d вплоть до величины d = 10ξ расщепление центрального вихревого ряда

происходит как фазовый переход второго рода.
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1. При формировании смешанного состояния в

тонкой сверхпроводящей (II рода) пленке, толщина

d которой порядка или меньше лондоновской глу-

бины проникновения λ, помещенной в параллельное

поверхности магнитное поле H , существенным яв-

ляется взаимодействие вихрей с поверхностью. Про-

явление размерных эффектов в такой системе впер-

вые изучалось в [1]. В ней было найдено первое кри-

тическое поле Hc1(d), в котором становится энерге-

тически выгодным образование вихревой цепочки в

центре пленки. Дальнейшие исследования [2–9] по-

казали, что с увеличением H центральный ряд рас-

щепляется на два. Далее происходит последователь-

ное увеличение количества вихревых рядов N , сопро-

вождающееся резкой перестройкой вихревой струк-

туры. Найдены значения полей H(N)(d) образова-

ния N -го ряда. Возникающие при этом особенности

на полевых зависимостях намагниченности рассчи-

таны в [1, 4, 6, 8]. Все эти работы были выполнены

в рамках лондоновского приближения (ЛП), в кото-

ром пренебрегается структурой кора вихря, в част-

ности пространственным изменением параметра по-

рядка вблизи его сердцевины.
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В [10] также в рамках ЛП было установлено, что

расщепление центрального ряда в поле H(2) может

происходить как структурный фазовый переход пер-

вого (а не второго) рода, если величина t = d/λ мень-

ше критического значения tcr, при котором толщина

пленки оказывается довольно малой (d ≈ 15ξ, где ξ –

длина когерентности).

С уменьшением d величины полей H(N) увели-

чиваются и при d < λ могут значительно превы-

шать первое критическое поле бесконечного сверх-

проводника Hc1(∞). Анализ различных моделей для

описания смешанного состояния бесконечного сверх-

проводника, проведенный в [11–13], показал, что да-

же для сверхпроводников с параметром Гинзбурга–

Ландау κ ≫ 1 применимость ЛП ограничена поля-

ми в несколько Hc1(∞). В бо́льших полях необходи-

мо учитывать структуру кора вихря. Одним из под-

ходов, позволяющих избежать сложной процедуры

численного решения системы уравнений Гинзбурга–

Ландау, является использование для описания про-

странственного изменения модуля параметра поряд-

ка вблизи сердцевины вихря вариационной функции,

предложенной в [14]:

f =
f∞ρ

(ρ2 + ξ2v)
1/2

. (1)
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Здесь ρ – расстояние от центра вихря, ξv и f∞ – вари-

ационные параметры (эффективный радиус кора и

параметр порядка вдали от сердцевины вихря), зна-

чения которых находят из условия минимума термо-

динамического потенциала. В частности, для изоли-

рованного вихря ξv0 ≃
√
2/κ (при κ ≫ 1), f∞ = 1.

Данный вариационный метод (ВМ) позволяет более

точно по сравнению с ЛП рассчитать поле вихря,

а следовательно, и межвихревые взаимодействия, а

также учесть изменение собственной энергии вихря в

полях H ≫ Hc1(∞), в которых начинает проявляться

перекрытие коров вихрей. В результате применения

ВМ удалось получить формулу для намагниченности

бесконечного сверхпроводника во всей области маг-

нитных полей Hc1(∞) ≤ H ≤ Hc2 (где Hc2 – второе

критическое поле) [11, 12].

В настоящей работе вариационный метод впервые

применен для расчета равновесной вихревой струк-

туры и намагниченности для тонкой сверхпроводя-

щей пленки (d < λ, κ ≫ 1). Проведено сравнение

результатов, получаемых вариационным методом и

в лондоновском приближении. В частности проведен

анализ влияния точности расчетов на вид структур-

ного перехода при расслоении центрального вихре-

вого ряда.

2. Будем проводить расчеты в общепринятой гео-

метрии [15, 16], в которой ось z направлена вдоль

внешнего поля, а поверхности пленки совпадают с

плоскостями x = ±d/2. Ряды вихрей параллельны

друг другу и поверхности и расположены симмет-

рично относительно оси пленки (x = 0). Расстояние

между вихрями a вдоль всех рядов одинаково, при-

чем в соседних рядах позиции вихрей смещены на

a/2. В соответствии с [16] плотность энергии Гиббса

пленки имеет вид

G =
1

ad

N
∑

n=1

[

ǫ0 +
2π

κ
bn(0)− 2hφv(xn)

]

. (2)

Здесь и далее используются безразмерные единицы

Гинзбурга–Ландау: все длины измеряются в λ, маг-

нитное поле – в
√
2Hc, где Hc – термодинамическое

критическое поле (в этих единицах квант магнитного

потока φ0 = 2π/κ, Hc2 = κ).

Собственная энергия вихря ǫ0 (первый член в (2))

складывается из энергии, связанной с подавлением

параметра порядка в коре вихря, и его собствен-

ной электромагнитной энергии. Второй член в (2) –

электромагнитная энергия межвихревых взаимодей-

ствий, которая определяется полем в центре вихря

bn(0) в n-м ряду [15], создаваемым другими вихрями

и полной системой изображений:

bn(0) =

N
∑

p=1

∞
∑′

k,m=−∞

(−1)kbv(ρn,p,k,m), (3)

где

ρn,p,k,m =

{

[

kd+ (−1)kxp − xn

]2
+

+
[a

4
− (−1)p−n a

4 +ma
]2

}1/2

,

xi – координата i-го ряда, штрих у знака суммиро-

вания означает, что опущен член с k = m = 0 при

p = n (собственное поле вихря в его центре уже учте-

но в ǫ0). Третий член в (2) описывает взаимодействие

пленки с внешним магнитным полем, φv(xn) – поток

вихря в n-м ряду.

Формулы для расчета величин, входящих в выра-

жение для энергии Гиббса, в случае лондоновского

приближения хорошо известны (см., например, [16]):

ǫ
(LA)
0 =

2π

κ2
(lnκ+ C1) (4)

(постоянная C1 не может быть определена в рамках

ЛП, ее значение C1 ≃ 0.5 было вычислено в [17]),

b(LA)
v (ρ) =

1

κ
K0(ρ), (5)

где Ki – функция Макдональда i-го порядка,

φ(LA)
v (xn) =

2π

κ

[

1−
chxn

ch(d/2)

]

. (6)

Рассмотрим последовательно соответствующие

выражения, получаемые в вариационной модели.

Собственная энергия и поле вихря были рассчитаны

в [11]. В дальнейшем ограничимся областью полей

H < 0.5Hc2, в которой перекрытие коров вихрей

невелико и можно полагать f∞ = 1 [11]. В этом

приближении формула для собственной энергии

вихря значительно упрощается и имеет вид

ǫ
(VM)
0 =

πξ2v
2

+
π

2κ2
+

2πK0(ξv)

κ2ξvK1(ξv)
, (7)

а поле вихря (получаемое путем подстановки

вариационной функции (1) во второе уравнение

Гинзбурга–Ландау) определяется выражением

b(VM)
v (ρ) =

K0

(

√

ρ2 + ξ2v

)

κξvK1(ξv)
. (8)
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Отметим, что при ξv = ξv0 функция (8) хорошо

описывает результаты численного решения систе-

мы уравнений Гинзбурга–Ландау вблизи сердцевины

изолированного вихря [13]; магнитный поток, созда-

ваемый b
(VM)
v в бесконечном сверхпроводнике, точно

равен φ0; выражение для b
(VM)
v переходит в (5) в пре-

деле ξv → 0.

Как известно, лондоновское выражение (5) для

b
(LA)
v (ρ) плохо описывает поле вихря вблизи его серд-

цевины (расходясь на его оси), что может приводить

и к неточности формулы для потока вихря (6) в слу-

чае достаточно тонких пленок. До настоящего вре-

мени вопрос границ применимости (6) не рассматри-

вался. Рассчитаем поток изолированного вихря, сме-

щенного на расстояние u от оси пленки, используя

более точное выражение (8). Поле, создаваемое вих-

рем, с учетом его изображений имеет вид

b(VM)
v (x, y) =

1

κξvK1(ξv)

∞
∑

k=−∞

(−1)k ×

×K0

{

√

[kd+ (−1)ku− x]2 + y2 + ξ2v

}

. (9)

Выполнив преобразование Фурье по координате x

(используя приемы и формулы, подобные приведе-

ным в приложении к работе [12]) и проведя интегри-

рование по площади пленки, в итоге получим

φ(VM)
v = φ(LA)

v −∆φv. (10)

Поправка ∆φv к лондоновскому выражению для по-

тока вихря имеет вид быстро сходящегося ряда:

∆φv =
8

κ

∞
∑

k=0

sin

[

π(2k + 1)(d− 2u)

2d

]

×

×
1

(2k + 1)z(k)2

{

1−
z(k)K1[ξvz(k)]

K1(ξv)

}

, (11)

где z(k) =
√

1 + [π(2k + 1)/d]2.

На рис. 1 приведены результаты расчета ∆φv,

нормированной на φ
(LA)
v , в зависимости от положе-

ния вихря для пленок разной толщины. Отметим,

что для тонких пленок с одинаковым значением d/ξ

величина ∆φv/φ
(LA)
v слабо зависит от κ при κ ≫ 1.

Несмотря на то что поправка довольно мала, при ма-

лой толщине пленки она оказывается существенной,

поскольку при этом мала и величина потока вихря.

Особенно сильно учет поправки сказывается при рас-

четах намагниченности M пленки:

4πM = h

[

2

d
th

(

d

2

)

− 1

]

+
1

ad

N
∑

n=1

φv(xn). (12)

Рис. 1. Относительная величина поправки ∆φv к лон-

доновскому выражению для потока вихря в пленке

φ
(LA)
v в зависимости от положения вихря при разной

толщине пленки d. Штриховая линия – граница плен-

ки

В полях H ≫ Hc1 намагниченность является раз-

ностью двух близких величин B и H , и вследствие

этого очень чувствительна к точности расчетов.

3. Применим оба рассмотренных подхода для рас-

чета вихревой структуры и намагниченности для

пленки с κ = 100 и d = 0.25 (что соответству-

ет d = 25ξ), ограничиваясь числом рядов N ≤ 5.

Такая толщина пленки была подобрана из условия,

что поля образования пяти рядов лежат в области

H < 0.5Hc2 (т.е. можно полагать, что f∞ = 1). С

другой стороны, в этой области полей уже ярко про-

являются все особенности, связанные с учетом кора

вихря. На рис. 2 представлены полевые зависимости

параметров вихревой структуры (положений рядов

xn и расстояния между вихрями вдоль рядов a), от-

вечающие условию минимума энергии Гиббса, как в

ЛП, так и при использовании ВМ. В последнем слу-

чае минимизация G проводилась и по вариационно-

му параметру ξv. Качественное поведение вихревой

структуры при использовании обоих методов расче-

та подобно. Однако более точный учет кора приводит

к заметным количественным различиям: возрастают

поля образования вихревых рядов, увеличиваются

расстояния между вихрями вдоль рядов, а положе-

ния рядов оказываются ближе к середине пленки. На

рис. 2b также показано расстояние между вихрями в

бесконечном образце для треугольной решетки. Ин-

тересно отметить, что площадь S = (xn − xn−1)a/2,

приходящаяся на один вихрь, вблизи центра пленки

при N > 2 совпадает как для обеих моделей, так и
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Рис. 2. Полевые зависимости положения рядов (a) и

расстояния между вихрями вдоль рядов (b) для плен-

ки с κ = 100 и d = 0.25. Сплошные линии – вариацион-

ный метод, штриховые – лондоновское приближение.

Штрихпунктир – расстояние между вихрями в беско-

нечном образце

с соответствующей величиной для бесконечного об-

разца.

Значительно более существенными оказываются

различия в поведении полевых зависимостей намаг-

ниченности (рис. 3). На этом же рисунке для сравне-

ния приведены равновесные зависимости M(H) для

бесконечного образца, рассчитанные в рамках как

ВМ (кривые 3 и 4), так и ЛП (кривая 5). Необхо-

димые для таких расчетов формулы подробно рас-

смотрены в [12]. Кривая 3 отвечает тем же прибли-

жениям, что и при расчетах для пленки, кривая 4 –

результаты полного расчета, включающего миними-

зацию по вариационному параметру f∞ (формулы

(19) и (20) из [12]).

При малом числе вихревых рядов зависимости

M(H) для пленки, рассчитанные обоими методами

(кривые 1 и 2), сильно осциллируют, отслеживая об-

разование каждого последующего ряда. Подобные,

но менее выраженные осцилляции были получены

в [4, 6] и для пленок бо́льшей толщины (d ≥ 2).

Рис. 3. Полевые зависимости намагниченности. Расче-

ты для пленки с κ = 100 и d = 0.25: 1 – вариацион-

ный метод, 2 – лондоновское приближение. Расчеты

для бесконечного образца с тем же значением κ: 3, 4 –

вариационный метод, 5 – лондоновское приближение

Однако с увеличением поля (и, соответственно, N)

проявляются качественные различия в результатах

расчета. В случае лондоновского приближения за-

висимость M(H) (кривая 2) приближается к соот-

ветствующей кривой для бесконечного образца, что

полностью согласуется с выводами работы [16], так-

же полученными в ЛП. Более точный учет кора при-

водит к неожиданному результату: величина −4πM

для пленки уменьшается с полем значительно мед-

леннее, чем соответствующая величина для беско-

нечного образца, не приближаясь к ней и превышая

ее почти в два раза в поле h = 30. Анализ показывает,

что этот эффект связан главным образом с меньшей

величиной потока вихря φv при использовании более

точного (по сравнению с ЛП) выражения (10) для φv.

Как видно из рис. 1, чем меньше d, тем существеннее

уменьшение φ
(VM)
v относительно φ

(LA)
v , т.е. тем силь-

нее сказывается более точное описание поля вихря

вблизи его сердцевины на результаты расчета. Та-

ким образом, применение вариационного метода поз-

волило обнаружить новый размерный эффект для

пленок малой толщины (d < 50ξ) – заметное разли-

чие намагниченностей пленки и бесконечного образ-

ца в области магнитных полей 0.08Hc2 < H < 0.5Hc2.

Расчеты в бо́льших полях, т.е. при бо́льшей плотно-

сти вихрей, выходят за рамки используемых в рабо-
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те приближений и являются предметом дальнейших

исследований.

В литературе существует лишь ограниченное чис-

ло экспериментальных данных о поведении M(H)

для систем, близких рассматриваемой в настоящей

работе. Намагниченность тонкой пленки Nb измеря-

лась в [18]. Однако заметный гистерезис из-за по-

верхностного барьера не позволил получить досто-

верную информацию о величине равновесной намаг-

ниченности. Намагниченность многослойных гетеро-

структур Nb/Cu (в которых поверхностный барьер

значительно подавлен) исследовалась в [4, 19]. Каче-

ственно поведение экспериментальных зависимостей

M(H) (которые, осциллируя около некоторого уров-

ня, быстро спадают вблизи Hc2) лучше соответству-

ет результатам расчетов вариационным методом, чем

полученным в лондоновском приближении (а также

сильно отличается от поведения M(H) для массив-

ных образцов). Однако для проведения количествен-

ного сравнения необходимы дополнительные экспе-

риментальные исследования.

4. Вернемся коротко к вопросу о том, как про-

исходит расщепление центрального вихревого ря-

да в непосредственной близости к полю h(2) (см.

рис. 4). Расчеты с использованием ВМ показывают,

Рис. 4. Зависимость положения вихревых рядов от

внешнего поля вблизи h(2) при разных d (в единицах

λ): 0.1 (1, 1′); 0.15 (2, 2′) и 0.5 (3, 3′). Сплошные кри-

вые – вариационный метод, штриховые – лондоновское

приближение

что этот процесс имеет типичный вид фазового пе-

рехода (ФП) второго рода даже при уменьшении тол-

щины пленки до значения d = 10ξ (кривая 1 на

рис. 4). Вид ФП сохраняется и при расчетах в рамках

ЛП, однако в этом случае расщепление центрально-

го ряда оказывается более резким, а протяженность

участка u(h) вблизи h(2), близкого к вертикальному,

увеличивается с уменьшением d.

Эти результаты находятся в противоречии с вы-

водам работы [10], в которой было обнаружено нали-

чие двух близко расположенных устойчивых вихре-

вых позиций в полях немного ниже h(2) для d ≈ 10ξ,

что трактуется автором [10] как проявление фазово-

го перехода первого рода. В [10] при расчете энергии

Гиббса вместо прямого суммирования полей вихрей

и их изображений (применяемого в настоящей ра-

боте) использовалось разложение в ряд Фурье. В ре-

зультате применения такого преобразования возмож-

но появление на зависимостиG(u) слабых локальных

минимумов при учете конечного числа членов ряда,

что в итоге и может послужить объяснением полу-

ченных в [10] результатов.
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