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Изучена статистика квантов в резонансной флуоресценции кубита, возбуждаемого микроволновым

(МВ) и радиочастотным (РЧ) полями. Установлено, что когерентная диссипативная динамика кубита,

учитывающая многоквантовое излучение и поглощение РЧ-квантов в каждом акте излучения и погло-

щения МВ-кванта, приводит к периодической смене группировки и антигруппировки квантов. Показано,

что выбором параметров РЧ-поля можно плавно перейти от периодически меняющейся статистики кван-

тов к чисто субпуассоновской. Определены условия формирования “коллапса–возрождения” осцилляций

корреляционной функции второго порядка квантов. Описанные эффекты могут быть реализованы на

спиновых и сверхпроводящих кубитах, квантовых точках, а также кубит-механических гибридных си-

стемах.
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В квантовой оптике измерение временных кор-

реляционных функций излучения источников света

служит основой выявления его квантовых свойств и

имеет длинную историю, включая изучение однофо-

тонных излучателей. Одним из проявлений неклас-

сических свойств света является антигруппировка

фотонов. Это явление было рассчитано [1–3] и на-

блюдалось в резонансной флуоресценции возбужда-

емого монохроматическим полем одиночного атома в

пучке [4, 5], одиночного иона в ловушке [6], одиноч-

ной молекулы в кристаллической решетке [7], кван-

товых точек [8] и азот-вакансионных центров в ал-

мазе [9]. При этом характерной чертой сигнала кван-

товых корреляций при достаточно интенсивном воз-

буждении является его модуляция частотой Раби.

Исследована также антигруппировка фотонов в флу-

оресценции света, рассеянного атомами, возбуждае-

мыми интенсивным бихроматическим светом с близ-

кими к резонансу частотами [10].

В последнее время с использованием искусствен-

ных одиночных атомов, таких, как сверхпроводящие

трансмоны, удалось наблюдать квантовые свойства

излучателя одиночных микроволновых (МВ) кван-

тов, в том числе антигруппировку этих квантов в из-

мерениях корреляционной функции второго поряд-

ка для интенсивностей [11, 12]. Новые особенности

и возможности микроволновой квантовой фотоники
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могут проявиться в исследованиях “одетых” состоя-

ний кубитов при их бихроматическом возбуждении

специального типа. В этом случае МВ-поле перево-

дит кубит из основного в возбужденное состояние,

а резонансная частота кубита модулируется радио-

частотным (РЧ) полем с частотой, близкой к часто-

те Раби кубита в МВ-поле [13] либо значительно ее

превосходящей [14]. С другой стороны, интерес к по-

добным исследованиям поддерживается возможным

применением такой схемы возбуждения в квантово-

информационных технологиях [15, 16], для эмулиро-

вания свойств гибридных спин-механических систем

[17], для измерения слабых РЧ-полей [18], а также в

квантовых усилителях и аттенюаторах [19].

В настоящей работе изучается корреляция кван-

тов, испускаемых спиновыми кубитами при их би-

хроматическом возбуждении поперечным МВ- и про-

дольным РЧ-полем.

Рассмотрим двухуровневую квантовую систему

(например, спиновый кубит) в МВ-поле, вызываю-

щем переходы между ее состояниями, и в РЧ-поле,

модулирующем ее резонансную частоту. Гамильтони-

ан такой системы может быть записан в виде [13, 14]

H = H0 +H⊥(t) +H‖(t), (1)

где H0 = ω0s
z – гамильтониан энергии кубита с резо-

нансной частотой ω0, H⊥(t) = ω1(s
+ + s−) cosωmwt и

H‖(t) = 2ω2s
z cos(ωrf t+ψ) – гамильтонианы взаимо-

действия кубита с линейно поляризованными МВ- и
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РЧ-полями соответственно, ω1 и ω2 – константы вза-

имодействия. Здесь ωmw и ωrf – частоты МВ- и РЧ-

полей, ψ – фаза РЧ-поля, s±, sz – компоненты спино-

вого (псевдоспинового) оператора, описывающие ос-

новное (|g〉) и возбужденное (|e〉) состояния кубита

и удовлетворяющие коммутационным соотношениям

[s+, s−] = 2sz, [sz, s±] = ±s±.

Динамика кубита описывается управляющим

уравнением для матрицы плотности ρ:

i~∂ρ/∂t = [H, ρ] + iΛρ (2)

(далее полагаем ~ = 1). Так как обычно ω1/ωmw ≪

≪ 1, при рассмотрении взаимодействия кубита с

МВ-полем применяется приближение вращающейся

волны [20]. Супероператор Λ, описывающий процес-

сы затухания, определяется выражением [21] Λρ =

= (γ21/2)D[s−]ρ+(γ12/2)D[s+]ρ+(η/2)D[sz]ρ, где γ21
и γ12 – скорости переходов из возбужденного состо-

яния |e〉 кубита в его основное состояние |g〉 и об-

ратно, η – скорость процессов чистой дефазировки,

D[O]ρ = 2OρO+ −O+Oρ− ρO+O, O – спиновый опе-

ратор.

Рассмотрим два различающихся режима дисси-

пативной динамики кубитов.

А. Пусть ω0 − ωmw − rωrf ≈ 0 (r = 0,±1,±2, ...),

а ω1/ωrf – малый параметр. Тогда эволюция кван-

товой системы с зависящим от времени гамильто-

нианом (1), описываемая управляющим уравнением

(2), может быть рассмотрена в рамках несекулярной

теории возмущений с использованием процедуры

усреднения по быстрым осцилляциям Крылова–

Боголюбова–Митропольского (КБМ) [14] после

применения к (2) канонического преобразования

u = exp {−i [ω0t+ (2ω2/ωrf) sin(ωrf t+ ψ)]}. Реали-

зация обеих процедур позволяет из управляющего

уравнения (2) получить уравнение для модифици-

рованной матрицы плотности ρ̃r, описывающее r-й

резонанс, в виде i∂ρ̃r/∂t = [Heff(r), ρ̃r ] + iΛρ̃r. Здесь

не зависящий от времени эффективный гамильто-

ниан Heff(r) описывает r-квантовые переходы. В

результате имеем

H → Heff(r) = H0(r) +H(1)(r) +H(2)(r), (3)

H0(r) = (ω0 − ωmw − rωrf )s
z,

H(1)(r) =
1

2
Ω(r)

(

s+ + s−
)

,

H(2)(r) = ∆BS(r)s
z ,

Ω(r) = ω1J−r(z),

∆BS(r) =
1

2

∑

n6=r

ω2
1

(r − n)ωrf
J2
n(z),

где Ω(r) = ω1J−r(z) – ренормированная РЧ-полем

частота Раби кубита в МВ-поле, ∆BS(r) – сдвиг

Блоха–Зигерта частоты резонансного перехода ку-

бита, который не равен нулю только для r 6= 0,

z = 2ω2/ωrf – аргумент функций Бесселя, от ко-

торого зависит величина эффективного взаимодей-

ствия Ω(r) с бихроматическим полем. С учетом сдви-

га Блоха–Зигерта переопределим резонансные усло-

вия: ω0 +∆BS(r) − ωmw − rωrf ≈ 0.

Решение управляющего уравнения для матрицы

плотности кубита ρ̃r во вращающейся с частотой

ωmw системе координат (ВСК) можно получить в яв-

ном виде (предполагается, что в начальный момент

времени t = 0 кубит находился в основном состоянии

|g〉):

ρ̃rot
r (t) =

1

2
−

γ21 − γ12
2[γ2 +Ω2

α(r)]
× (4)

×
{

2(γ + α)sz + iΩ(r)[s+fr(t)− h.c.]
}

+

+

(

e−iΩα(r)te−γt

4Ωα(r)

[

i(γ21 − γ12)

Ωα(r) − iγ
+ 1

]

×

×
{

Ω(r)
[

s+fr(t)− h.c.
]

− 2[Ωα(r) + iα]sz
}

+ h.c.

)

,

где fr(t) = exp {−i [rψ + z sin(ωrf t+ ψ)]}, Ωα(r) =

=
√

Ω2(r) − α2, α = (γ⊥ − γ‖)/2, γ = (γ⊥ + γ‖)/2,

γ‖ = γ12 + γ21 и γ⊥ = (γ‖ + η)/2 – скорости энергети-

ческой и фазовой релаксаций кубита соответственно

(далее будем считать, что γ12 ≈ 0).

Из (4) получаем выражение для заселенности воз-

бужденного уровня кубита благодаря поглощению

кубитом одного МВ-кванта с одновременным погло-

щением или испусканием r РЧ-квантов:

〈e|ρ̃rot
r (t)|e〉 =

1

2

Ω2(r)

Ω2(r) + γ‖γ⊥
× (5)

×

{

1− e−γt
[

cosΩα(r)t +
γ‖ + γ⊥

2Ωα(r)
sinΩα(r)t

]}

.

С помощью (4) и квантовой регрессионной теоремы

[20] можно найти выражения для корреляционных

функций полевых амплитуд, пропорциональных спи-

новым операторам кубита. Нормализованная корре-

ляционная функция второго порядка для r-го резо-

нанса представима в виде

g(2)r (τ) = 〈e|ρ̃rot
r (t)|e〉

∣

∣

ρ(0)=|g〉〈g| /〈e|ρ̃
rot
r (t→ ∞)|e〉,

(6)

где 〈e|ρ̃rot
r (t)|e〉

∣

∣

ρ(0)=|g〉〈g| означает, что решение

управляющего уравнения для матрицы плотности

должно искаться для ситуации, когда кубит в

начальный момент времени находится в основном

состоянии |g〉.
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В соответствии с формулами (5) и (6) причиной

осцилляций корреляционной функции g
(2)
r (τ) слу-

жат когерентные осцилляции населенности возбуж-

денных уровней излучателя. Для τ = 0 корреля-

ция отсутствует, т.е. g
(2)
r (0) = 0. Это является сви-

детельством квантовой природы излучения, приво-

дящей к эффекту антигруппировки квантов. В рас-

сматриваемом случае возбуждения кубита бихрома-

тическим полем процессы излучения и переизлу-

чения усложняются. Модулирующее РЧ-поле моди-

фицирует энергетический спектр системы: к основ-

ному и возбужденному состояниям кубита добав-

ляются уровни, расщепления между которыми за-

даются частотой ωrf (рис. 1a) [14]. Благодаря из-

мененному спектру кубита при основном резонан-

се (ω0 − ωmw = 0) одновременно с испусканием

или поглощением МВ-кванта реализуются процес-

сы многоквантового поглощения некоторого числа

РЧ-квантов и испускания такого же их числа. Эти

процессы учитываются функцией Бесселя нулевого

порядка и уменьшают вероятность поглощения МВ-

кванта из-за перенормировки частоты Раби: ω1 →

→ Ω(0) = ω1J0(z), z = 2ω2/ωrf . С увеличением па-

раметра z функция J0(z) уменьшается и принимает

нулевые значения при z1 ≈ 2.41, z2 ≈ 5.52 и т.д. По-

этому с ростом z эффективная частота осцилляций

Ωα(0) =
√

ω2
1J

2
0 (z)− α2 уменьшается (если ω1J0(0) >

α), обращается в нуль при некотором значении z,

когда ω1J0(z) = α, а затем становится мнимой, и

осцилляционно-релаксационное поведение сменяется

релаксационным (см. рис. 1b и 2a). Следовательно,

вместо периодически меняющейся статистики кван-

тов на временном интервале, сопоставимом с време-

нем релаксации 1/γ, устанавливается чисто субпуас-

соновская.

Отметим, что роль функции J0(z), появление ко-

торой обусловлено многоквантовыми процессами по-

глощения и испускания одного и того же числа РЧ-

квантов, аналогична роли фактора Дебая–Валлера в

физике твердого тела. Этот фактор, например, учи-

тывает процессы упругого рассеяния фононов при

взаимодействии кристаллической решетки с элек-

тронами, приводящие к образованию бесфононных

линий в оптических спектрах. В этом отношении

роль РЧ-поля могут играть колебания наномехани-

ческой системы, взаимодействующей с кубитом, что,

в свою очередь, позволяет с помощью модулирую-

щего РЧ-поля эмулировать свойства, например, ги-

бридной спин-механической системы.

При боковых резонансах, ω0 + ∆BS(r) − ωmw ∓

∓ |r|ωrf = 0, одновременно с поглощением МВ-

кванта поглощается (−) или испускается (+)

Рис. 1. (a) – Схема многоквантовых переходов, возбуж-

даемых бихроматическим излучением, в случае r =

= 0. Жирные линии соответствуют уровням исходной,

не модифицированной излучением спиновой системы.

(b) – Корреляционная функция g
(2)
r (τ ) для r = 0,−1

при бихроматическом возбуждении кубита, ωmw = ω0,

ω1/2π = 0.1МГц, ωrf/2π = 1МГц, z = 0.5 и z = 2.0,

γ⊥ = 0.05МГц, γ‖ = 0.01МГц

на |r| РЧ-квантов больше, чем испускается или

поглощается. В этом случае частота осцилля-

ций функции g
(2)
r (τ) определяется выражением

Ωα(r) =
√

Ω2(r) − α2. Реализация как основного,

так и боковых резонансов сопровождается много-

квантовым поглощением и испусканием равного

количества РЧ-квантов, что учитывается функци-

ями Бесселя в выражениях для ренормированных

частот Раби, Ω(r) = ω1J−r(z). Изменение этих

частот за счет варьирования параметров РЧ-поля
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Рис. 2. Корреляционная функция g
(2)
r (τ ) при бихрома-

тическом возбуждении кубита в зависимости от z =

= 2ω2/ωrf для ω0 +∆BS(r)− ωmw − rωrf ≈ 0, ω1/2π =

= 0.1МГц, γ⊥ = 0.05МГц, γ‖ = 0.01МГц, r = 0 (a) и

−1 (b). Пунктирная (z = 0.5) и штриховая (z = 2.0) ли-

нии показывают положение сигналов, представленных

на рис. 1b

(величины z) отражается на осцилляционном пове-

дении корреляционной функции g
(2)
r (τ), сохраняя

обращение ее в нуль при τ → 0 (рис. 1b и 2b).

Как видно, в отличие от основного резонанса для

бокового резонанса увеличение z приводит к пе-

реходу от субпуассоновской статистики квантов к

периодически меняющейся. Таким образом, в от-

личие от монохроматического возбуждения кванты

испускаются и поглощаются не один за другим, а

один каскад квантов испускается и поглощается

за другим каскадами. В итоге экспериментально

наблюдаемое испускание и дальнейшее поглощение

только одного МВ-кванта при основном резонансе, а

в случае боковых резонансов, например для r = −1,

испускание и поглощение одного МВ- и одного

РЧ-квантов происходят с меньшими вероятностя-

ми за счет соответствующих множителей J2
0 (z) и

J2
−1(z), учитывающих напрямую не наблюдаемые

процессы многоквантового поглощения и испускания

РЧ-квантов.

Б. Предположим, что ω1 ≫ ω2, ω2/ωrf – малый

параметр, МВ-поле является сильным (ω2
1 ≫ γ‖γ⊥),

а также выполняются условия точного резонанса

МВ-поля с кубитом (ωmw = ω0) и резонанса Раби

(ω1 = ωrf). Тогда для матрицы плотности кубита в

бихроматическом поле можно записать в ВСК сле-

дующее выражение:

ρrot(t) =
1

2
−

1

4
cosψe−γt × (7)

×
[

ei(ω1t+ψ)(s+ − s− + 2sz)− h.c.
]

+
i

8
sinψ ×

×
(

R(t)
{[

ei(ω1t+ψ)(s+ − s− + 2sz)− h.c.
]

+

+ 2(s+ + s−)
}

+R∗(t)
{[

ei(ω1t+ψ) ×

× (s+ − s− + 2sz) + h.c.
]

− 2(s+ + s−)
})

,

где R(t) = e−γ
′t
(

cosΩβt−
β+iω2

Ωβ
sinΩβt

)

, Ωβ =

=
√

ω2
2 − β2, γ = (γ⊥ + γ‖)/2, γ

′ = γ − β, β = γ‖/4.

Воспользовавшись регрессионной теоремой [20] и

выражением (7), находим нормализованную корре-

ляционную функцию второго порядка:

g(2)(τ) = 1− e−γτ cosψ cos(ω1τ + ψ)−
1

2
sinψe−γ

′t ×

(8)

×

(

sin [(ω1 +Ωβ)τ + ψ] + sin [(ω1 − Ωβ)τ + ψ]−

+
β

Ωβ

[

cos [(ω1 +Ωβ)τ + ψ]− cos [(ω1 − Ωβ)τ + ψ]
}

)

.

Согласно (8) g
(2)
0 (0) = 0, т.е. излучение кубита но-

сит квантовый характер.

В бихроматическом поле МВ-поле индуцирует ос-

цилляции Раби с частотой ω1 и расщепляет каждый

из уровней кубита на два подуровня с энергетиче-

ским зазором ω1, а РЧ-поле индуцирует осцилля-

ции Раби с частотой ω2 и расщепляет каждый из

образовавшихся подуровней еще на два подуровня

с энергетическим зазором ω2. Рис. 3a иллюстрирует

двукратное расщепление верхнего уровня кубита в

бихроматическом поле. Вследствие этого в спектре

испускания системы кубит + бихроматическое поле

образуются три триплета Моллова: ωmw, ωmw ± ω2;

ωmw+ω1, ωmw+ω1±ω2; ωmw−ω1, ωmw−ω1±ω2 [16].

Осциллирующим членам в выражении (8) для кор-

реляционной функции g(2)(τ) соответствуют кванто-

вые переходы с частотами ω1 и ω1 ± ω2. Как по-

казано на рис. 3b, в осцилляциях g(2)(τ) отчетливо
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Рис. 3. (a) – Схема переходов, возбуждаемых бихрома-

тическим излучением, в случае ωrf ≈ ω1 в ВСК. (b) –

Корреляционная функция g(2)(τ ) при ωmw = ω0, ωrf =

= ω1, ω1/2π = 1МГц, ω2/2π = 0.1МГц, γ⊥ = 0.05МГц,

γ‖ = 0.01МГц

проявляется эффект “коллапса–возрождения”, т.е. в

моменты времени τn = (2n + 1)π/Ωβ интенсивность

излучения кубита периодически зануляется, а затем

возрождается. Это происходит потому, что осцилля-

ции разности населенностей кубита на частоте ω1 мо-

дулируются индуцированными РЧ-полем осцилля-

циями Раби с частотой Ωβ. Изменением амплитуды

РЧ-поля можно замедлять или убыстрять развитие

коллапса и возрождения осцилляций корреляцион-

ной функции, изменяя тем самым статистику излу-

чаемых квантов (рис. 4). Осцилляционное поведение

Рис. 4. Корреляционная функция g(2)(τ ) в зависимо-

сти от ω2 при ωmw = ω0, ωrf = ω1, ω1/2π = 1МГц,

γ⊥ = 0.05МГц, γ‖ = 0.01МГц, ψ – случайная вели-

чина. Штриховая линия проведена для сигнала, пред-

ставленного на рис. 3b

g(2)(τ), в том числе эффект коллапса–возрождения,

чувствительно к фазе РЧ-поля (см. выражение (8)

и рис. 3b). При ψ = 0 влияние РЧ-поля, синфазно-

го МВ-полю, полностью нивелируется и осцилляции

совершаются только на частоте ω1. Если фаза РЧ-

поля сдвинута на π/2 относительно фазы МВ-поля,

то осцилляции на частоте ω1 исчезают и проявляют-

ся осцилляции на суммарной (ω1 +Ωβ) и разностной

(ω1 − Ωβ) частотах, приводя к эффекту коллапса–

возрождения. При случайной фазе РЧ-поля выраже-

ние (8) усредняется по равномерному распределению

ψ от 0 до 2π. В этом случае сопоставимый вклад

дают осцилляции на трех частотах (ω1, ω1 ± Ωβ) и

эффект коллапса–возрождения наиболее выражен.

В лабораторной системе координат в актах испус-

кания и поглощения участвуют группы МВ- и РЧ-

квантов на частотах, соответствующих трем трипле-

там Моллова. Если РЧ-поле отсутствует, то (8) сво-

дится к известному выражению [3, 20] для случая

монохроматического возбуждения, когда корреляци-

онная функция осциллирует с частотой ω1.

Таким образом, корреляционная функция второ-

го порядка для резонансной флуоресценции кубита,

возбуждаемого МВ- и РЧ-полями, проявляет свой-

ства, подтверждающие эффект антигруппировки из-

лучаемых квантов. Установлено, что акты излуче-

ния и поглощения – многоквантовые. При ω1 ≪ ωrf
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одновременно с излучением или поглощением каж-

дого МВ-кванта происходят процессы многокванто-

вого излучения и поглощения РЧ-квантов. Этими

процессами можно управлять РЧ-полем, и изменяя

поведение корреляционной функции вплоть до пол-

ного подавления осцилляций и перехода к режиму

антигруппировки, определяемому величиной скоро-

сти дефазировки. При ω1 = ωrf реализуется эф-

фект коллапса–двозрождения осцилляций корреля-

ционной функции, обусловленный индуцированными

РЧ-полем осцилляциями Раби между одетыми состо-

яниями кубита. Предсказываемые свойства корреля-

ционной функции могут найти потенциальное при-

менение не только для спиновых кубитов, но и для

искусственных одиночных атомов, таких, как сверх-

проводящие кубиты либо квантовые точки, а также

для кубит-механических гибридных систем.
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