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Представлена фермионная модель, основанная на симметричной резонансно-туннельной гетеро-

структуре, которая демонстрирует спонтанное нарушение симметрии по отношению к одновременно-

му действию операций пространственной инверсии (P) и обращения времени (T ). Нарушение PT -

симметрии проявляется в слиянии (коллапсе) резонансов. Показано, что резонансные значения энер-

гии в точности совпадают с собственными значениями вспомогательного псевдо-эрмитового PT -

инвариантного гамильтониана.
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Спонтанное нарушение симметрии (СНС) служит

центральной идеей во многих областях современ-

ной физики, особенно в физике элементарных час-

тиц [1] и физике конденсированного состояния [2–

6]. СНС означает, что симметрия системы меняет-

ся (понижается) при определенном значении неко-

торого параметра системы, который сам непосред-

ственно не меняет симметрию. Недавно был обна-

ружен целый новый класс явлений, связанных с

СНС в PT -симметричных системах [7–9]. Такие си-

стемы инварианты по отношению к одновременной

пространственной инверсии (P) и обращению време-

ни (T ) и описываются PT -симметричными псевдо-

эрмитовыми гамильтонианами – неэрмитовыми га-

мильтонианами, которые могут обладать действи-

тельными собственными значениями [7, 10]. При

определенной величине параметра такого гамиль-

тониана пара действительных собственных значе-

ний может слиться и образовать пару комплексно-

сопряженных собственных значений – нарушение

PT -симметрии (PT -НС) [7–9]. Такие точки в про-

странстве параметров называются особыми точка-

ми (ОТ) [11–13]. Собственное состояние гамильтони-

ана в особой точке не вырождено (в отличие от то-

чек кроссинга). Собственные значения гамильтониа-

на с положительной мнимой частью соответствуют

неунитарной эволюции волновой функции, которая

запрещена условием сохранения нормы (в фермион-

ной системе), поэтому не было ясно, возможно ли су-

ществование фермионных систем, имеющих отноше-
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ние к псевдо-эрмитовым PT -симметричным гамиль-

тонианам. К настоящему моменту все реалистичные

применения явления PT -НС с возможностью экс-

периментальной проверки основаны на формальной

эквивалентности уравнения Шредингера и волново-

го уравнения и описывают электромагнитные яв-

ления [14–19]. Величины, нарушающие симметрич-

ность относительно обращения во времени (T ) в вол-

новом уравнении, соответствуют хорошо определен-

ным параметрам, описывающим процессы усиления

и поглощения. В работе [20] была рассмотрена PT -

симметричная модель сверхпроводника, в которой

нарушение T -симметрии происходило из-за процес-

сов рождения и уничтожения бозонных куперовских

пар.

В данной статье рассматривается фермионная

модель с PT -НС, основанная на симметричной

резонансно-туннельной структуре (РТС). РТС

служит типичным примером открытой квантовой

системы. Феномен СНС в открытых квантовых

системах активно исследовался, например, в модели

Калдейры–Леггета [21] СНС происходило за счет

подавления туннелирования диссипацией. Позднее

в работе [22] было показано, что в симметрич-

ных РТС и без диссипации может происходить

СНС в точке слияния резонансов – это явление

называется коллапс резонансов (КР). В настоящей

статье мы строим вспомогательный псевдо-эрмитов

PT -симметричный гамильтониан, чьи собственные

значения в точности соответствуют резонансным

энергиям и его ОТ описывает КР. В физике конден-

сированного состояния описание и классификация
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состояний с нарушенной симметрией основана на

теории групп, позволяющей ограничить возможное

число различных состояний. В случае КР в РТС

зеркальная симметрия – единственная симметрия,

которая нарушается, однако, число взаимодейству-

ющих резонансов может быть различным.

Итак, рассмотрим туннелирование электронов че-

рез произвольную многобарьерную структуру с од-

ним уровнем в каждой квантовой яме, описываемую

гамильтонианом [23]:

Ĥ =
N
∑

i=1

εia
†
iai +

N−1
∑

i=1

(

τia
†
i+1ai + h.c.

)

+ ĤLC + ĤRC ,

(1)

где a†i (ai) – оператор рождения (уничтожения) элек-

трона в i-й яме с энергией εi и τi – туннельный мат-

ричный элемент между i-й и (i+1)-й ямой. Гамильто-

нианы ĤLC/ĤRC описывают левый/правый контак-

ты со спектром εp и взаимодействие со структурой

за счет туннельных матричных элементов tL(R):

ĤLC(RC) =
∑

p

εpa
†

L(R),paL(R),p +

+
∑

p

(

tL(R)a
†

1(N)aL(R),p + h.c.
)

, (2)

где оператор aL(R),p соответствует состоянию с им-

пульсом p в левом (правом) контакте. Используя тех-

нику Келдыша в приближении сильной связи между

ямами [24, 25], запишем выражение для тока через

РТС, состоящую из N связанных ям в известном ви-

де [24, 23]:

I =
e

2π

∫

4ΓL(ω)ΓR(ω)|Gr
1N (ω)|2(fL(ω)− fR(ω))dω.

(3)

Здесь fL,R – функция распределения Ферми–

Дирака, Gr
1N – полная запаздывающая функция

Грина системы и ΓL,R = π|tL,R|2ρL,R – быстрота

ухода электронов из внешних ям (1-ая или N -ая) в

левый или правый контакт с плотностью состояний

ρL,R за счет матричного элемента tL,R. В соот-

ветствии с (3) можно определить коэффициент

прохождения структуры как2):

TNW = 4ΓLΓR|Gr
1N |2. (4)

Полный пропагатор Gr
1N учитывает взаимодействие

с континуумом состояний в контактах при помо-

щи соответствующих собственно-энергетических ча-

стей [24]:

ΣL,R = |tL,R|2grL,R = δL,R − iΓL,R, (5)

2)Индекс NW означает, что рассматривается РТС из N ям.

где grL,R есть запаздывающие функции Грина в

контактах. Следуя, например, работе [23], можно

записать полный пропагатор в виде:

Gr
1N =

G0r
1N

∆
, (6)

где G0r
1N – запаздывающая функция Грина изолиро-

ванной РТС и

∆ = (1− ΣLG
0r
11)(1 − ΣRG

0r
NN )− ΣLΣRG

0r
1NG

0r
N1.

Запаздывающая функция Грина G0r
1N системы из N

связанных ям, не взаимодействующих с континуу-

мом состояний в контактах, может быть получена из

уравнения Дайсона [24]:

G0r
ij = δijg

r
ii + grii

(

τiG
0r
i+1,j + τ∗i−1G

0r
i−1,j

)

, (7)

где grii(ω) = (ω−εi+i0)−1 – функции Грина изолиро-

ванных ям с единственным энергетическим уровнем

εi. Прикладываемое напряжение делает систему про-

странственно неоднородной, что влияет на энергии

квазилокализованных состояний в ямах [24]. Мы счи-

таем вклад от приложенного напряжения уже учтен-

ным в энергиях εi.

Используя свойства определителей трехдиаго-

нальных матриц, можно показать, что коэффициент

прохождения (4) может быть записан в виде дроби с

характеристическим многочленом эффективного га-

мильтониана системы в знаменателе [26]:

TNW =
P 2

∣

∣

∣det
(

ω − Ĥeff

)∣

∣

∣

2 , (8)

где P 2 = 4ΓLΓR|τ1|2 · ... · |τN−1|2. Матрица эффектив-

ного гамильтониана Ĥeff в (8) записывается извест-

ным образом:

Ĥeff = Ĥ0 + ĤL + ĤR. (9)

Здесь Ĥ0 – матрица гамильтониана изолированной

N -ямной РТС:

Ĥ0 =



















ε1 τ1 . . . 0 0

τ∗1 ε2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . εN−1 τN−1

0 0 . . . τ∗N−1 εN



















, (10)

а взаимодействие с контактами учитывается

в (ĤL)ij = ΣLδi1δj1 и (ĤR)ij = ΣRδiNδjN .

Действительная составляющая δL,R собственно-

энергетической части соответствует сдвигу энергии,
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а мнимая составляющая ΓL,R описывает уход в

континуум (5), что, в некотором роде, близко по

смыслу к оптическому потенциалу Фешбаха [27, 28].

Собственные значения Ĥeff совпадают с полюса-

ми матрицы рассеяния [29, 30], однако, как следует

из [22, 29], не совпадают с положением единичных

максимумов прозрачности. После некоторых преоб-

разований в знаменателе выражения (8) можно за-

писать прозрачность произвольной многобарьерной

структуры как:

TNW =
P 2

|Q|2 + P 2
, (11)

где

Q = det
(

ω − Ĥaux

)

(12)

представляет собой характеристический многочлен

неэрмитового вспомогательного гамильтониана, опи-

сывающего поток электронов слева направо3):

Ĥaux = Ĥ0 + Ĥ∗
L + ĤR. (13)

Здесь Ĥ∗
L – комплексно сопряженная матрица к ĤL

из (9). Таким образом, видно, что резонансы про-

зрачности строго определены собственными значени-

ями вспомогательного гамильтониана (13), который,

в отличие от Ĥeff из (9), имеет разные знаки мнимых

слагаемых в первом и последнем элементе на глав-

ной диагонали. Выражения (11)–(12) представляют

компактное обобщение формулы Брейта–Вигнера на

многоуровневый случай.

Далее будем рассматривать только симметрич-

ные N -ямные РТС с одинаковыми ямами (tL = tR,

εi = ε0 и τN−i = τi для всех i). Более того, мы по-

лагаем, что сдвиги энергии уровней крайних ям бу-

дут нулевые: δL = δR = 0 (физически это означает,

что мы рассматриваем структуры с уровнями, рас-

положенными на середине высоты барьеров). Такое

приближение делает вспомогательный гамильтониан

(13) PT -симметричным4):

Ĥsymm
aux = ĤPT = Ĥ0 + ĤΓ, (14)

где (ĤΓ)ij = iΓ(δi1δj1 − δiN δjN ) соответствует слу-

чаю потока электронов слева направо. Таким об-

разом, единичные максимумы прозрачности сим-

метричных РТС, в соответствии с (11), определя-

ются собственными значениями PT -симметричного

3)Изменение направления потока электронов приведет к пе-
реопределению Ĥaux = Ĥ0+ĤL+Ĥ∗

R
. Также нетрудно видеть,

что направление потока электронов, как и следовало того ожи-
дать, не влияет на коэффициент прохождения.

4)Он инвариантен относительно одновременного обраще-
ния времени (комплексного сопряжения) и пространственного
зеркального отражения (j ∈ {1, ...,N} 7→ N + 1− j).

псевдо-эрмитового гамильтониана (14). Например,

в двухбарьерной симметричной РТС вспомогатель-

ный гамильтониан представляет собой действитель-

ный скаляр, описывающий единственный резонанс-

ный пик, поэтому Q1W = ω − ε0. Выражение (11)

для коэффициента прохождения в этом случае пре-

вращается в простую формулу Брейт–Вигнера. Для

структур с N = 2, 3, 4, 5 ямами многочлены Q имеют

вид (полагаем ω − ε0 7→ ω):

Q2W = ω2 − |τ1|2 + Γ2,

Q3W = ω
(

ω2 − 2|τ1|2 + Γ2
)

,

Q4W = ω4 − ω2
(

2|τ1|2 + |τ2|2 − Γ2
)

+

+ |τ1|4 − |τ2|2Γ2,

Q5W = ω(ω4 − ω2
(

2|τ1|2 + 2|τ2|2 − Γ2
)

+

+ |τ1|4 + 2|τ1|2|τ2|2 − 2|τ2|2Γ2).

(15)

Непосредственно в режиме КР в N -ямной симмет-

ричной РТС коэффициент прохождения принимает

существенно не Брейт–Вигнеровский вид:

TNW (ω) =
Γ̃2N

(ω − ε0)2N + Γ̃2N
. (16)

где Γ̃ = CNΓ и CN – некоторая ненулевая констан-

та, зависящая от N . Главная особенность выраже-

ния (16) состоит в том, что первые 2N − 1 произ-

водные принимают нулевые значения в точке ω = ε0
и первая ненулевая будет только производная 2N -го

порядка.

В общем случае многочлен Q имеет N − 2M дей-

ствительных и 2M комплексных корней, но толь-

ко действительные корни соответствуют единичным

максимумам прозрачности. Изменяя параметры си-

стемы {τi} и Γ, можно добиться слияния всех дей-

ствительных корней (и, соответственно, резонансов)

и превращения их в комплексные. В случае четного

числа ям N все корни Q могут быть сделаны ком-

плексными и, соответственно, единственный остав-

шийся пик прозрачности будет меньше 1, а также

иметь асимметричное распределение электронов. В

случае нечетного числа ям N всегда будет иметься

хотя бы один действительный корень, соответству-

ющий энергии ω = ε0. После КР этот пик останет-

ся единичным и сохранит симметрию распределения

электронов. В соответствии с известными свойства-

ми матриц [31] собственные значения трехдиагональ-

ной матрицы Ĥ0 в (14) будут действительны и невы-

рождены. Поэтому в случае слабого взаимодействия

с континуумом (Γ ≪ min (|τi|)) все резонансы будут

иметь единую прозрачность, а также будут разделе-

ны друг от друга. С увеличением Γ действительные
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схематический вид возмож-

ных вариантов достижения КР (ОТ) в РТС с N = 2, 3,

4, 5 ямами. Сплошная линия – единичные максимумы

прозрачности, штрих-пунктирная линия – не единич-

ные максимумы

собстенные значения могут слиться и превратиться в

пару комплексно сопряженных, что приведет к сли-

янию и соответствующих резонансов. Таким обра-

зом, КР достигается при определенном соотношении

между параметрами структуры, когда сливаются все

собственные значения, то есть точка КР есть ОТ по-

рядка N . КР в симметричной структуре с четным

числом ямN при этом соответствуетPT -НС во вспо-

могательном гамильтониане Ĥaux.

Из (15) следует, что в двухъямной структуре сли-

яние резонансов происходит при Γ = |τ1|, в трехъям-

ной КР происходит при критическом соотношении:

Γ =
√
2|τ1|, в случае 4-х ям критические соотноше-

ния следующие: |τ2| = |τ1|
√√

2− 1, Γ = |τ2|(
√
2 −

1)−1 и для 5-ямной РТС: |τ1| = |τ2|
√

1 +
√
5, Γ =

|τ2|
√

4 + 2
√
5. Для четного N многочлен QNW есть

многочлен степени N/2 от переменной (ω − ε0)
2. В

случае же нечетного N многочлен QNW представля-

ет собой многочлен степени (N − 1)/2 от (ω − ε0)
2,

умноженный на (ω − ε0). Это означает, что количе-

ство независимых параметров структуры ({τi} и Γ)

достаточно для полного контроля положения корней

многочлена Q. Значит, все возможные положения ре-

зонансов могут быть достигнуты при помощи изме-

нения параметров структуры. Переход из состояния

до коллапса резонансов (все пики прозрачности раз-

делены) в состояние после КР (единственный пик

прозрачности) может быть осуществлен через точ-

ку КР, где все единичные резонансы сливаются вме-

сте. Для реализации этого перехода достаточно из-

менить параметры структуры в некотором направ-

лении в пространстве параметров. В случае трех- и

четырехбарьерных РТС такой переход осуществля-

ется увеличением параметра γ2,3W = Γ/τ1 (рис. 1a

и b). В случае более сложных структур необходимое

направление представляет собой некоторый Жорда-

нов путь в пространстве параметров, чей естествен-

ный параметр γNW определяет, каким образом нуж-

но изменить структуру, чтобы добиться КР. Выбор

пути определяет взаимодействие резонансов (корней

Q) друг с другом, поэтому можно реализовать все

возможные варианты слияния резонансов за счет вы-

бора различных путей. Таким образом, существует

много путей достижения режима КР, например, для

структур с N = 2, 3, 4, 5 схемы возможного поведе-

ния положений резонансов приведены на рис. 1.

Полученные выше результаты основаны на при-

ближении сильной связи, однако все качественные

выводы являются общими. Чтобы продемонстриро-

вать ключевое отличие КР в РТС с четным и нечет-

ным числом ям N , рассмотрим численное решение

уравнения Шредингера с эффективной массой:
(

−(2m∗)−1
~
2∇2 + U(x)

)

ψ(x) = Eψ(x), (17)

где потенциал U(x) описывает многобарьерную РТС.

Рис. 2 показывает коэффициент прохождения и рас-

пределение электронной волновой функции в режи-

ме после КР для структур с кусочно-постоянным по-

тенциалом U(x), с высотой барьеров V = 0.3 эВ и

N = 2, 3, 4, 5 ямами, шириной внешних барьеров 2 нм

и эффективной массой m∗ = 0.067m0. Как было по-

казано выше в приближении сильной связи, переход

в состояние после КР происходит при определенном

соотношении между параметрами струкутры. На-

пример, для двухъямной структуры переход проис-

ходит при γ2W = Γ/|τ1| > γcrit
2W = 1, что в формализ-

ме уравнения Шредингера (17) можно расписать как

γ2W = Γ/|τ1| ∝ |tL,R|2/|τ1| ∝ e−2κw/e−κl > 1, где мы

считаем барьеры слабо прозрачными, w обозначает

ширину крайних барьеров, l – ширину центрального

и κ = ~
−1

√

2m(V − E). Таким образом, следуя ана-

логичным рассуждениям, можно получить, что пере-

ход в состояние после КР в трехъямной РТС проис-

ходит при γ3W = Γ/|τ1| ∝ |tL,R|2/|τ1| ∝ e−2κw/e−κl >

γcrit
3W =

√
2, следовательно, в трехъямной РТС пере-

ход происходит при l & 2w + log 2/(2κ). Точно та-

кой же подход применим и к более сложным струк-
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Рис. 2. (Цветной онлайн)Численно рассчитанные рас-

пределения электронной волновой функции и коэффи-

циент прохождения для симметричных РТС с N = 2,

3, 4, 5 ямами в состоянии после КР (γ > γcrit)

турам (с большим N). Записать непосредственные

условия перехода при этом становится сложнее, но

они по-прежнему определяются, например, соотно-

шением между толщинами барьеров, которые явным

образом входят в потенциал U(x) и, соответственно,

уравнение (17).

В случае четного N прозрачность в состоянии по-

сле КР имеет величину, меньшую единицы, а также

нарушенную симметрию распределения электронов,

в то время как при нечетном N прозрачность един-

ственного пика после КР единичная и распределение

электронов в нем симметрично. Механизм наруше-

ния симметрии в точке КР довольно простой: элек-

тронные волновые функции, соответствующие смеж-

ным уровням вблизи точки КР, отличаются по сим-

метрии, поэтому, сливаясь в точке КР, они образу-

ют комбинацию симметричного и антисимметрично-

го состояний, которое является несимметричным.

В заключение отметим, что в данной работе было

показано существование нарушения PT -симметрии

в симметричных квантовых резонансно-туннельных

гетероструктурах с четным числом ям. Это нару-

шение проявляется как слияние резонансов. Был

введен вспомогательный псевдо-эрмитовый PT -

симметричный гамильтониан HPT , чьи собственные

значения точно определяют положения максимумов

прозрачности. HPT может быть непосредственно

получен из эффективного гамильтониана открытой

квантовой системы, описывающего уход в конти-

нуум. Нарушение PT -симметрии соответствует

особым точкам вспомогательного гамильтониана

HPT . Таким образом, было описано нарушение PT -

симметрии в фермионной системе. Особые точки

в структурах с нечетным числом ям не сопровож-

даются нарушением PT -симметрии. Оптическая

аналогия описанного в данной работе нарушения

PT -симметрии может наблюдаться в системах

связанных волноводов.
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