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В рамках приближения хаотических фаз найдено дисперсионное соотношение для магнитоплазмонов

в планарной сверхрешетке с периодическим чередованием областей бесщелевого графена и его щелевой

модификации. Помимо вклада внутриминизонных виртуальных переходов в поляризационный оператор

учтен вклад виртуальных переходов между нижней электронной и верхней дырочной минизонами.
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1. Введение. Коллективные возбуждения в бес-

щелевом графене в магнитном поле теоретически ис-

следовались в ряде работ [1, 2]. Однако, меньшее вни-

мание уделялось коллективным возбуждениям в ще-

левых модификациях графена в магнитном поле.

В настоящей статье рассматриваются магнито-

плазмоны в планарной сверхрешетке (СР) на осно-

ве бесщелевого графена и его щелевой модификации

(рис. 1). Мы используем модель, позволяющую ана-

Рис. 1. Пример рассматриваемой системы: графен-

графановая СР на подложке SiO2 в магнитном поле B

(положение атомов водорода условно обозначено неза-

крашенными кружками)

литически найти дисперсионное соотношение для но-

сителей заряда в такой СР [3]. Закон дисперсии плаз-

монов в ней был найден в работе [4].

Экстремумы зон щелевой модификации графена,

как и в бесщелевом графене, лежат в k-пространстве

в точках K и K ′ зоны Бриллюэна. В зонной струк-

туре щелевых модификаций графена также имеются

две долины. Основное отличие от бесщелевого графе-
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на – наличие энергетической щели между экстрему-

мами зоны проводимости и валентной зоны. В общем

случае середина щели смещена по энергии от поло-

жения точек K и K ′ бесщелевого графена (уровня

E = 0) на величину работы выхода.

Чередование полосок бесщелевого графена и его

щелевой модификации обеспечивает модуляцию в

пространстве энергетической щели. Это эквивалент-

но приложению одномерного периодического потен-

циала. Энергетический спектр системы “разбивает-

ся” на более мелкие зоны – минизоны, разделенные

минищелями.

В данной работе предлагается модель для описа-

ния рассматриваемой СР, в рамках которой носители

заряда в разных долинах одинаково взаимодейству-

ют с магнитным полем. Вообще же говоря, долинное

вырождение можно снять, например, за счет одноос-

ной деформации в плоскости графена [5].

2. Волновые функции и одночастичный

энергетический спектр носителей заряда.

В предыдущей работе [4] был введен эффектив-

ный гамильтониан для носителей заряда в долине

K-точки в планарной СР на основе графена в

отсутствии магнитного поля. Рассматривались два

случая: 1) квазиодномерный (уровень Ферми по-

падает в минищель); 2) квазидвумерный (уровень

Ферми находится в минизоне).

В этой работе будем считать, что в отсутствии

магнитного поля реализуется более общий квази-

двумерный случай. В присутствии магнитного по-

ля в эффективный гамильтониан для носителей за-

ряда в графеновой СР вместо оператора импульса

p̂ = −i∇ (в системе единиц с ~ = 1) введем оператор

π̂ = p̂ − e
cA, где e – заряд частиц, c – скорость све-

та в вакууме, A = (0, Bx, 0) – векторный потенци-
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ал магнитного поля B = (0, 0, B). Плоскость (x, y)

совпадает с плоскостью СР (см. рис. 1). Тогда эффек-

тивный гамильтониан для носителей заряда в долине

K-точки имеет вид:

ĤK
eff = v⊥σxπ̂x + v‖σyπ̂y − σz∆eff + Veff, (1)

где v⊥ и v‖ – эффективные скорости Ферми поперек

и вдоль полосок бесщелевого графена и его щелевой

модификации, причем v‖ ≃ vF (vF – скорость Ферми

в бесщелевом графене), а v⊥ ≪ v‖ вследствие ма-

лой вероятности туннелирования носителей заряда

через области щелевой модификации графена. Зна-

чения скоростей v⊥ и v‖ подбираются так, чтобы за-

кон дисперсии носителей заряда в отсутствии маг-

нитного поля согласовался с дисперсионным соотно-

шением для СР [4].

Матрицы Паули σx, σy и σz действуют в про-

странстве двух подрешеток гексагональной решетки

графена или его щелевой модификации.

Для простоты здесь рассматривается нижняя

электронная или верхняя дырочная минизоны. Они

разделены минищелью 2∆eff. Если работа выхода в

щелевых модификациях ненулевая, то середина этой

минищели смещена по энергии по отношению к точ-

кам K и K ′ бесщелевого графена на величину эф-

фективной работы выхода Veff.

В предположении |Veff| < ∆eff ≪ ∆0 (∆0 и V0 –

полуширина энергетической щели и работа выхода

щелевой модификации графена, соответственно) по-

лучаем

∆eff =
πvF
2dI

[
1− vF

dI∆0

]
,

Veff =
vF
dI∆0

V0,

(2)

где dI – ширина полосок бесщелевого графена, при-

чем vF/dI ≪ ∆0. Также условием применимости

формул (2) является неравенство ∆0 & 2vF/dII , где

dII – ширина полосок щелевой модификации графе-

на [4].

Эффективный гамильтониан для носителей заря-

да в долине K ′-точки есть

ĤK′

eff = v⊥σxπ̂x − v‖σyπ̂y + σz∆eff + Veff. (3)

Массовый член (третье слагаемое) записан с про-

тивоположным знаком, чем в гамильтониане (1).

Это обеспечивает унитарную эквивалентность ĤK
eff и

ĤK′

eff . Они преобразуются друг в друга унитарным

преобразованием:

ĤK′

eff = UĤK
effU

†, U = σx. (4)

Прямым следствием этого является эквивалентность

их энергетических спектров.

Введем безразмерную переменную

ξ =

√
v‖

v⊥

(
x

lB
+ lBky

)
, (5)

где ky – y-компонента квазиимпульса, а lB – магнит-

ная длина

lB =

√
c

|e|B . (6)

Собственные волновые функции гамильтониана (1)

для уровней Ландау n = 1, 2, . . . для электронов и

дырок есть

Ψ
Ke(±)
nky

(x, y) = C(±)
n

(
A

(±)
n φn−1(ξ)

φn(ξ)

)
eikyy

√
Ly

,

Ψ
Kh(±)
nky

(x, y) = C(±)
n

(
φn(ξ)

−A(±)
n φn−1(ξ)

)
e−ikyy

√
Ly

,

(7)

где Ly – размер системы вдоль оси y; знак “(+)”

соответствует положительно-частотным решениям,

а знак “(−)” – отрицательно-частотным реше-

ниям. Здесь для определенности положительно-

частотными решениями считаются решения, от-

вечающие принятым здесь знакам энергии час-

тиц: для электронов E > 0, для дырок E < 0;

отрицательно-частотные решения получаются из

положительно-частотных решений сменой знака

энергии Ẽ = E − Veff. В выражении (7) введены

коэффициенты

A(±)
n = ∓i

√
2v⊥v‖n

lB(εn ±∆eff)
, C(±)

n =
(
1 + |A(±)

n |2
)−1/2

,

где εn =
√
∆2

eff + 2v⊥v‖
|e|
c Bn, и функции

φn(ξ) =
Hn(ξ)e

−ξ2/2

(
2nn!π1/2l∗B

)1/2 ,

где l∗B =
√

v⊥
v‖
lB, Hn(ξ) – полиномы Эрмита.

Положительно-частотные решения для уровня

Ландау n = 0

Ψ
Ke(+)
0ky

(x, y) =

(
0

φ0(ξ)

)
eikyy

√
Ly

,

Ψ
Kh(+)
0ky

(x, y) =

(
φ0(ξ)

0

)
e−ikyy

√
Ly

(8)

совпадают с решением (7) для n = 0, если принять

во внимание, что A
(+)
0 = 0 и C

(+)
0 = 1. Однако ситу-
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ация иная в случае с отрицательно-частотными ре-

шениями для n = 0: в коэффициенте A
(−)
0 возникает

неопределенность вида 0/0. Эти решения равны

Ψ
Ke(−)
0ky

(x, y) = C
(−)
0

(
φ̃0(ξ)

φ0(ξ)

)
eikyy

√
Ly

,

Ψ
Kh(−)
0ky

(x, y) = C
(−)
0

(
φ0(ξ)

−φ̃0(ξ)

)
e−ikyy

√
Ly

,

(9)

где введена функция

φ̃0(ξ) =
iπ1/4l

∗1/2
B ∆eff

v⊥
[1− Φ(ξ)] eξ

2/2,

Φ(ξ) =
1√
π

ξ2∫

0

e−t

√
t
dt.

Нормировочный множитель C
(−)
0 равен

C
(−)
0 = (1 + I)−1/2, I =

∞∫

−∞

|φ̃0|2dx =

√
πl∗2B ∆2

eff

v2⊥
Ĩ ,

Ĩ =

∞∫

−∞

eξ
2

[Φ(ξ)− 1]
2
dξ ≈ 0.78.

Волновые функции гамильтониана (3) получают-

ся из волновых функций гамильтониана (1) согласно

преобразованию (5)

Ψ
K′e,h(±)
nky

(x, y) = σxΨ
Ke,h(±)
nky

(x, y). (10)

Заметим, что для обеих долин волновые функции

электронов и дырок связаны преобразованием заря-

дового сопряжения2)

Ψ
K,K′h(±)
nky

(x, y) = ĈΨK,K′e(±)
nky

(x, y), (11)

где Ĉ = σxĈ – оператор зарядового сопряжения, Ĉ –

оператор комплексного сопряжения.

Энергетический спектр (1) и (3) равен

Ee,h
n = Veff ± εn, (12)

где плюс для электронов, минус для дырок.

2)В релятивистской квантовой теории оператор зарядового
сопряжения определяется как

Ĉ = iγ2Ĉ,

где γ2 = γ0α2 – γ-матрица, выражаемая через α-матрицу, сто-
ящую в гамильтониане Дирака в члене с оператором p̂y; в
стандартном представлении γ0 = β – матрица, стоящая в мас-
совом члене [6]. Здесь α2 = σy и β = σz , тогда γ2 = −iσx.

Подчеркнем, описание рассматриваемой системы

посредством введения эффективных гамильтониа-

нов (1) и (3) применимо, когда потенциал СР являет-

ся определяющим в сравнении с квантованием Лан-

дау: v⊥v‖/l
2
B ≪ ∆2

eff. Это условие всегда выполняется

при lB ≫ d (d = dI + dII – период СР).

В случае ∆eff = 0 найденные волновые функ-

ции (положительно-частотные решения) согласуют-

ся с волновыми функциями носителей заряда в бес-

щелевом графене в магнитном поле (см. работу [1] и

цитированные в ней работы). В случае ∆eff 6= 0 нуле-

вой уровень Ландау в каждой долине невырожден, а

все остальные – двукратно вырождены.

3. Функция Грина. Для нахождения функ-

ции Грина нам потребуется гамильтониан системы

невзаимодействующих одночастичных возбуждений,

записанный через операторы вторичного квантова-

ния:

Ĥ0 =
∑

n, ky

Ẽe
nâ

†
nky

ânky
+
∑

n, ky

Ẽh
n b̂nky

b̂†nky
, (13)

где Ẽe
n = Ee

n − Veff = εn и Ẽh
n = Eh

n − Veff = −εn
(здесь и далее будем отсчитывать энергию от уров-

ня E = Veff), ânky
и b̂nky

– операторы уничтожения

соответственно электрона и дырки на уровне Ландау

n с y-компонентой квазиимпульса ky, а â†nky
и b̂†nky

–

операторы их рождения.

Операторы электронного и дырочного полей для

долины K-точки записываются в виде разложений

по операторам вторичного квантования:

Ψ̂Ke
ky

=
∑

n

Ψ
Ke(+)
nky

ânky
+
∑

n

Ψ
Ke(−)
nky

b̂†nky
, (14)

Ψ̂Kh
ky

=
∑

n

Ψ
Kh(+)
nky

b̂nky
+
∑

n

Ψ
Kh(−)
nky

â†nky
. (15)

Здесь для краткости опущены аргументы x и y. Для

долины K ′-точки запись Ψ-операторов аналогичная:

в них входят волновые функции Ψ
K′e(±)
nky

(x, y) и

Ψ
K′h(±)
nky

(x, y).

Определим оператор разности числа электронов

и дырок

N̂0 =
∑

n, ky

â†nky
ânky

−
∑

n, ky

b̂†nky
b̂nky

. (16)

Учитывая коммутационные соотношения для опе-

раторов вторичного квантования и опуская несуще-

ственную константу, запишем оператор

Ĥ ′
0 = Ĥ0 − µ̃N̂0 =

=
∑

n, ky

(εn − µ̃) â†nky
ânky

+
∑

n, ky

(εn + µ̃) b̂†nky
b̂nky

,
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где µ̃ = µ− Veff, µ – химический потенциал.

Запишем Ψ-операторы (14) и (15) в представле-

нии взаимодействия [7]

Ψ̂Ke
ky

(x, y, t) = eiĤ
′
0
tΨ̂Ke

ky
(x, y)e−iĤ′

0
t =

=
∑

n

Ψ
Ke(+)
nky

(x, y)ânky
(t) +

∑

n

Ψ
Ke(−)
nky

(x, y)̂b†nky
(t),

Ψ̂Kh
ky

(x, y, t) = eiĤ
′
0
tΨ̂Kh

ky
(x, y)e−iĤ′

0
t =

=
∑

n

Ψ
Kh(+)
nky

(x, y)̂bnky
(t) +

∑

n

Ψ
Kh(−)
nky

(x, y)â†nky
(t),

где введены операторы:

ânky
(t) = ânky

e−i(εn−µ̃)t,

b̂nky
(t) = b̂nky

e−i(εn+µ̃)t,
(17)

а â†nky
(t), b̂†nky

(t) – эрмитово-сопряженные к ним.

Функция Грина невзаимодействующих частиц

определяется стандартно [8]

GKe,h
0αβ (x, x′, y − y′, t− t′) =

= −i〈TΨ̂Ke,h
kyα

(x, y, t)Ψ̂
Ke,h

kyβ (x′, y′, t′)〉, (18)

где угловые скобки означают статистическое усред-

нение, T – оператор упорядочивания по времени,

α и β – псевдоспиновые индексы, α, β = 1, 2;

Ψ̂
Ke,h

kyβ (x′, y′, t′) = Ψ̂Ke,h†
kyβ

(x′, y′, t′)γ0 – дираковски-

сопряженный спинор.

Вычисляя средние от пар операторов (17) и пе-

рейдя от времени t− t′ к частоте ω и от координаты

y−y′ к квазиимпульсу ky, получаем функцию Грина

в смешанном x− ky-представлении:

GKe
0αβ(x, x

′; ky, ω) =

=
∑

n

Ψ
Ke(+)
nkyα

(x)Ψ
Ke(+)

nkyβ (x′)

ω − εn + µ̃− iδsign(µ̃− εn)
+

+
∑

n

Ψ
Ke(−)
nkyα

(x)Ψ
Ke(−)

nkyβ (x′)

ω + εn + µ̃− iδsign(µ̃+ εn)
. (19)

Здесь и ниже для краткости записи взяты волновые

функции без множителей e±ikyy/
√
Ly ; δ → +0.

Отметим, что функция Грина (19) формально

совпадает с функцией Грина релятивистского элек-

трона, полученной с использованием Ψ-операторов в

представлении Фарри, если положить µ̃ = 0 [9].

Выражение функции Грина дырки аналогично

выражению (19) – в числителе дробей стоят соответ-

ствующие произведения волновых функций дырки, а

в знаменателе µ̃ входит с противоположным знаком.

Учитывая связь решений из разных долин (10),

получаем для функций Грина электрона и дырки в

долине K ′-точки

GK′e,h
0 (x, x′; ky, ω) = −σxGKe,h

0 (x, x′; ky, ω)σx.

(20)

4. Поляризационный оператор. Эта величина

дается петлевой диаграммой (рис. 2). В случае элек-

Рис. 2. Петлевая диаграмма. В вершинах стоят матри-

цы γ0

тронов она равна [4]

Πe(x, x′; ky , ω) = −igd
∫
dpy
2π

∫
dε

2π
× (21)

× Tr{γ0GKe
0 (x, x′; py, ε)γ0G

Ke
0 (x, x′; py + ky , ε+ ω)},

где g = gsgv – кратность вырождения (gs = 2 – крат-

ность вырождения по спину, gv = 2 – кратность вы-

рождения по долинам).

Здесь для определенности записаны функции

Грина электрона в долине K-точки. Восполь-

зовавшись соотношением (20), легко убедиться,

что выражение (21) совпадает с выражением для

Πe(x, x′; ky, ω), записанным через функции Грина

электрона в долине K ′-точки.

Поляризационный оператор для дырок

Πh(x, x′; ky, ω) записывается через функции Гри-

на дырки аналогично выражению (21). Нетрудно

убедиться, исходя из вида функции Грина дырки и

связи дырочных решений с электронными (11), что

Πh(x, x′; ky, ω) отличается от Πe(x, x′; ky, ω) только

тем, что µ̃ входит с противоположным знаком.

Поляризационный оператор дырок также одинаков

для обеих долин.

Как и в случае без магнитного поля [4], поляри-

зационный оператор (21) следует перенормировать,

поскольку он не стремится к нулю в отсутствие носи-

телей заряда, когда |µ̃| < ∆eff. Наложим следующее

условие перенормировки:

Πe
Ren(x, x

′; ky, ω) =

= Πe(x, x′; ky, ω)− Πe(x, x′; ky, ω)||µ̃|<∆eff
. (22)

Поляризационный оператор имеет вид:

Πe
Ren(x, x

′; ky , ω) = gd

∫
dpy
2π

F (ξ, ξ′; η, η′), (23)
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где введены переменные

ξ =

√
v‖
v⊥

(
x

lB
+ lBpy

)
,

ξ′ =

√
v‖

v⊥

(
x′

lB
+ lBpy

)
,

а переменные η и η′ отличаются соответственно от ξ

и ξ′ заменой py → py + ky.

Функция F (ξ, ξ′; η, η′) выражается наиболее про-

сто в случае, когда заполнен только нулевой уровень

Ландау:

F (ξ, ξ′; η, η′) =

=
∑

s=±

∞∑

n=1

2(εn − sε0)

ω2 − (εn − sε0)2 + siδsignω
×

× |C(s)
n |2φn(ξ)φn(ξ′)φ0(η)φ0(η′). (24)

Здесь сумма при s = + представляет собой вклад

положительно-частотных решений (внутриминизон-

ных виртуальных переходов), а сумма при s = −
является вкладом отрицательно-частотных решений

(межминизонных виртуальных переходов).

Есть еще одно существенное упрощение: интегра-

лы по py от φn(ξ)φn(ξ
′)φ0(η)φ0(η

′) зависят лишь от

x − x′ также, как и для носителей заряда с квадра-

тичным законом дисперсии [10]. Вычисляя эти инте-

гралы и проводя Фурье преобразование от x − x′ к

kx, находим поляризационный оператор в импульс-

ном представлении

Πe
Ren(k, ω) =

=
gd

2πl2B

∑

s=±

∞∑

n=1

2(εn − sε0)

ω2 − (εn − sε0)2 + siδsignω
×

× |C(s)
n |2
n!

(
χ2

2

)n

e−χ2/2, (25)

где введена переменная

χ2 =
v2⊥k

2
x + v2‖k

2
y

v⊥v‖
l2B.

5. Закон дисперсии магнитоплазмонов. Для

простоты ограничимся случаем заселения только ну-

левого уровня Ландау (электронов или дырок). За-

кон дисперсии коллективных возбуждений в плазме

в приближении хаотических фаз определяется урав-

нением

1− V (k)Πe
Ren(k, ω) = 0, (26)

где V (k) – кулоновское взаимодействие между носи-

телями заряда в СР.

В нашем случае оно такое же, как у периодически

расположенных параллельных друг другу в одной

плоскости полупроводниковых нитей. В такой систе-

ме кулоновское взаимодействие зарядов из двух ни-

тей, разделенных расстоянием νd, есть [11]

V (ν, ky) = 2ẽ2K0 (d|νky|) , (27)

где d – расстояние между полосками бесщелевого

графена (совпадает с периодом СР); ν – номер полос-

ки (сверхъячейки СР); ẽ2 = e2/κeff и κeff = (κ1+κ2)/2

– эффективная статическая диэлектрическая про-

ницаемость, определяемая статическими диэлектри-

ческими проницаемостями κ1 и κ2 сред, окружаю-

щих графен, например, вакуум и материал подлож-

ки; K0(x) – функция Макдональда.

Перейдем от дискретной переменной номера по-

лоски ν к поперечному импульсу kx (−π/d ≤ kx ≤
≤ π/d) аналогично работе [11]

V (k) =

∞∑

ν=−∞

V (ν, ky)e
iνkxd =

= 2ẽ2K0

(
dI
2
|ky |
)
+ 4ẽ2

∞∑

ν=1

cos(νkxd)K0 (νd|ky|) , (28)

где dI – ширина полосок бесщелевого графена.

Выражение (28) упрощается в интересующем нас

случае малой ширины полосок щелевой модифика-

ции графена dII ≪ dI [11]

V (k) = 2ẽ2 ln
d

πdI
+

+

[
−2C − 2ψ

(
kxd

2π
+

1

2

)
+ π tg

kxd

2

]
ẽ2 + o(kyd), (29)

где C = 0.577 . . . – постоянная Эйлера, ψ(x) –

ψ-функция Эйлера. На границах минизоны (kx =

= ±π/d) из выражения (28) получаем аналогично

работе [11]

V (k) = 2ẽ2 ln
d

πdI
+

2πẽ2

|ky|d
+ o(kyd). (30)

6. Численные расчеты частот магнитоплаз-

монов. Для численных расчетов в качестве при-

мера СР возьмем графен-графановую СР, образо-

ванную чередованием полосок бесщелевого графена

шириной dI = 8.52 нм и полосок графана шириной

dII = 0.852 нм. Период СР d = dI + dII = 9.372 нм.

Для графана ∆ = 2.7 эВ [12]. Для простоты

положим Veff = 0. Тогда из расчетов дисперсион-

ной зависимости носителей заряда находим ∆eff =

= 98.56мэВ, причем на границе нижней электрон-

ной минизоны E = 102.76мэВ. Пусть химический
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потенциал µ̃ = 100мэВ, тогда в окрестности E = µ̃

находим v⊥ ≈ 0.19 · 108 см/с, в то время как v‖ ≈
vF = 0.85 · 108 см/с [13]. Напряженность магнитно-

го поля B = 5Тл. Магнитная длина lB = 11.47 нм.

Заселен только нулевой уровень Ландау: ε0 = ∆eff,

ε1 = 103.79мэВ и ε0 < µ̃ < ε1. Эффективная стати-

ческая диэлектрическая проницаемость κeff = 5.

Рассчитаем зависимость частот магнитоплазмо-

нов на границе минизоны kx = ±π/d от компонен-

ты квазиимпульса ky. Результаты для пяти ниж-

них ветвей спектра магнитоплазмонов представле-

ны на рис. 3. Горизонтальными пунктирными пря-

Рис. 3. Дисперсия магнитоплазмонов в графен-

графановой СР на границе минизоны

мыми очерчены резонансные частоты, отвечающие

ненулевой мнимой части поляризационного операто-

ра: ωn = εn − ε0 для n = 1, 2, . . . , 6. Причем диспер-

сионные кривые магнитоплазмонов не пересекаются

с этими горизонтальными прямыми, лишь асимпто-

тически стремясь к ним при kylB ≫ 1.

7. Выводы. В этой работе аналитически в рам-

ках приближения хаотических фаз исследован во-

прос о дисперсии магнитоплазмонов в планарных СР

на основе графена. Ввиду того, что нижняя элек-

тронная и верхняя дырочная минизоны достаточ-

но близко расположены по энергии друг к другу,

СР ведет себя, как анизотропный узкощелевой по-

лупроводник. Стандартным способом была получе-

на функция Грина носителей заряда. По найденной

функции Грина был вычислен в нулевом приближе-

нии по взаимодействию поляризационный оператор.

Помимо вклада внутриминизонных виртуальных пе-

реходов поляризационный оператор содержит также

вклад межминизонных виртуальных переходов, что

позволяет явно учесть его в дисперсионной зависимо-

сти магнитоплазмонов в рассматриваемой системе.
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