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Исследованы высокочастотные свойства плоских массивов малых ферромагнитных частиц с точеч-

ными или протяженными дефектами. Рассмотрены предельные случаи дефектов с локализованным на-

рушением идеальности решетки или с дальнодействием, обусловленным магнитным дипольным взаимо-

действием. Найдены общие условия появления магнонных мод, локализованных на дефектах различной

природы. Для притягивающего дефекта эти условия существенно отличаются от тех, что известны в

квантовой механике для частицы, локализованной в потенциальной яме.
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Развитие современных нанотехнологий дало воз-

можность создавать магнитные материалы, облада-

ющие уникальными свойствами (см. [1]). К таким ма-

териалам относятся, в частности, двумерные решет-

ки магнитных частиц (их часто называют магнитны-

ми точками – “magnetic dots”) на немагнитной под-

ложке, с характерными размерами порядка десятков

или сотен нанометров. Применяя частицы в форме

удлиненного цилиндра, в них можно создать пер-

пендикулярную анизотропию, что важно для высо-

коплотной магнитной записи информации [2, 3]. Эти

системы представляют собой чистую реализацию ди-

польных магнетиков, которые изучаются уже более

70 лет [4]. Для них характерна неоднозначность ос-

новного состояния [4–8] и существование фазовых пе-

реходов при изменении внешнего магнитного поля

[9–15].

В массивах магнитных частиц существуют мо-

ды коллективных колебаний с зонным спектром [16–

20] и неаналитической зависимостью частоты от вол-

нового вектора, что обусловлено медленной сходи-

мостью дипольных сумм вида (8). Частоты этих

мод лежат в области нескольких ГГц, а характер-

ные значения квазиимпульса (размеры зоны Брил-

люэна) лежат в диапазоне 105–106 см−1, что удобно

для измерений и полезно для приложений. Данные

системы рассматриваются как перспективные маг-

нитные среды в рамках так называемой магноники

(“magnonics”), новой области прикладного магнетиз-

ма (см. [21–23]). Для приложений в рамках магно-
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ники важны резонаторные или волноводные струк-

туры различного типа, которые можно создать на

основе магнонных мод, локализованных на дефек-

тах различной природы, точечных или протяжен-

ных. Неоднозначность основного состояния откры-

вает путь для реализации сред с системой пере-

страиваемых дефектов [24–27]. Кроме того, изучение

динамики массивов магнитных частиц с дефектами

может дать полезную информацию о параметрах и

качестве приготовления массива [10, 28]. Высокоча-

стотные свойства массивов частиц с дефектами прак-

тически не исследованы, отметим только анализ од-

номерных систем [29]; мод, локализованных на гра-

нице массива [30, 31], и численный расчет моды, ло-

кализованной на точечном дефекте [28].

В настоящей работе проведено общее рассмотре-

ние условий появления локальных мод для решеток

магнитных частиц с дефектами различной природы,

точечных и линейных (одномерных), с локализован-

ным нарушением идеальности решетки или с даль-

нодействием, обусловленным магнитным дипольным

взаимодействием.

Состояние квадратной решетки частиц с однород-

ной намагниченностью внутри каждой частицы опи-

сывается магнитными моментами частиц, ml, рас-

положенных в узлах решетки l = a(exl + eyn), где

l, n – целые числа. Колебания моментов ml мож-

но рассматривать чисто классически, но в линейном

приближении удобно ввести операторы рождения и

уничтожения c†l и cl. Для идеальной решетки соб-

ственные моды колебаний моментов (будем называть

их магнонами) выражаются через состояния c†k и ck,

26 Письма в ЖЭТФ том 104 вып. 1 – 2 2016



Магнонные моды, локализованные на дефектах в двумерном массиве. . . 27

ck = N−1/2
∑

k exp (ikl)cl, N – число частиц в решет-

ке. Проводя диагонализацию, гамильтониан идеаль-

ной системы можно записать в виде [17, 19, 30]

H0 =
∑

k

εka
†
kak, (1)

где εk – энергия магнона, квазиимпульс k принимает

значения в первой зоне Бриллюэна.

В силу дальнодействия явная зависимость εk мо-

жет быть найдена только численно, но для анализа

вопроса о локализации магнонных мод достаточно

знать общие свойства спектра вблизи верхнего или

нижнего краев разрешенной полосы. Для интересу-

ющего нас случая (массив с перпендикулярной ани-

зотропией и параллельной ориентацией всех магнит-

ных моментов частиц) минимум ωk всегда располо-

жен в центре зоны Бриллюэна (в точке Γ) при k = 0,

а максимум – на краях зоны Бриллюэна в точках M,

akM = ±π(ex±ey). При k → 0 спектр характеризует-

ся неаналитическим поведением, ε(k) − εmin ∝ |k| >
> 0, а вблизи максимума имеет место стандартная

параболическая зависимость, εmax−εk ∝ (k−kM)2 >

0 (см. детали в [19]).

Пусть “дефектная” частица, физические парамет-

ры которой иные, чем для остальных частиц, распо-

ложена в начале координат l = 0. Решетку с дефек-

том можно описать, добавив к идеальному гамиль-

тониану H0 слагаемое Hint,

Hint =
∑

n

U(n)a†nan +
[

a†0
∑

n 6=0

V (n)an + h.c.
]

, (2)

где величина U(n = 0) = U0 описывает изменение

свойств самой частицы, образующей дефект, U(n)

при n 6= 0 и V (n) определяют изменение взаимодей-

ствия частиц массива, расположенных в точках n, с

“дефектной” частицей. В импульсном представлении,

Hint =
1

N

∑

k,k′

[

U(k′ − k) + V (k)
]

a†k′ak, (3)

где

U(q) =
∑

n

U(n)e−inq, V (k) =
∑

n 6=0

V (n)e−ink, (4)

отметим различную зависимость вкладов взаимодей-

ствий типа U и V от импульсов квазичастиц.

Амплитуду локальной моды ищем в виде

линейной комбинации магнонных операторов,

aloc =
∑

k

ψkak. Используя уравнение движения

i~daloc/dt = εlocaloc = [aloc, H ], где εloc – энергия

локальной моды, получаем бесконечную систему

уравнений для ψk. Анализ ее разрешимости позво-

ляет найти частоту локальной моды, но замкнутое

уравнение для εloc для общего вида U(n) и V (n)

выписать не удается. Поэтому рассмотрим частные

случаи.

Для важного случая, когда изменены только соб-

ственные резонансные свойства “дефектной” части-

цы массива (например, когда она имеет иное, чем

все остальные частицы, значение константы одноос-

ной анизотропии, см. [28]) амплитуда U(k) = U0 и не

зависит от k, а V (k) = 0. Такой дефект уместно на-

звать точечным дефектом, он соответствует дельта-

функционному потенциалу. Для него уравнения для

ψk можно записать в виде ψk(εk−εloc)+U0Ψ/N = 0,

Ψ ≡ ∑

k

ψk. Разрешая это уравнение относительно ψk,

исключая Ψ и переходя от суммирования по k к инте-

грированию (по зоне Бриллюэна), получаем для час-

тоты εloc уравнение Лифшица (см. [32])

1 +
a2

(2π)2

∫

U0dk

εk − εloc

= 0. (5)

Если потенциал является притягивающим, т.е. U0 <

< 0, то можно ожидать существования локального

состояния ниже континуума, т.е. εloc < εmin. В про-

тивном случае, при U0 > 0, состояние может возник-

нуть при εloc > εmax (см. рис. 1). Учитывая, что вид

Рис. 1. Положение энергий магнонных мод, локализо-

ванных на точечном дефекте, при различных значе-

ниях U = U0 (схематически). Заштрихована область

существования “объемных” магнонов. Различие пове-

дения εloc для разных знаков U при уменьшении |U |

объясняется в тексте

спектра εk достаточно сложный, энергию локальной

моды можно найти только численно. Однако важ-

ные качественные результаты, прежде всего ответ на

вопрос, при каких значениях параметров возникают
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локальные моды, может быть исследован точно. Да-

лее будем считать, что дефект достаточно слабый,

т.е. U0 ≪ ∆ε ≡ εmax − εmin.

Известно, что для стандартного параболического

закона дисперсии в одномерном случае локализован-

ные состояния с энергией εloc ∼ U2
0/∆ε ≪ |U0| возни-

кают при сколь угодно слабом притяжении к дефек-

ту, в то время как в трехмерном пространстве вели-

чина взаимодействия должна превышать определен-

ное пороговое значение |U0| > Uc ∼ ∆ε. Это условие

может быть сделано менее жестким для “мягкого” за-

кона дисперсии типа ε(k)−εmin ∝ |k|n с n > 2 [33, 34].

Вопрос о наличии или отсутствии порога определя-

ется фактически поведением интеграла в (5): локаль-

ное состояние существует при сколь угодно малых U0

если он расходится при εloc = εmin. В этом случае ос-

новной вклад в интеграл вносят области около нуля

или kM, соответственно, причем актуальная область

в k-пространстве мала в меру малости U0/∆ε.

В стандартной квантовой механике в двумерном

случае интеграл расходится логарифмически; гово-

рят, что этот случай отвечает критической размер-

ности задачи. Локальное состояние возникает при

сколь угодно слабом взаимодействии с дефектом,

но его энергия связи экспоненциально мала по па-

раметру |U0|/∆ε. Для нашего случая такое поведе-

ние должно реализоваться для отталкивающего де-

фекта U0 > 0, когда локализованные состояния от-

щепляются от верхнего края зоны k = kM, вбли-

зи которого закон дисперсии параболический, εk =

= εmax − D(k − kM)2, D > 0 (см. [19]). Основной

вклад в интеграл возникает за счет малых |k−kM| ≤
≤ [(εloc − εmax)/D]1/2 ≪ 1/a, и в главном логариф-

мическом приближении легко получить

εloc − εmax = ε̄ exp(− 4πD

a2U0
), (6)

здесь и далее ε̄ – параметр обрезания порядка ∆ε,

для определения которого нужно вычислять инте-

грал по k с учетом точного вида спектра εk.

В случае притягивающего дефекта с U0 < 0

ситуация принципиально иная: невозмущенный за-

кон дисперсии квазичастиц линейный, εk = εmin +

+C|k|, C > 0, т.е. (в отличие от [33, 34]) спектр более

“жесткий”, чем параболический. Интеграл в (5) при

εloc → εmin сходится и для существования локально-

го уровня потенциал должен быть не мал, |U0| ≥ Uc,

где Uc = (2π/a)2[
∫

dk/(εk − εmin)]
−1 ∼ C/a. При ма-

лых значениях |U0| − Uc > 0 энергия связи мала,

εmin − εloc → 0 при |U0| → Uc, зависимость εloc от

U0 имеет логарифмическую особенность,

|U0| − Uc ∝ (εmin − εloc) ln
ε̄

εmin − εloc

. (7)

Найденные выше зависимости представлены на

рис. 1, они качественно согласуются с данными чис-

ленного анализа проблемы [28].

Рассмотрим теперь эффекты, связанные с даль-

нодействием. Физически интересен случай, когда

магнитное поле, создаваемое на других частицах

массива “дефектной” частицей, отличается от регу-

лярного. Это возникает, когда магнитный момент

частицы на узле l = 0, mdef, другой, чем для осталь-

ных частиц, m0 (случай, когда дефект создан за

счет переворота магнитного момента частицы в точ-

ке l = 0, был рассмотрен в работе [28]). В такой си-

туации уместно говорить о дипольном дефекте. Ин-

тересующему нас случаю слабого дефекта отвечает

неравенство ∆m = mdef−m0 ≪ m0. Потенциал U(n)

определяется z-проекцией магнитного поля “дефект-

ной” частицы, а V (n) порождается взаимодействием

x и y компонент ml=0 и ml=n. Оба потенциала про-

порциональны m0∆m/|n|3, т.е. {U, V }(k) ∝ σ(k), где

дипольная сумма

σ(k) =
∑

n 6=0

(a/|n|)3 exp(ikn). (8)

Эти взаимодействия по-разному зависят от им-

пульсов элементарных возбуждений, что приводит к

различию их эффектов. Потенциал U(q) зависит от

изменения импульса, которое мало для слабого де-

фекта. Поэтому все результаты получаются из по-

лученных выше заменой U(q) → U(0). Для потен-

циала V (k) ситуация иная: уравнение Лифшица мо-

жет быть выписано точно, оно получается из (5) за-

меной U0dk на V (k)dk. В этом случае для уровня

вблизи притягивающего дефекта в уравнение вхо-

дит V (k = 0), а для отталкивающего – V (k = kM).

Это может приводить к интересному явлению: ес-

ли величины V (k = 0) и V (k = kM) имеют разные

знаки, то один и тот же дефект создает два лока-

лизованных состояния, выше и ниже непрерывного

спектра. Именно этот случай имеет место для ди-

польного дефекта: для дипольной суммы σ(k) в (8)

σ(0) = 9.032 и σ(kM) = −2.645. Наличие двух состо-

яний с ε > εmax и ε < εmin, локализованных на узле,

в котором магнитный момент частицы перевернут,

согласуется с численным расчетом [28].

Перейдем теперь к анализу протяженных дефек-

тов в массиве, которые образованы системой оди-

наковых “дефектных” частиц, расположенных вдоль
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некоторой линии (для определенности – оси y). Нач-

нем со случая протяженного дефекта, образованно-

го цепочкой точечных дефектов. Задача описывается

одномерным уравнением Лифшица, которое получа-

ется из (5) заменой (a/2π)2dk → (a/2π)dk.

Образование локальной моды ниже полосы объ-

емных мод отвечает критическому поведению: ло-

кальное состояние существует при сколь угодно сла-

бом притягивающем взаимодействии U0, но энергия

связи экспоненциально мала,

εmin − εloc = ε̄ exp

(

− 2πC

a|U0|

)

. (9)

Таким образом, для квазичастиц с неаналитическим

законом дисперсии вида εk = εmin+C|k|, C > 0, кри-

тической размерности отвечает одномерный случай

(протяженный дефект в двумерной решетке).

Наличие отталкивающего дефекта приводит к по-

явлению локального уровня при εloc > εmax, где

невозмущенный закон дисперсии квазичастиц пара-

болический и справедлив стандартной результат для

одномерного случая: для слабого дефекта отщеп-

ление энергии от края зоны квадратично по U0,

εloc − εmax = (aU0/2)
2/D ∼ U2

0 /∆ε.

Рассмотрим теперь локализованные моды для

протяженного дефекта с учетом дальнодействия.

Для дефекта в виде цепочки частиц с ∆m = mdef −
−m0 6= 0 наиболее важную роль играет неоднород-

ность z-проекции магнитного поля. Ее вклад можно

описать гамильтонианом

Hint =
∑

n 6=0

U(nx)a
†
nan, U(nx) = −

∑

ny

m0∆m

(n2
x + n2

y)
3/2

,

(10)

функция U(nx) хорошо интерполируется простым

выражением, U(nx) = −α(m0∆m/a)(n
2
x + β2a2)−1,

где коэффициенты α = 0.865 и β = 0.838 близки к

единице. Получается, что убывание потенциала на

больших расстояниях x ≡ nx достаточно медлен-

ное, U(x) ∝ 1/x2. В этом случае, как и для куло-

новского потенциала, может возникать бесконечное

число локальных мод (см. [35]). Состояния с боль-

шими квантовыми числами n ≫ 1 являются ква-

зиклассическими. Их исследование для произволь-

ного закона дисперсии можно провести (как и для

зонных электронов проводимости), выбрав функцию

Гамильтона в виде H(p, x) = ε(p) + U(x), где зави-

симость от импульса p = ~k, k = kx определяется

ε(k), а потенциал U(x) получается из U(nx) заме-

ной nx на непрерывную координату x. Классическим

аналогом состояния, локализованного около дефек-

та, является финитное движение, анализ которого

удобно провести на фазовой плоскости (ФП) кано-

нических переменных p, x (см. рис. 2). Фазовые тра-

ектории для состояния с энергией ε определяются

уравнением H(p, x) = ε

Рис. 2. Динамика изображающей точки ФП для опи-

сания протяженного дипольного дефекта с отталкива-

нием. Использованы безразмерные переменные p/p0 и

x/a, где p0 = ~
√

m0∆m/Da3. Затенена область ФП для

финитного движения вблизи сепаратрисы (жирная ли-

ния) при ε = ε(kM)+0.01 ·U(0), штриховыми линиями

показаны траектории инфинитного движения и финит-

ного движения с n ∼ 1

Особенностью задачи с ограниченной сверху “ки-

нетической энергией” ε(p) является наличие финит-

ного движения не только около минимума притя-

гивающего потенциала, но и около максимума от-

талкивающего потенциала. Оно описывается двумя

типами особых точек типа центр на ФП, которые

расположены в минимуме или максимуме функции

Гамильтона H(p, x) по отношению к x и p, со зна-

чениями Hmin и Hmax, которые различаются на-

правлением движения изображающей точки ФП. Се-

паратриса разделяет локализованные состояния и

инфинитное движение, отвечающее непрерывному

спектру.

Условие квазиклассического квантования состо-

ит в том, что площадь области ФП, ограниченной

траекторией для энергии εloc,n ≡ εn с n ≫ 1, рав-

на ~n. Наличие состояний с n → ∞ означает, что

интеграл
∮

p(x)dx, определяющий эту площадь, рас-

ходится при приближении к сепаратрисной траекто-

рии, т.е. при ε→ εmin или ε→ εmax.

Случаи U(x) < 0 и U(x) > 0 отличаются прин-

ципиально. Для притягивающего дефекта асимпто-

тическая форма сепаратрисы определяется соотно-

шением ε(p) − εmin = Cp/~ = αm0∆m/ax
2, инте-
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грал
∫

pdx сходится и возможно только конечное чис-

ло локальных состояний. При малых ∆m → 0 та-

кое состояние только одно, его энергия связи ма-

ла и определяется формулой (9). Если же ∆m < 0

и дипольный дефект отталкивающий, то на сепара-

трисе εmax − ε(p) = D(p/~)2 = αm0|∆m|/ax2 и ин-

теграл
∫

pdx логарифмически расходится при x →
→ ∞. Следовательно, около такого дефекта суще-

ствует бесконечное число локализованных состоя-

ний, энергии которых εn с ростом n сгущаются к

верхнему краю непрерывного спектра. Максималь-

ное отщепление уровня ε1 − εmax при малом |∆m|
квадратично по |∆m|, ε1 − εmax ∝ (m0∆m)2/Da4.

При больших n анализ можно провести без исполь-

зования неравенства ∆m ≪ m0, отщепление уровня

εn экспоненциально мало,

εn−εmax =
(m0∆m)β2

αa3
exp(− n

n0
), n0 = 8

√

αm0|∆m|√
aD

.

(11)

Интересно отметить, что граница массива каче-

ственно может быть рассмотрена как дефект с ∆m <

< 0. Существование нескольких мод, локализован-

ных около границы массива, частоты которых εn с

ростом n быстро приближались к εmax, было найде-

но при численном анализе конечных массивов частиц

[30, 31]. Полученный выше результат подтверждает

гипотезу [30, 31], что на самом деле число таких мод

бесконечно.

Таким образом, для решеток магнитных частиц с

дефектами различной природы, точечных и линей-

ных (одномерных), локализованных или с диполь-

ным взаимодействием, существует широкий спектр

локальных мод. Условия появления локальных мод

около притягивающего дефекта более жесткие, чем

в стандартных задачах квантовой механики: для то-

чечного дефекта взаимодействие должно быть доста-

точно сильным, а случай протяженного дефекта (од-

номерный случай) отвечает критической размерно-

сти. Для отталкивающего протяженного дипольно-

го дефекта существует бесконечное число локальных

мод, энергии которых сгущаются к верхней границе

континуума магнонных мод.
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