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Управляемые сингулярности Ван Хова и намагниченность в
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в параллельном магнитном поле
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Решена задача о нахождении одночастичной плотности состояний двумерного электронного газа

со спин-орбитальным взаимодействием в параллельном магнитном поле. Показано, что корневая син-

гулярность плотности состояний (N(E) ∼ 1/
√
E + 1), существующая в минимуме энергии при нулевом

магнитном поле, с увеличением поля становится логарифмической (сингулярность Ван Хова) и смещает-

ся вглубь спектра, а минимальная энергия спектра уменьшается. Наличие двух типов спин-орбитального

взаимодействия (Рашбы и Дрессельхауза) приводит при определенных направлениях магнитного поля

к двум пикам плотности состояний и дополнительной ступеньке в плотности состояний. Энергетическое

положение этих особенностей можно определить по намагниченности электронного газа. Это позволяет

находить постоянные Рашбы и Дрессельхауза.
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Исследования двумерного электронного газа

(2DEG) со спин-орбитальным взаимодействием в

магнитном поле имеет как минимум 30-летнюю

историю со времени публикации пионерской работы

Бычкова и Рашбы [1]. В этой работе впервые было

обращено внимание на корневую сингулярность

плотности состояний в минимуме спектра 2DEG со

спин-орбитальным взаимодействием (SOI) и его про-

явления в осцилляциях намагниченности системы. В

настоящее время низкоразмерные структуры с SOI

имеют большое практическое значение и активно

исследуются разными методами [2–4]. Современное

состояние исследований намагниченности в низ-

коразмерных системах можно понять из недавних

обзоров [5, 6]. Кроме того упомянем обзор [7], по-

священный исследованию одновременного действия

SOI Рашбы и Дрессельхауза на 2DEG методами

фотогальванической спектроскопии.

В настоящей работе мы обращаем внимание на то,

что при приложении магнитного поля, параллельно-

го плоскости 2DEG, вышеупомянутая сингулярность

плотности состояний не исчезает, а становится лога-

рифмической сингулярностью Ван Хова [8] и сдви-

гается вглубь спектра. Отметим также уменьшение

“мощности” сингулярности, т.е. уменьшение интегра-

ла плотности состояний в пике, и исчезновение при

дальнейшем увеличении магнитного поля. При на-
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личии одновременного действия SOI Рашбы и Дрес-

сельхауза мы получаем два пика и дополнительную

ступеньку в плотности состояний. Их расположение

и начало спектра (минимальная энергия) зависят от

напряженности магнитного поля и соответствующих

постоянных Рашбы и Дрессельхауза. Это дает прин-

ципиальную возможность экспериментально опреде-

лить константы этих спин-орбитальных взаимодей-

ствий.

Максимумы плотности состояний и их энергети-

ческое положение можно определить по спектру оп-

тического поглощения, емкостным измерениям, ани-

зотропии проводимости и ее зависимости от концен-

трации, а также зависимости намагниченности от

энергии Ферми. В качестве примера измеряемой ве-

личины, отражающей особенности плотности состо-

яний, мы вычислили намагниченность системы при

нулевой температуре и ее производную в зависимо-

сти от энергии Ферми. Подчеркнем, что все особенно-

сти как в плотности состояний так и намагниченно-

сти разыгрываются в области малых концентраций,

когда заполнена лишь нижняя спиновая подзона. Ра-

нее именно в области малых концентраций для 2DEG

со спин-орбитальным взаимодействием предсказыва-

лось ряд интерсных особенностей в туннельном токе

[9], спин-холловской проводимости [10] и проводимо-

сти на постоянном токе [11].

Мы ограничились магнитным полем параллель-

ным 2DEG, т.к. такая задача для спектра и волновых
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функций решается точно, в отличие от наклонного

поля [12, 13], хотя из-за сложности поверхности Фер-

ми вычислить зависимость плотности состояний от

энергий в случае одновременного действия SOI Раш-

бы и Дрессельхауза удается только численно. Заме-

тим, что в случае одного вида SOI и отсутствия маг-

нитного поля плотность состояний хорошо известна

и приведена, например, в книге Винклера [14] и сов-

падает с формулой (10) при стремлении магнитного

поля к нулю.

Гамильтониан 2DEG со спин-орбитальным взаи-

модействием Рашбы и Дрессельхауза в параллель-

ном магнитном поле B = B(cos θ, sin θ) имеет вид:

H =
p2

2m
+
α

~
(pxσy − pyσx) +

ν

~
(pxσx − pyσy) +

+ βxσx + βyσy, (1)

где m – эффективная масса электрона, p = (px, py) –

двумерный импульс электрона, α и ν – постоянные

спин-орбитального взаимодействия Рашбы и Дрес-

сельхауза соответственно, σx и σy – матрицы Па-

ули, β = (g∗/2)µβB, g∗ – эффективный g-фактор,

который предполагается изотропным и не зависи-

мым от величины магнитного поля, µβ- магнетон

Бора. Векторный потенциал выбран в калибровке

A = (0, 0, yB cos θ − xB sin θ).

Диагонализация гамильтониана дает закон дис-

персии и собственные волновые функции:

Eλ(k) = k2+2λ
√

(γkx + ky + βx)2 + (kx + γky − βy)2,

(2)

ψkλ =
1√
2S

(

1

−iλeiϕ
)

ei(kxx+kyy), (3)

где λ = ±1 – индекс спиновых подзон, k = (kx, ky),

tgϕ = (γkx + ky + βx)/(kx + γky − βy) , S – площадь

образца. Здесь k нормировано на k0 = αm
~2 , энергия

Eλ(k) на Eso =
~
2k2

0

2m и β = (g∗/2)µβB/αk0, γ = ν/α.

Для построения качественной картины и полу-

чения аналитических результатов рассмотрим слу-

чай спин-орбитального взаимодействия только Раш-

бы (аналогичные результаты получаются и в слу-

чае взаимодействия Дрессельхауза, т.к. эти взамо-

действия связаны простым унитарным преобразова-

нием [9]). В этом случае без магнитного поля система

аксиально-симметрична. Для определенности будем

считать, что магнитное поле направлено по оси x и

мало (β ≪ 1). При этом условии уравнение (2) для

Eλ(k) можно упростить:

Eλ(k) = k2 + 2λk(1 +
sinφ

k
β), (4)

где φ – угол между k и осью x. Заметим, что без маг-

нитного поля Eλ(k) достигает минимума при k = 1.

Плотность состояний определяется соотношени-

ем:

N(E) =
1

(2π)2

∑

λ

∫

kδ(E − Eλ(k, φ))dkdφ (5)

или, переходя к переменным E, φ, находим:

N(E) =
1

(2π)2

∑

λ

∫

[ k+, λ

k+, λ + λ
+

k−, λ

|k−, λ + λ|
]

dφ. (6)

Здесь k±, λ получено из решения уравнения (4) от-

носительно k:

k±, λ = −λ±
√

Eλ + 1− 2λβ sinφ. (7)

Подставляя выражение (7) в (6) и ограничива-

ясь концентрациями, при которых заполнена только

нижняя спиновая подзона (ниже численно мы убе-

димся, что только в этой области концентраций и

существуют пики в плотности состояний), получаем

следующее выражение для плотности:

N(E) =
1

π2

∫ π/2

φ1

dφ√
E + 1+ 2β sinφ

, (8)

где

φ1 =

{

− arcsin
(

E+1
2β

)

при
∣

∣

∣

E+1
2β

∣

∣

∣
< 1

−π
2 при E + 1 > 2β.

(9)

Рис. 1. (Цветной онлайн) Изменение контура поверхно-

сти Ферми (EF = −0.9) в k-пространстве с увеличени-

ем магнитного поля в случае спин-орбитального взаи-

модействия Рашбы: (a) – β = 0; (b) – β = 0.45; (c) –

β = 0.5 (именно этот контур отвечает пику плотности

состояний)

Интегрирование в уравнение (8) сводится к

полным эллиптическим интегралам первого рода

K(x) [15]. В результате имеем:

N(E)=







1
π2

√
β
K

(√

E+1+2β
4β

)

при
∣

∣

∣

E+1
2β

∣

∣

∣
< 1

2
π2

√
E+1+2β

K
(√

4β
E+1+2β

)

при E + 1 > 2β.

(10)
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Плотность состояний как функция энергии при постоянном магнитном поле для разных

отношений постоянных Дрессельхауза и Рашбы и ориентаций магнитного поля: (а) отвечает β = 0.5, γ = 0; (b)

β = 0.25, γ = 0.1; (c) β = 0.25, γ = 0.5; (d) β = 0.25, γ = 0.1. (a)–(c) – Поле направлено по оси x. (d) – Соответствует

β ‖ (1, 1). На всех рисунках нижние кривые описывают вклад второй спиновой подзоны

Из этого выражения видно, что минимальная

энергия определяется соотношением:

Eb = −1− 2β, (11)

а пик плотности отвечает энергии

Em = −1 + 2β. (12)

Кроме этого заметим, что максимум N(E), согласно

выражению (7) для k+,− и k−,−, отвечает совпаде-

нию этих величин при φ = π/2. Это условие соответ-

ствует переходу от двухсвязной поверхности Ферми

к односвязной (см. рис. 1).

В случае одновременного действия спин-

орбитального взаимодействия Рашбы и Дрес-

сельхауза N(E) определялась численно следующим

соотношением:

N(E) =
1

(2π)2
lim

∆E→0

∑

λ

S(E +∆E)− S(E)

∆E
. (13)

Здесь S(E) – площадь области в k-пространстве, где

выполняется неравенство E ≥ Eλ(k). Энергия Eλ(k)

определяется соотношением (2).

Характерные зависимости плотности состояний

от энергии для фиксированной напряженности

магнитного поля для разных параметров спин-

орбитального взаимодействия приведены на рис. 2.

В случае, когда одновременно присутствуют вза-

имодействия Рашбы и Дрессельхауза, появляются

две сингулярности в плотности состояний и в начале

спектра может возникнуть дополнительная ступень-

ка, отвечающая появлению второй поверхности Фер-

ми в k-пространстве (рис. 2c). Отметим также появ-

ление зависимости плотности состояний от направ-

ления магнитного поля (рис. 2b, d). Дальнейшее уве-

личение магнитного поля приводит к исчезновению

сингулярностей в плотности, а появление второй спи-

новой подзоны делает плотность состояний постоян-

ной и равной N0 = m/π~2.

Для выявления полученных особенностей спек-

тра была рассчитана намагниченность системы.

Подчеркнем, что намагниченность является тер-

модинамически равновесной функции, поэтому не

возникает проблем, связанных с расчетом нерав-

новесного распределения электронов. Магнитный

момент M единицы площади 2DEG при постоянном

химическом потенциале (µ) будем вычислять по

стандартной формуле:

M = −
(

∂Ω

∂B

)

µ,T

, (14)

где Ω – термодинамический потенциал
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Плотность состояний и намагниченность как функция энергии Ферми для γ = 0, 1 и

β = (0.1, 0). (a) – Отвечает плотности состояний; кривая 1 – полной плотности; кривая 2 – вклад второй спиновой

подзоны. (b) и (d) – Намагниченности в y- и x-направлениях. (c) и (e) – Производные ∂My,x/∂EF, соответственно

Ω = −TΣk,λ ln[1 + exp(
µ− Ek,λ

T
)]. (15)

В результате из (3)–(5)находим:

Mx,y = −
∑

k,λ

[

1

1 + exp
Ek,λ−µ

T

]

∂Ek,λ

∂βx,y
. (16)

Взаимосвязь плотности состояний и намагничен-

ности иллюстрирует рис. 3, из которого видно, что

намагниченность хорошо отражает особенности, воз-

никающие в плотности состояний.

Таким образом, в нашей работе найдено, что

сингулярность, существующая в начале спектра 2D

электронного газа со спин-орбитальным взаимодей-

ствием, при наложении магнитного поля перемеща-

ется вглубь спектра. В случае, когда имеем два типа

спин-орбитального взаимодействия (Рашбы и Дрес-

сельхауза) магнитное поле приводит к появлению

двух пиков плотности состояний. Положение пиков

при сканировании по положению уровня Ферми лег-

ко увязывается с постоянными Рашбы и Дрессель-

хауза. Показано, что положение максимумов пиков

плотности можно фиксировать, измеряя намагни-

ченность или ее производные от положения уровня

Ферми.

Хотя рассмотрение проведено для одночастич-

ной плотности, мы считаем, что такой режим мож-

но реализовать. С одной стороны можно подбирать

структуры с большой энергией спин-орбитального

взаимодействия, в качестве примера можно приве-

сти поверхность BiTeI с Eso ≈ 0.1 эВ и поверхност-

ной концентрацией только в нижней спиновой под-

зоне вплоть до 1.9 ·1013 см−2 при m = 0.2m0 [16, 17]).

Вторая возможность: расположить вблизи 2D слоя

затвор, экранирующий кулоновское взаимодействие.
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Более того, если допустить, что постоянные Рашбы

и Дрессельхауза известны и иметь возможность ме-

нять расстояние между 2DEG и затвором, то такие

измерения могли бы являться исследованием много-

частичных эффектов взаимодействия электронов.

Я благодарен В.А. Сабликову за неоднократные

обсуждения работы и критические замечания. Рабо-

та была частично поддержана РФФИ (проект # 14-

02-00237).
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