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Мы предлагаем новый подход к задаче вычисления производящего функционала для канонического

ансамбля в решеточной КХД при ненулевом барионном химическом потенциале. Процедура состоит из

нескольких шагов. Сначала вычисляется барионная плотность для мнимых значений химического по-

тенциала. Затем вычисляется производящий функционал для большого канонического ансамбля также

для мнимых значений химического потенциала. В данной работе мы используем процедуру подгонки

барионной плотности для упрощения процедуры численного интегрирования. Наконец, мы вычисляем

производящий функционал для канонического ансамбля, используя численное преобразование Фурье с

высокой точностью вычислений. Дополнительно мы вычислили производящий функционал для канони-

ческого ансамбля, используя известный метод разложения по параметру хоппинга, и сравнили резуль-

таты, вычисленные двумя методами в фазе деконфайнмента для решеточной КХД с числом ароматов,

равным двум.
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1. Введение. Одна из наиболее важных проблем

физики высоких энергий и ядерной физики – изуче-

ние фазовой структуры адронной материи при ко-

нечной температуре и барионной плотности. Прово-

дятся как экспериментальные (RHIC – Relativistic

Heavy Ion Collider (релятивистский коллайдер тя-

жёлых ионов), LHC – Large Hadron Collider (Боль-

шой адронный коллайдер, БАК)), так и теорети-

ческие исследования по данному направлению. В

ОИЯИ (Объединенный институт ядерных исследо-

ваний, Дубна) строится еще одна установка, на ко-

торой будет изучаться эта проблема.

Компьютерные расчеты в решеточной квантовой

хромодинамике (КХД) позволяют получить резуль-

таты для свойств адронной материи, исходя из пер-

вых принципов квантовой теории поля. При конеч-

ной температуре и нулевом химическом потенциале

фазовая структура КХД исследована с помощью ме-

тодов решеточной КХД достаточно хорошо. Одна-

ко исследования области с конечным барионным хи-
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мическим потенциалом осложнены “проблемой зна-

ка”: фермионный детерминант при ненулевом бари-

онном химическом потенциале µB, det∆(µB), в об-

щем случае не является действительным, что дела-

ет невозможным применение стандартных методов

Монте-Карло для расчетов с производящим функци-

оналом, соответствующим большому каноническому

ансамблю:

ZGC(µq, T, V ) =

∫

DU(det∆(µq))
Nf e−SG , (1)

где SG – действие калибровочных полей, T =

= 1/(aNt) – температура, V = (aNs)
3 – объем,

µq = µB/3 – кварковый химический потенциал,

a – шаг решетки, Nt, Ns – число узлов решетки во

временном и пространственном направлениях. Бы-

ли опробованы различные подходы [1, 2], однако

до сих пор очень сложно получить достоверные ре-

зультаты при µB/T > 1 (см. [3]). В этой рабо-

те мы обсуждаем новый метод, основанный на ис-

пользовании канонического ансамбля, который мо-

жет позволить продвинуться дальше других мето-

дов. Мы предлагаем новую эффективную процедуру
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вычисления производящего функционала для кано-

нического ансамбля ZC(n, T, V ), позволяющую вы-

числять ZC(n, T, V ) для больших значений n. На

примере фазы деконфайнмента мы показываем, что

результаты численных расчетов, полученные с помо-

щью нового метода вычислений ZC(n, T, V ), совпада-

ют с результатами, полученными другим методом –

методом разложения по “хоппинг” параметру κ, при-

менимому для большой массы кварка. Мы обсуж-

даем преимущества и недостатки нашего метода и

возможные будущие применения.

2. Новый подход к вычислению канони-

ческой статистической суммы. Канонический

подход базируется на следующих соотношениях.

Используется соотношение между ZGC(µq, T, V ) и

ZC(n, T, V )

ZGC(µq, T, V ) =
∞
∑

n=−∞

ZC(n, T, V )ξn, (2)

где n – разность числа кварков и антикварков, ξ =

= eµq/T . Обратное соотношение может быть записа-

но в следующей форме [4]

ZC (n, T, V ) =

∫ 2π

0

dθ

2π
e−inθZGC(θ, T, V ). (3)

В правой части соотношения (3) кварковой химиче-

ский потенциал чисто мнимый: µq = iµqI ≡ iT θ . Из-

вестно, что стандартные методы Монте-Карло при-

менимы для вычисления правой части, т.к. фермион-

ный детерминант действительный для мнимого µq. В

работе [5] с помощью канонического подхода удалось

найти фазовый переход 1-го рода в плоскости (T, µq)

для решеточной КХД с Nf = 4.

Кварковая плотность nq определяется выражени-

ем

nq

T 3
=

1

V T 2

∂

∂µq
lnZGC = (4)

=
NfN

3
t

N3
s

∫

DUe−SG(det∆(µq))
Nf tr

[

∆−1 ∂∆

∂µq/T

]

, (5)

и может быть численно вычислена в случае мнимого

химического потенциала. В этом случае кварковая

плотность тоже мнимая: nq = inqI .

nqI/T
3 связана с ZC(n, T, V ) (в дальнейшем мы

будем использовать краткое обозначение Zn для от-

ношения ZC(n, T, V )/ZC(0, T, V )) формулой

nqI/T
3 = C

2
∑

n>0 nZn sin(nθ)

1 + 2
∑

n>0 Zn cos(nθ)
, (6)

где C – нормировка, C =
N3

t

N3
s
. Предлагаемый в данной

статье метод заключается в вычислении Zn, исполь-

зуя это выражение.

Один из возможных подходов заключается в фи-

тировании численных данных для nqI/T
3, получен-

ных для нескольких значений θ, выражением (6) с

конечным числом членов в числителе и знаменате-

ле. В этом случае Zn рассматриваются в качестве

подгоночных параметров. Применяя этот подход, мы

обнаружили, что он не позволяет вычислить Zn.

Более перспективным является следующий под-

ход. Используя численные результаты для nqI/T
3,

можно вычислить ZGC(e
iθ, T, V ) с помощью числен-

ного интегрирования по мнимому химическому по-

тенциалу:

LZ(θ) ≡ log
ZGC(θ)

ZGC(0)
= −V

∫ θ

0

dθ̃ nqI(θ̃). (7)

Тогда Zn можно вычислить, используя выраже-

ние (3)

Zn =

∫ 2π

0
dθ
2π e

−inθeLZ(θ)

∫ 2π

0
dθ
2π e

LZ(θ)
. (8)

Мы получили хорошие результаты для плотности nq

и для Zn, используя описанный метод (см. раздел 4).

В данной работе мы использовали модифици-

рованный вариант описанного выше подхода. Мы

используем вариант, основанный на фитировании

численных значений плотности nqI/T
3. Известно,

что в приближении невзаимодействующего кварк-

глюонного газа кварковая плотность описывается по-

линомом по µq/T

nq/T
3 = Nf

(

2
µq

T
+

2

π2

(µq

T

)3)

. (9)

Это позволяет предположить, что в фазе деконфай-

нмента при достаточно высокой температуре квар-

ковая плотность также описывается полиномом по

µq/T , соответственно, nqI описывается полиномом по

θ. Действительно, в работе [6] было показано, что в

фазе деконфайнмента при T > TRW плотность чис-

ла частиц nqI хорошо фитируется полиномом по θ в

интервале, равном периоду, т.е. [−π/3, π/3]. В фазе

деконфайнмента, которая рассматривается в данной

работе, мы также фитируем nqI/T
3 полиномом по θ

nqI/T
3(θ) =

nmax
∑

n=1

a2n−1θ
2n−1 . (10)

3. Детали вычислений. Для проверки описан-

ного выше метода вычисления Zn мы выполнили мо-

делирование решеточной КХД с Nf = 2, используя

улучшенное Вильсоновское действие для кварков и

улучшенное калибровочное действие Ивасаки. Мы

использовали решетку размером 163 × 4 при темпе-

ратуре T/Tc = 1.35(7) (Tc – температура перехода
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в кварк-глюонную плазму при нулевом химическом

потенциале) для массы кварков, определяемой соот-

ношением mπ/mρ = 0.8. Все параметры решеточно-

го действия, включая значение csw, были взяты из

работы [7] коллаборации WHOT-QCD. Для расчета

плотности частиц мы использовали Nconf конфигу-

раций (Nconf = 1000 или 2000), при этом используя

только каждую 10 траекторию, сгенерированную в

процессе выполнения гибридного алгоритма Монте-

Карло с длиной траектории, равной 1.

Оператор Дирака в (1) в случае Вильсоновских

фермионов может быть представлен в виде

∆ = I − κQ, (11)

причем данное представление справедливо как для

обычного, так и для улучшенного фермионного дей-

ствия [8]. Соответственно, фермионный детерминант

может быть записан как

det∆ = exp
[

tr ln (I − κQ)
]

= exp
[

−

∞
∑

n=1

κn

n
trQn

]

,

(12)

что называется разложением по параметру хоппин-

га. Химический потенциал в решеточной формули-

ровке вводится в оператор Дирака в виде множи-

телей e±aµq в членах, соответствующих временному

направлению, и разложение (12) принимает вид:

det∆ = exp
[

∞
∑

n=−∞

Wnξ
n
]

, (13)

где Wn представляют собой зависящие от калиб-

ровочных полей комплексные числа, W−n = W ∗
n .

В случае мнимого химического потенциала разложе-

ние (13) примет вид

det∆ = eW0 exp
[

∞
∑

n=1

Re[Wn] cos(nθ)− Im[Wn] sin(nθ)
]

.

(14)

Важно отметить, что разложение фермионного

детерминанта сходится только при достаточно боль-

ших массах кварков. В данной работе вычисления

выполнены для массы кварка, попадающей в этот

диапазон. В случае масс кварков, близких к физиче-

ским, необходимо использовать другой метод вычис-

ления фермионного детерминанта.

4. Фитирование кварковой плотности чис-

ла частиц. Как сказано выше, мы используем фит

(10) в нашей работе. Наш анализ превосходит анализ,

выполненный в [6] в нескольких направлениях. На-

ша статистика намного выше, что позволило значи-

тельно уменьшить статистическую погрешность вы-

числений nqI . Мы выполнили вычисления для значи-

тельно большего числа значений θ. Эти два фактора

позволили выполнить фитирование с намного более

высокой точностью, чем в [6]. Кроме того, решетка,

используемая в наших расчетах – 163×4 значительно

превосходит по размеру решетку 82×16×4, использо-

ванную в [6], что, без сомнения, уменьшает эффекты

конечного размера. Но самым главным отличием на-

шей работы от [6] является то, что мы предлагаем

новый метод вычисления Zn, основанный на инте-

грировании плотности числа частиц, выражение (7).

На рис. 1 показаны результаты вычисления

nqI/T
3 для различных значений θ при T/Tc = 1.35

Рис. 1. (Цветной онлайн) Мнимая плотность nqI/T
3

как функция θ, T/Tc = 1.35. Сплошная линия пока-

зывает результат фита функцией (10) с nmax = 2

в интервале [0, π/3]. Известно, что nqI является

непрерывной функцией θ в этом интервале. Также

показаны результаты фитирования значений nqI/T
3

функцией (10) с nmax = 2. Мы получили очень

хороший фит с a1 = 4.671(2), a3 = −0.9907(41)

при χ/Ndof = 0.67, где Ndof = 24. В работе [6]

было получено a1 = 4.675(3), a3 = −0.9973(49) при

χ/Ndof = 6.0, Ndof = 9. Таким образом, хотя резуль-

таты совпадают в пределах погрешностей, выводы

следуют разные. В [6] фит с двумя параметрами

дал плохие результаты, а у нас – отличные. Попытка

вычислить a5, используя фит с nmax = 3 дала

a5 = 0.008(20), при этом значения параметров a1 и

a3 практически не изменились. В работе [6] фит с

ненулевым a5 дал a5 = −0.06736(1956) и заметное

изменение значений коэффициентов a1 и a3. По-

скольку наши результаты для nqI/T
3 имеют более

высокую точность и вычислены для 26 значений

мнимого химпотенциала (в работе [6] – для 11),

наши результаты фитирования более точные.
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Затем мы вычислили Zn, используя процедуру,

описанную в предыдущем разделе. Соотношение (8)

теперь выглядит так:

Zn =

∫ 2π

0

dθ

2π
cos(nθ)e−N3

s (a1θ
2/2+a3θ

4/4)

∫ 2π

0

dθ

2π
e−N3

s (a1θ
2/2+a3θ

4/4)

. (15)

Интегрирование было выполнено чис-

ленно с использованием библиотеки

FMlib [http://myweb.lmu.edu/dmsmith/fmlib.html],

позволяющей проводить вычисления с большим чис-

лом значащих цифр (до 100). Нам удалось получить

Zn до n = 300. Результаты представлены на рис. 2.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Zn, вычисленные двумя ме-

тодами

Для проверки точности наших вычислений инте-

грала (15) мы использовали полученные значения Zn

в (6) для вычисления nqI/T
3. Мы получили очень

хорошее согласие с исходными данными для nqI/T
3,

показанными на рис. 1. Для всех значений θ в интер-

вале [0.0; 1.0] относительное отклонение для мнимой

кварковой плотности не превышает 0.6%.

Но решающей проверкой предложенного в этой

работе нового метода вычисления Zn является срав-

нение результатов, полученных этим методом, с ре-

зультатми, полученными известным методом – метo-

дом разложения по хоппинг параметру, который был

описан выше. Результаты двух вычислений показаны

на рис. 2. Для вычислений методом разложения по

хоппинг параметру использовано только 40 конфи-

гураций при θ = 0. Поэтому статистическая погреш-

ность для результатов, полученных этим методом,

сравнительно большая, и на рис. 2 показаны данные

только для n до 150. Из рис. 2 видно, что два незави-

симых метода дают отличное согласие, хотя значения

Zn меняются на 20 порядков. Для всех значений n

относительное отклонение результатов, полученных

двумя методами, равно нулю в пределах статистиче-

ской погрешности.

Хотя оба метода являются приближенными, они

имеют систематические погрешности разной приро-

ды и совпадение результатов не может быть слу-

чайным. Таким образом, мы можем сделать вывод,

что предложенный метод работает, во всяком слу-

чае в фазе деконфайнмента. Отметим, что для но-

вого метода нет ограничений на массу кварка, в от-

личие от метода разложения по хоппинг-параметру.

Более того, наши вычисления новым методом потре-

бовали значительно меньше компьютерного времени

(для одинаковой статистики). Мы планируем исполь-

зовать новый метод для вычислений как в фазе де-

конфайнмента, так и в фазе конфайнмента при зна-

чительно уменьшенной массе кварка с последующей

экстраполяцией к ее физическому значению.

На рис. 3 мы показываем кварковую плотность

nq, полученную из мнимой плотности nqI с помощью

Рис. 3. (Цветной онлайн) Кварковая плотность как

функция µq/T : аналитическое продолжение мнимой

кварковой плотности (длинный пунктир); результат

вычисления ряда Тейлора (короткий пунктир); вычис-

ление с использованием Zn (пустые круги)

аналитического продолжения:

nq = a1(mq/T )− a3(mq/T )
3. (16)

На этом рисунке мы также приводим результат вы-

числения методом разложения в ряд Тейлора по хи-

мическому потенциалу. В этом методе вычисляют-

ся производные logZGC при нулевом значении хими-

ческого потенциала. В работе [7] коэффициенты c2
(соответствует нашему a1) и c4 (соответствует −6a3)

были вычислены для решеточного действия и пара-

метров, использованных в нашей работе. Было по-
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лучено: c2 = 4.682(11), −c4/6 = −0.97(8). Таким об-

разом, наши результаты совпадают с результатами,

полученными с помощью разложения в ряд Тейлора

в пределах статистической погрешности. Это объяс-

няет тот факт, что на рис. 3 кривая, соответствую-

щая методу разложения в ряд Тейлора, совпадает с

кривой, полученной новым методом.

Коэффициент c6 (соответствует 120a5) не вычис-

лялся в работе [7] ввиду сложности задачи. Отме-

тим, что этот коэффициент вычислялся в работе [9],

но для другого типа решеточного действия и других

параметров. В этой работе было получено, что в фа-

зе деконфайнмента при температурах выше 1.3Tc c6
очень мал и равен нулю в пределах статистической

ошибки. Этот вывод согласуется с нашим результа-

том.

На рис. 3 показаны также результаты вычисления

плотности nq с помощью Zn, с использованием соот-

ношения

nq/T
3 = C

2
∑

n>0 nZn sinh(nµq/T )

1 + 2
∑

n>0 Zn cosh(nµq/T )
. (17)

Эти результаты отклоняются от правильного значе-

ния для µq/T > 0.8, т.к. мы использовали конечное

число членов (nmax = 300) при суммировании по n в

(17). Это сравнение показывает, что даже такое боль-

шое число членов в (17) позволяет вычислять nq/T
3

в довольно ограниченном диапазоне значений µq/T .

Заметим, что вычисление Zn для n > 300 возмож-

но при увеличении числа значащих цифр, использу-

емых при интегрировании в (8).

Выводы. Мы представили новый метод вычис-

ления производящего функционала (статистической

суммы) для канонического ансамбля Zn, основанный

на численном интегрировании кварковой плотности

частиц nqI в области мнимого химического потенци-

ала, соотношение (7). Для численного интегрирова-

ния в (7) был использован результат фитирования

численных значений кварковой плотности частиц nqI

полиномом (6). Подставив результаты фитирования

в (7), мы вычислили Zn при T/Tc = 1.35, используя

преобразование Фурье (8). Было проверено, что nqI

отлично воспроизводится с помощью вычисленных

значений Zn, подставленных в соотношение (6).

Сравнивая значения Zn, вычисленные предло-

женным методом, со значениями, вычисленными с

помощью разложения по параметру хоппинга, мы

продемонстрировали, что новый метод отлично ра-

ботает: значения, полученные с помощью двух неза-

висимых методов, полностью согласуются. Следует

отметить, что наш метод применим для любых зна-

чений массы кварка, в отличие от метода разложе-

ния по параметру хоппинга, который применим толь-

ко для больших значений.

Мы также показали согласие наших результатов

для кварковой плотности nq с результатами метода

разложения в ряд Тейлора. В отличие от метода раз-

ложения в ряд Тейлора область применимости наше-

го метода не ограничена малыми значениями пара-

метра µ/T .

Согласие результатов, полученных новым мето-

дом и двумя уже известными методами, говорит

о том, что предложенный новый метод работает.

Он позволяет вычислять зависимость от кварково-

го химического потенциала производящего функци-

онала ZGC , а следовательно давления p, производ-

ных от ZGC по химическому потенциалу – кварко-

вой плотности, ее восприимчивости и более высоких

моментов. После выполнения вычислений при дру-

гих значениях температуры мы сможем также вы-

числять зависмость от температуры перечисленных

выше физических величин, а, следовательно, опре-

делить линию в фазовой плоскости, разделяющую

адронную фазу и фазу кварк-глюонной плазмы. Мы

планируем применить наш подход к более низким

значениям температуры и массы кварков.
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