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В численном виде рассмотрена модификация кулоновского потенциала за счет усиления петлевых

поправок в сверхсильном магнитном поле. Модифицированный потенциал вычислен с высокой точно-

стью и изучена картина эквипотенциальных линий. Полученные результаты подтверждают общие осо-

бенности, известные из предыдущих исследований, однако, получены и некоторые различия в структуре

потенциала, которые могут быть важны для задач с пространственно распределенным зарядом.
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1. Введение. Кулоновский потенциал приводит

к возникновению связанных состояний между проти-

воположно заряженными частицами. Поведение U ∝
∝ 1/r возникает в результате однофотонного обмена.

Радиационные поправки модифицируют этот потен-

циал, но они обычно незначительны. Наличие внеш-

него поля может значительно усилить эти поправки.

Хорошо известно, что внешнее магнитное поле

усиливает поляризацию вакуума в одной петле (про-

порционально магнитному полю B). Шабад и Усов

обнаружили [1, 2] (см. также [3]), что это усиление

приводит к значительному изменению (экранирова-

нию) кулоновского потенциала для B & m2/e3, где

m, e – масса электрона и его заряд, соответственно2).

Был численно рассчитан потенциал в цилиндриче-

ской геометрии (ρ, φ, z) для z = 0 при произвольном

ρ, а также для ρ = 0 с произвольными z (точечный

заряд находится в (ρ, z) = (0, 0), а магнитное по-

ле направлено вдоль оси z) и аналитически найдены

асимптотики.

Интерполяционная (но все же достаточно точная)

формула для поляризационного оператора в сверх-

сильном магнитном поле была предложена Высоц-

ким [4]. С помощью этой формулы потенциал для

1)e-mail: glazyrin@itep.ru; sgodunov@itep.ru
2)Используется гауссова система единиц, e2 = α =

= 1/137.035 . . . , поэтому m2/e3 = B0/α, где B0 ≡ m2/e ≈

≈ 4.4 · 1013 Гаусс.

z = 0 (при произвольном ρ) и для ρ = 0 (при произ-

вольном z) был вычислен аналитически [5, 6]. Было

обнаружено [1, 2, 6], что для z ≫ 1/m эквипотенци-

альные линии являются эллипсами, но потенциал на

средних расстояниях, r =
√

ρ2 + z2 . 1/m, был все

еще не известен. На рис. 1 в [6] эквипотенциальные

линии везде предполагались эллиптическими.

Целью настоящей работы является изучение по-

тенциала на средних расстояниях с помощью явно-

го численного расчета. Эквипотенциальные линии на

расстояниях r ∼ 1/m оказались в форме глаза (см.

рис. 2, 3), а не эллиптическими, что означает, что на

средних расстояниях потенциал убывает по ρ быст-

рее, чем это ожидалось ранее. Этот результат может

быть важен для задач с распределенным зарядом,

например, для расчета энергетических уровней в по-

ле ядра конечного радиуса.

В разделе 2 мы приводим основные формулы из

[1, 2, 4–6]. В разделе 3 – результаты численных рас-

четов.

2. Модифицированный потенциал. Ниже ко-

ротко описаны известные аналитические результаты

по модифицированному потенциалу. В присутствии

сверхсильного магнитного поля (B ≫ B0 ≡ m2/e ≈
≈ 4.4 ·1013 Гаусс) вклад от вакуумной поляризации в

одной петле в поляризационный оператор становится

значительно усиленным [7, 8] (см. также [9, 10]):

Π(2)
(

k⊥, k‖
)

= −2e3B

π
exp

(

− k2⊥
2eB

)

T (t) , (1)
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Численные и аналитические результаты для B = 104B0 и B = 105B0. Наинизшая пунктир-

ная кривая соответствует кулоновскому потенциалу; две голубые линии (сплошная и пунктирная), расположенные

чуть выше, соответствуют численному и аналитическому результатам для B = 104B0; две верхние линии (зеленые

сплошная и пунктирная) соответствуют численному и аналитическому результатам для B = 105B0

Рис. 2. (Цветной онлайн) Эквипотенциальные линии

для B = 104B0. Порядок значений на легенде соответ-

ствует эквипотенциальным линиям от внешних к внут-

ренним: 1–7 соответствует Φ(ρ, z) = (0.50−4.00)(m · e)

где k = (0,k) =
(

0,k⊥, k‖
)

– импульс внешнего фото-

на, t ≡ k2‖/4m
2 и

T (t) = 1− 1
√

t(1 + t)
log

(√
1 + t+

√
t
)

. (2)

В (2) учитывается только вклад низшего уровня

Ландау в поляризационный оператор, который дол-

жен доминировать. Вкладами высших петель также

пренебрегаем. Делая эти приближения, мы следуем

работам [1, 2, 4–6, 8, 11], где приведены аргументы в

их пользу.

Поскольку поляризационный оператор входит в

пропагатор фотона, потенциал точечного заряда мо-

дифицируется (рассматривается единичный заряд

e):

Φ (ρ, z) = 4πe

∫

d2k⊥dk‖

(2π)
3

e−ik⊥ρe−ik‖z

k2‖ + k2⊥ −Π(2)
(

k⊥, k‖
) .

(3)

После интегрирования по углу в плоскости, пер-

пендикулярной магнитному полю, был получен сле-

дующий результат [1, 2] (с точностью до единиц из-

мерения и обозначений):

Φ(ρ, z) =
e

π

∞
∫

−∞

dk‖e
−ik‖z ×

×
∞
∫

0

dk⊥
k⊥J0(k⊥ρ)

k2⊥ + k2‖ +
2e3B
π e−k2

⊥
/2eBT (k2‖/4m)

. (4)

В работе [4] была представлена интерполяцион-

ная формула для T (t):

T (t) ≈ 2t

2t+ 3
, (5)

она довольно простая и позволяет аналитически вы-

числять интегралы, сохраняя при этом хорошую точ-

ность (подробности можно найти в [5]).
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Эквипотенциальные линии для B = 105B0. (а) – Общий вид. (b) – Центральная часть.

Легенда для линий такая же, как и на рис. 2

С помощью формулы (5) были получены анали-

тические выражения для Φ (0, z) и Φ (ρ, 0) [5, 6] (см.

также асимптотики в [1, 2]):

Φ (0, z) =
e

|z|
(

1− e−|z|
√
6m2

+ e−|z|
√

(2/π)e3B+6m2

)

,

(6)

и для B ≫ 3πm2/e3:

Φ (ρ, 0) =







e
ρ exp

(

−ρ
√

(2/π)e3B
)

, если ρ < l0,

e
ρ

√

3πm2

e3B , если ρ > l0,

(7)

где l0 ≡
√

π
2e3B ln

√

e3B
3πm2 .

Для потенциала на больших расстояниях, z ≫
≫ 1/m, в [1, 2, 6] было найдено асимптотическое вы-

ражение3)

Φ (ρ, z)|z≫1/m =
e

√

z2 + ρ2
(

1 + e3B
3πm2

)

, (8)

которое означает, что эквипотенциальные линии на

большом расстоянии являются эллипсами.

Эквипотенциальные линии были изображены на

рис. 1 в [6], где они были найдены с помощью (6)–(8).

Предполагалось, что эквипотенциальные линии яв-

ляются эллипсами везде. Целью данной статьи явля-

ется проверка этого предположения с помощью чис-

ленного исследования изначального интеграла (4) во

всем пространстве, что и сделано в разделе 3.

3)Поправки к выражению (8) были найдены в [12, 13] в рам-
ках эффективной теории (Гейзенберг–Эйлер).

3. Численные результаты. Мы стремимся чис-

ленно получить потенциал с максимально достижи-

мой точностью4). Для этого необходимо вычислить

потенциал (4). Однако этот интеграл имеет сингу-

лярность в k⊥ = 0, k‖ = 0 и поэтому не очень подхо-

дит для численного расчета.

Рассматриваемая сингулярность имеет простой

физический смысл: она возникает из-за расходимо-

сти в обыкновенном кулоновском потенциале. Поэто-

му в целях регуляризации мы вычитаем e/r из инте-

грала (4). Кулоновский потенциал может быть пред-

ставлен в форме, аналогичной (4), но без Π(2)
(

k⊥, k‖
)

в знаменателе. Таким образом, искомая разность5)

∆Φ(ρ, z) ≡ e
√

ρ2 + z2
− Φ(ρ, z) =

=
e

π

∞
∫

−∞

dk‖e
−ik‖z

∞
∫

0

dk⊥k⊥J0(k⊥ρ)×

×
2e3B
π e−k2

⊥/2eBT (k2‖/4m)
(

k2⊥ + k2‖

)(

k2⊥ + k2‖ +
2e3B
π e−k2

⊥/2eBT (k2‖/4m)
) .(9)

4)Отметим, что существуют другие вклады в потенциал
кроме поляризации вакуума в одной петле с электронами на
основном уровне Ландау. Поэтому, вообще говоря, бессмыс-
ленно бесконечно улучшать точность вычисления одного кон-
кретного вклада. Но нам важно проверить, что мы можем до-
стигнуть высокой точности вычислений, чтобы в будущем мы
смогли учесть также и другие эффекты.

5)Этот же прием был использован в [1].
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Выражение (9) конечно для любых ρ и z, хотя для

численного интегрирования требуются дополнитель-

ные регуляризации. Выражение (2) для T (t) необхо-

димо разложить в ряд для маленьких значений t, а

числитель и знаменатель под интегралом нужно раз-

делить на k2‖ для маленьких значений k‖. Численно

интегрирование проводится в два этапа: первое – по

k⊥ с помощью GNU Scientific Library [14], второе –

по k‖, преобразование Фурье, предоставлено пакетом

FFTW [15]. Была произведена тщательная оценка

погрешности интегрирования: абсолютная погреш-

ность конечного результата для B = 104B0 мень-

ше 10−7(m · e) для всей исследованной области. Для

B = 105B0 погрешность меньше 10−6(m · e). Наши

численные результаты находятся в хорошем согла-

сии с численными результатами для Φ (0, z) и Φ (ρ, 0),

полученными в [1, 2].

Вычисляя этот интеграл, можно проверить точ-

ность аналитических оценок. Из (6) получаем оценку

для ∆Φ(0, 0):

∆Φanalyt (0, 0) =

= lim
z→0

e−z
√
6m2 − e−z

√
(2/π)e3B+6m2

z
=

=
√

(2/π)e3B + 6m2 −
√
6m2. (10)

Для B = 104B0 получаем ∆Φanalyt (0, 0) /m ≈
≈ 4.793. Численное значение точного интегрирова-

ния 4.41692858. Видно, что в этой точке аналитиче-

ское решение близко к численному. Такое согласие

также подтверждается на рис. 1а, где одновремен-

но показаны численные и аналитические результа-

ты для Φ (0, z). Можно отметить отличное согласие

между численным и аналитическим подходами для

любого значения z. На рис. 1b изображены как чис-

ленные, так и аналитические результаты для Φ (ρ, 0).

Согласие не столь хорошее, как для ∆Φ(0, z).

С помощью численных результатов получена кор-

ректная пространственная структура потенциала.

Эквипотенциальные линии для B = 104B0 и B =

= 105B0 показаны соответственно на рис. 2 и 3. Цен-

тральная часть картины из рис. 3а представлена на

рис. 3b. Видно, что внешние эквипотенциальные ли-

нии имеют эллиптическую форму, что согласуется с

аналитическими результатами. Внутренняя линия –

с хорошей точностью круг, как и должно быть (за-

кон Юкавы во всех направлениях). Можно было бы

ожидать, что на средних расстояниях линии долж-

ны быть также эллипсами, но из численных резуль-

татов следует, что они имеют форму “глаза”, а не

эллипса. Значит, модифицированный потенциал то-

чечного заряда для 1/
√
e3B . z . 1/m убывает с

ρ быстрее, чем можно было бы ожидать из преды-

дущих исследований. Если вместо точечного заряда

рассматривать ядро конечного радиуса, то потенци-

ал вдоль линии ρ = 0 окажется меньше для средних

расстояний, z . 1/m, чем в случае эллиптических

линий (из-за того, что вклад в потенциал от зарядов,

расположенных вне ρ = 0, будет слабее). Сказанное

легко понять из следующего рассуждения: допустим,

что заряд распределен по кольцу ρ = ρ0 = const в

плоскости z = 0. В этом случае потенциал вдоль оси

z (ρ = 0) будет тем же, как и от точечного заряда

вдоль линии ρ = ρ0. Из-за того, что потенциал то-

чечного заряда убывает с ρ быстрее, чем в случае

эллиптических линий, это доказывает утверждение,

приведенное выше.

Рассмотрим электрон в поле ядра конечного раз-

мера при наличии сверхсильного магнитного по-

ля. Электрон будет локализован в плоскости, пер-

пендикулярной магнитному полю, на расстояниях

∼ aH ≡ 1/
√
eB. Когда магнитное поле становится

столь сильным, что aH становится меньше размера

ядра, пространственное распределение заряда начи-

нает играть существенную роль. Как было показа-

но ранее, потенциал оказывается слабее в некото-

рых областях, чем ожидалось, поэтому энергетиче-

ские уровни в поле такого ядра будут выше. Эта за-

дача требует отдельного тщательного изучения.

4. Заключение. В статье рассмотрен кулонов-

ский потенциал в сверхсильном внешнем магнитном

поле. Из-за усиления петлевых поправок потенциал

модифицируется (экранируется). Результат с учетом

этих поправок был известен из предыдущих иссле-

дований, но не во всем пространстве. В данной ра-

боте численно рассчитан модифицированный потен-

циал во всем пространстве. С помощью численных

результатов мы оценили точность аналитических ре-

зультатов и получили некоторые новые особенности

поведения потенциала. Оказалось, что эквипотенци-

альные линии не являются эллипсами на средних

расстояниях, z . 1/m (см. рис. 2, 3). Это означает,

что модифицированный потенциал точечного заря-

да при 1/
√
e3B . z . 1/m уменьшается с ρ быстрее,

чем можно было бы ожидать, исходя из предыдущих

исследований. Такая особенность может быть важна

для некоторых задач, например, с пространственно

распределенным зарядом (для расчетов энергетиче-

ских уровней атомов и ионов с большим зарядом яд-

ра).
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