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Получен полный набор квазичастичных операторов, диагонализующих операторы кулоновского и

обменного взаимодействий дырок меди и кислорода в купратных высокотемпературных сверхпроводни-

ках (ВТСП). Построена схема энергетических зон в режиме сильных электронных корреляций. На ее

основе получен вид эффективного оператора для однозонного приближения. Найдено, что роль трех-

центровых корреляций в дырочных ВТСП пренебрежимо мала. Это обстоятельство объясняет резкое

увеличение критических температур у дырочных ВТСП по сравнению с электронно-допированными, а

также асимметрию между спектрами коллективных спиновых возбуждений в этих соединениях.
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Введение. Для моделирования электронного

строения зоны проводимости в купратных ВТСП

предложен ряд моделей. В особенности их много

для дырочно-допированных соединений. Носители

тока в них распределены по позициям кислорода.

Наряду со знаменитой t-J моделью [1] большую

популярность завоевали модели Эмери [2] и Жанга–

Райса [3]. В обзоре Чубукова, Пайнса и Шмалина

[4] описана cпин-флуктуационная модель. Ряд работ

посвящен спин-фермионной модели [5] и модели

спинового полярона [6]. Имеются также варианты

их модификации, как например t-J∗ [7], J-t-t′ и

др. Понимание физической сути используемых

моделей и их взаимосвязи затруднено, так как

не всегда ясно, о каких квазичастичных операто-

рах для описания зоны проводимости идет речь.

Поэтому представляется актуальным обсудить

эту проблему и подвести итоги исследований в

рассматриваемом направлении. Конкретно, мы

приведем полный набор квазичастичных операторов

по отношению к обменному и кулоновскому взаи-

модействиям дырок меди и кислорода в плоскостях

CuO2, а затем опишем обобщение этих операторов

для учета вышележащих состояний Cu3+(S=0) и

синглентных состояний двух дырок на позициях

кислорода.

Начальное приближение. Энергетические

зоны. Самые сильные электронные корреляции в

купратах обусловлены кулоновским отталкиванием

дырок на одном узле решетки. Параметр отталкива-
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ния 3d-дырок на узлах меди Udd
∼= 8−10 эВ, а 2p-

дырок на позиции кислородов Upp
∼= 5−7 эВ [2]. Диа-

гонализация операторов этих взаимодействий осу-

ществляется преобразованием Хаббарда и приводит

к формированию четырех хаббардовских подзон с

энергиями εd, εd + Udd и εp, εp + Upp. Операторы

рождения (уничтожения) квазичастиц, соответству-

ющие этим зонам, хорошо известны [8]. В представ-

лении хаббардовских операторов запишем их в ви-

деXσ,0(X0,σ),Xdd,σ(Xσ,dd), P σ,0(P 0,σ),Xpp,σ(Xσ,pp).

Следующими по важности (величине) является об-

менное и кулоновское взаимодействия между дыркой

меди (d), находящейся в состоянии |x2−y2〉, и кисло-

родной дырки в состоянии |p〉 = {|x1〉+ |x3〉 − |y1〉 −
− |y4〉}/2. Обменные взаимодействия бывают двух

типов – прямое и кинетическое. Прямое обменное

взаимодействие описывается эффективным спино-

вым гамильтонианом видаH
(1)
ex = Jpd[(sdsp)+ndnp/4]

и связано с эффектом перекрывания электронных

орбит дырок меди и кислорода. Кинетическое обмен-

ное взаимодействие описывается оператором H
(2)
ex =

= Kpd[(sdsp) − ndnp/4]. Оно обусловлено виртуаль-

ными перескоками дырки с позиции меди на |p〉-
состояние кислородной дырки и наоборот. Величины

Jpd иKpd положительны и одного порядка величины.

В модели спинового полярона [6] сделан акцент на

прямое обменное взаимодействие, а в работах [3, 9–

11] – на кинетическое.

Для определения вида квазичастичных операто-

ров по отношению к оператору обменного взаимодей-

ствия дырок меди и кислорода удобно начать обсуж-

дение со случая прямого обменного взаимодействия.
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В представлении операторов Хаббарда оператор это-

го взаимодействия записывается в виде

H(1)
ex = Jpd(X

↑,↓P ↓,↑ +X↓,↑P ↑,↓ +X↑,↑P ↑,↑ +

+X↓,↓P ↓,↓)/2. (1)

Квазичастичные операторы рождения, опреде-

ленные нами подбором подходящих комбинаций для

триплетного и синглетного состояний, приведены в

табл. 1. В правильности представленных результа-

тов можно убедиться, проверив справедливость соот-

ветствующих уравнений движения. Например, легко

проверить, что

i~
∂

∂t
Xpd,↑d = [Xpd,↑d , H(1)

ex ] =
Jpd
2
Xpd,↑d . (2)

Как следует из табл. 1, одной и той же энергии

соответствуют два типа квазичастичных операто-

ров. Принимая во внимание физический смысл хаб-

бардовских оператров Xdd,↑d и Xpp,↑p , оператор

Xpd,↑d = (X↓,↑
i P ↑,0

i − X↑,↑
i P ↓,0

i )/
√
2 логично интер-

претировать как оператор рождения дырки на пози-

циях кислорода с условием, что при этом состояния

меди заняты. Именно такая ситуация соответству-

ет дырочно-допированным купратам. Зону с таки-

ми квазичастичными операторами предложено назы-

вать синглетно–коррелированной [9] или для кратко-

сти просто синглетной [11]. Учитывая средние значе-

ния в отсутствии дальнего спинового порядка, рав-

ные 〈X↑,↑
i 〉 = 〈X↓,↓

i 〉 = 1/2 и 〈P ↑,↑
i + P ↓,↓

i 〉 = δ, непо-

средственным расчетом можно убедиться, что

〈Xpd,↑dX↑d,pd〉 = 〈ndnp/4− (sdsp)〉 = δ, (3)

〈{Xpd,↑d , X↑d,pd}〉 = 〈δ +X↑,↑
i P 0,0

i 〉 = (1 + δ)/2, (4)

〈{Xpd,↑p , X↑p,pd}〉 = 〈δ + P ↑,↑
i X0,0

i 〉 = δ. (5)

В выражениях (3)–(5) считается, что nd = 1, а

〈np〉 = δ. Оператор Xpd,↑p имеет смысл оператора

рождения дырки меди на подложке в виде подре-

шетки из спинов кислорода. Такая ситуация мало ве-

роятна для купратов с однородным распределением

дырок. Легко проверить, что приведенные в табл. 1

операторы являются также квазичастичными и по

отношению к оператору H
(2)
ex (в работе [9] это бы-

ло сделано несколько иначе, но смысл тот же). При

этом собственные значения, конечно, меняются. Да-

лее легко убедиться (путем составления уравнений

аналогичных (1)), что вид квазичастичных операто-

ров остается тем же, когда обменное взаимодействие

представляется суммой H
(1)
ex +H

(2)
ex .

Обсудим далее, что происходит при учете смеши-

вания основного и возбужденных синглетных состо-

яний из-за перескоков дырки между позициями меди

и кислородов внутри элементарной ячейки, а также

уточним формулу для оценки параметра Kpd. Базис-

ные состояния в пределах одной элементарной ячей-

ки задаем в виде [10]:

|σd〉 = d+σ |0〉, |σp〉 = p+σ |0〉,

|pd〉 = 1√
2
(p+↑ d

+
↓ − p+↓ d

+
↑ )|0〉, (6)

|dd〉 = d+↑ d
+
↓ |0〉, |pp〉 = p+↑ p

+
↓ |0〉.

Оператор начального приближения записываем в ви-

де

H0i = εd
∑

σ

d+σ dσ + εp
∑

σ

p+σ pσ +

+ Iddnd↑nd↓ + Ippnp↑np↓ + Vpdndnd +

+ Jpd

[

(sdsp) +
ndnd

4

]

+ tpd
∑

σ

(d+σ pσ + p+σ dσ). (7)

Используя разложения [10],

d+σ = Xσd,0 + (−1)1/2−σd

(

Xdd,−σd +
1√
2
Xpd,−σp

)

,

p+σ = P σp,0 + (−1)1/2−σp

(

Xpp,−σp +
1√
2
Xpd,−σd

)

,

(8)

переходим к представлению проекционных операто-

ров

Hi = εd
∑

σ

Xσσ + εd
∑

σ

P σσ + (Idd + 2εd)X
dd,dd +

+ (Ipp + 2εp)X
pp,pp + (Vpd + Jpd/4 + εp + εd)X

pd,pd +

+
Jpd
2

[

X↑,↓
i P ↓,↑

i +X↓,↑
i P ↑,↓

i +

+
1

2

(

X↑,↑
i −X↓,↓

i

)(

P ↑,↑
i − P ↓,↓

i

)

]

+

+ tpd
∑

σ

(Xσ,0P 0,σ + P σ,0X0,σ) +

+
√
2tpd(X

pd,pp +Xpd,dd +Xpp,pd +Xdd,pd). (9)

Уравнения движения для операторов X0,σ и P 0,s ли-

неаризуем, исходя из условия равенства средних зна-

чений антикоммутаторов в левой и правой частях

уравнений

i
∂

∂t
X0,σ = [Xσ,0H0] ∼= εdX

0,σ + tpdP
′
dP

0,σ,

i
∂

∂t
P 0,σ = [P σ,0H0] ∼= εpP

0,σ + tpdP
′
pX

0,σ,

(10)

где P ′
d = [Pd + 〈sdsp〉/Pp] = 0.5 − 1.5δ/(2 − δ) и

p′p
∼= [Pp+ 〈sdsp〉/Pd] = 1−2δ. Для численных оценок
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Таблица 1. Квазичастичные операторы для диагонализации обменного взаимодействия дырок меди и кислорода

Собственное значение H
(1)
ex Вид оператора для спина вверх Собственное значение H

(2)
ex

−Jpd/2 Xpd,↑d = (X↓,↑P ↑,0
−X↑,↑P ↓,0/

√

2 −Kpd

−Jpd/2 Xpd,↑d = (P ↓,↑X↑,0
− P ↑,↑X↓,0/

√

2 −Kpd

Jpd/2 X↑,↑
i P ↑,0

i 0

Jpd/2 (X↓,↑
i P ↑,0

i +X↑,↑
i P ↓,0

i /
√

2 0

Jpd/2 X↑,↓
i P ↑,0

i 0

Jpd/2 P ↑,↑
i X↑,0 0

Jpd/2 (P ↓,↑
i X↑,0

i + P ↑,↑
i X↓,0

i )/
√

2 0

Jpd/2 P ↑,↓
i X↑,0

i 0

при индексе допирования δ = 0.1 используем значе-

ния (в эВ) Udd = 8, Upp = 6, Vpd = 1, tpd = 1.2,

Jpd = 1, εp − εd = 2. Квазичастичный оператор рож-

дения, соответствующий Ed-зоне, имеет вид (здесь

σd = σp = σ)

ψσd,0 = cdX
σ,0 − cpP

σ,0. (11)

Коэффициенты в (11) нормируются так, чтобы при

δ = 0 эта зона была полностью заполненной, что со-

ответствует условию 〈{ψσd,0ψ0,σd}〉δ=0 = 1/2. Отме-

тим, что уровень Ed сдвигается вниз по отношению

к εd на величину −0.33 эВ, а Ep – вверх.

Вид квазичастичного оператора рождения, соот-

ветствующего синглетно-коррелированной зоне, по-

лучается в результате решения системы уравнений

−i ∂
∂t
Xpd,σd = (Vpd − Jpd/2 + εp)X

pd,σd +

+
√
2tpdX

dd,σd +
√
2tpdX

pp,σd ,

i
∂

∂t
Xdd,σd =

=
√
2tpdX

pd,σd+(Idd+εd)X
dd,σd+

√
2tpdX

pp,σd , (12)

i
∂

∂t
Xpp,σd =

=
√
2tpdX

pd,σd+
√
2tpdX

dd,σd+(Ipp+2εp−εd))Xdd,σd .

В частности, оператор рождения со спином вверх

оказывается равным

ψpd,↑d ∼= 0.93(X↓,↑P ↑,0 −X↑,↑P ↓,0)
√
2−

− 0.29Xdd,↑d − 0.23Xpp,↑d , (13)

а энергия, соответствующая таким возбуждениям,

составляет Epd,d = 1.31 эВ. Это на 1 эВ ниже состоя-

ний Ep-зоны. Выражение для Epd, получающееся по

теории возмущений, имеет вид

Epd = Vpd − Jpd/2 + εp −Kpd, (14)

где

Kpd
∼=

2t2pd
Udd + εd − Vpd + 0.5Jpd − εp

+

+
2t2pd

Upp + εp − Vpd + 0.5Jpd − εd
(15)

имеет смысл параметра кинетического обменного

взаимодействия дырок меди и кислорода (Kpd
∼=

∼= 1.2 эВ). Полный набор операторов и соответству-

ющих им энергий приведен в табл. 2. Из-за гибриди-

зации d- и p-состояний среднее значение антикомму-

татора становится равным 〈{ψσd,0, ψ0,σd}〉 = C2
d/2 +

+ c2p(1 − δ/2), т.е. “емкость” зоны уменьшается. При

этом часть дырок “меди” переселяется в зону Epd,p

так что обе нижние подзоны (Epd,p и Ed) оказыва-

ются полностью заполненными. Уровень Ферми рас-

полагается в зоне Epd,d.

В заключение данного раздела отметим, что в об-

ласти значений Ep имеются еще состояния p-дырок

кислорода, так как в элементарной ячейке плоскости

CuO имеются две позиции кислорода. На возмож-

ную важность их указывалось, например, в работах

[2, 12]. Состояния дырки кислорода, ортогональные

приведенному выше, мы не учитываем, так как они

не смешиваются с состоянием дырки меди |x2 − y2〉.
Наличие двух механизмов обменной связи, прямого и

кинетического (Kpd+Jpd/2 ∼= 1.7 эВ), в [2, 12] не учи-

тывалось, поэтому значение сдвига синглетной зоны

вниз по отношению к зоне кислородных дырок полу-

чалось заниженным.

Гамильтонианы для однозонных прибли-

жений. Нередко считается, что модель синглетной

зоны, основанная на идее формирования медь-

кислородных синглентных состояний (синглеты

Жанга–Райса) [3], эквивалентна t-J модели, предло-

женной Андерсоном [1]. Такое заключение сделано
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Таблица 2. Знергии квазичастиц и соответствующие им операторы рождения

Энергии (эВ) Операторы рождения

Edd,d (10.69) ψdd,↑p = 0.30Xpd,↑d + 0.92Xdd,↑d + 0.24Xpp,↑d

Edd,p (8.69) ψdd,↑p = 0.30Xpd,↑p + 0.92Xdd,↑p + 0.24Xpp,↑p

Epp,d (8.50) ψpp,↑d = 0.22Xpd,↑d − 0.31Xdd,↑d + 0.93Xpp,↑d

Epp,p (6.50) ψpp,↑p = 0.22Xpd,↑p − 0.31Xdd,↑p + 0.93Xpp,↑p

Ep (2.33) ϕσ,0 = 0.78Pσ,0 + 0.21Xσ,0

Epd,d (1.31) ψpd,↑d = 0.93Xpd,↑d − 0.23Xdd,↑d − 0.29Xpp,↑d

Ed (−0.33) ψσ,0 = 0.73Xσ,0
− 0.38Pσ,0

Epd,p (−0.69) ψpd,↑p = 0.93Xpd,↑p − 0.23Xdd,↑p − 0.29Xpp↑p

уже и в самой работе [3], однако оно требует пояс-

нений. Дело в том, что при выводе гамильтониана

t-J модели в [1] предполагалось, что носители тока

распределены по позициям меди. Эта ситуация

соответствует электронно-допированным купратам.

Позднее также выяснилось, что оператор t-J мо-

дели при более внимательном его выводе, исходя

из модели Хаббарда, содержит еще трехцентро-

вые члены [7]. Так что полный гамильтониан для

электронно-допированных купратов имеет вид

Ht−J−T =
∑

i,l

ti,lX
σ,0
i X0,σ

l +
1

2

∑

i,l

Jil

[

(sisl)−
ninl

4

]

−

−
∑

i6=j,l

T
(l)
i,j (−1)1−σ−σ′

Xσ,0
i X−σ,−σ′

l X0,σ′

j . (16)

В (16) второе и третье слагаемые получаются од-

новременно во втором порядке теории возмущений

и поэтому имеют одинаковый порядок величины

[7]. Если в последнем члене провести усреднение

〈X−σ,−σ′

l 〉 ∼= 0.5δσ,σ′ , то роль трехцентровых чле-

нов сведется к простой перенормировке интегралов

перескока ti,j . Однако, такое приближения являет-

ся слишком грубым и, в частности, не оправда-

но при анализе куперовского спаривания носителей

тока. В [7] показано, что трехцентровые корреля-

ции практически полностью подавляют d-тип спари-

вания, обусловленного суперобменным механизмом

(второе слагаемое в (16)). Кроме того, в [13] най-

дено, что трехцентровые члены важны для пони-

мания причин асимметрии между коллективными

спиновыми колебаниями в электронно- и дырочно-

допированных купратах.

Из табл. 1 и 2 следует, что спектр элементарных

возбуждений при распределении допированных ды-

рок по позициям кислорода отличается от энергети-

ческого спектра модели Хаббарда. Поэтому вклады

в оператор энергии, связанные с эффектами второ-

го порядка теории возмущений в гамильтониан син-

глетной зоны, будут иными. Пусть уровень Ферми

располагается в Epd,d-зоне. Поправки второго по-

рядка, обусловленные виртуальными возбуждения-

ми Ed → Epd,d, Epd,d → Edd,d и Epd,d → Epp,d описы-

ваются оператором вида

−(tpd)
2
∑

i,l,j

CilClj(−1)1−σ−σ′ ×

×















































(c1dc5p)
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2
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+ (c5dc4p)
2
ψpd,σd

i ψ
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Epp,d − Epd,d















































, (17)

где Cij – коэффициенты преобразования от локали-

зованных состояний к функциям Ванье в операторе

перескоков Ht = tpd
∑

i6=j

Cij(d
+
iσpjσ + p+iσdjσ), таблицы

их приведены в [10]. Коэффициенты cid и cjp опре-

деляются разложениями [10]:

d+iσ = c1dψ
σd,0
i + c2dψ

σp,0
i + (−1)1/2−σ ×

× [c3dψ
dd,−σd

i + c4dψ
pp,−σd

i + c5dψ
pd,−σd

i +

+ c6dψ
dd,−σp

i + c7dψ
pp,−σp

i + c7dψ
pd,−σp

i ], (18)

pjσ = c1pψ
0,σd

j + c2pψ
0,σp

j + (−1)1/2−σp ×

× [c3pψ
−σd,dd
j + c4pψ

−σd,pp
j + c5pψ

−σd,pd
j +

+ c6pψ
−σp,dd
j + c7pψ

−σp,pp
j + c8pψ

−σp,pd
j ]. (19)

Численные значения cid и cjp получают на основе (9)

и данных табл. 2. Видно, что первое слагаемое в (17)
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при i = j сводится к оператору обменного взаимо-

действия спинов меди, но не приводит к появлению

трехцентровых членов, так как перескоки по запол-

ненной зоне Ed запрещены принципом Паули. Ис-

пользуя приведенные в Таблице 2 значения энергий,

для параметра суперобменного взаимодействия меж-

ду ближайшими спинами меди находим Jil = 0.12 эВ,

т.е. этот параметр примерно такой же, как в (16).

Далее, из общего выражения (17) видно, что трех-

центровые члены, представленные вторым и третьим

слагаемыми, малы по сравнению с Jil = 0.12 эВ. Им

сопутствуют большие энергетические знаменатели, а

значения коэффициентов разложения уменьшились

по сравнению со случаем электронного допирования.

Численный расчет параметров типа T
(l)
i,j , фигуриру-

ющих в (16), показал, что в данном случае они со-

ставляют величины порядка 10−3 эВ. Таким образом,

приходим к выводу, что вид эффективного операто-

ра для синглетно-коррелированной зоны ограничен

двумя членами:

Hsc =
∑

i,l

ti,lψ
pd,σ
i ψσ,pd

l +
1

2

∑

i,l

Jil

[

(sisl)−
ninl

4

]

.

(20)

Отсюда вытекает важное следствие, поясняющее

различие критических температур у электронно- и

дырочно-допированных купратов. По оценкам ра-

бот [14, 15], при выборе исходного гамильтониана

а форме (20), основными механизмами, ответствен-

ными за d-спаривания являются суперобменный и

спин-флуктуационный, причем они дополняют друг

друга и одного порядка величины. В электронно

допированных купратах трехцентровые члены, как

это впервые отмечено в [7], подавляют суперобмен-

ный вклад, поэтому становится понятным, почему

критическая температура Tc у них, грубо говоря,

в два-три раза меньше по сравнению с дырочно-

допированными.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ.
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