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Исследованы зоны Ландау в вейлевском полуметалле в скрещенных магнитном и электрическом по-

лях. Получено выражение для энергетического спектра такой системы, используя подход, основанный

на лоренцевском сдвиге. Показано, что электрическое поле приводит к кардинальной перестройке зон

Ландау. Когда электрическое поле равно vFH/c, происходит коллапс уровней Ландау, а движение стано-

вится полностью линейным. При этом условии волновая функция отлична от нуля только для состояний

с pz = 0, что существенно влияет на явления, связанные с необычными поверхностными состояниями,

которые являются визитной карточкой этих материалов.
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Введение. Исследование топологических дира-

ковских материалов является одним из основных на-

правлений современной физики конденсированного

состояния [1, 2]. Помимо графена, открытие которо-

го положило начало глобальным исследованиям ди-

раковских материалов, возрастающий интерес пред-

ставляют топологические изоляторы [3, 4] и вейлев-

ские полуметаллы [1, 2, 5–10]. В вейлевских полуме-

таллах, в отличие от графена и топологических изо-

ляторов, имеются трехмерные киральные дираков-

ские носители вблизи так называемых вейлевских

точек. С топологической точки зрения трехмерные

вейлевские точки более стабильны, чем двумерные.

Последние вообще возможны только при некоторых

типах симметрии кристаллической решетки [1] и до-

полнительных симметриях. Например, в случае гра-

фена, когда не нарушены P- и T-симметрии, в зоне

Бриллюэна имеются две неэквивалентные точки Ди-

рака, которые не являются устойчивыми к возму-

щениям. Киральность и линейный спектр носителей

приводят к уникальным транспортным свойствам

вейлевских полуметаллов, таким как отрицательное

магнитосопротивление, аномальный эффект Холла,

киральный магнитный эффект и др. [11–14]. Благо-

даря этим свойствам вейлевские полуметаллы рас-

сматривают как перспективные материалы для со-

временной электроники.

1)e-mail: zaur0102@gmail.com

Помимо объемных состояний, носители заряда

в вейлевских полуметаллах обладают бесщелевы-

ми поверхностными состояниями. Различные гра-

ничные эффекты для носителей заряда в вейлев-

ских полуметаллах рассмотрены в недавних рабо-

тах [15, 16]. Наличие экзотических поверхностных со-

стояний – Ферми-дуг – является визитной карточ-

кой вейлевских полуметаллов и приводит к сильной

нелокальности транспорта в тонкослойных образцах

[11, 17, 18], а также к аномальным квантовым осцил-

ляциям [13]. Поверхностные состояния в виде Ферми-

дуг есть уникальное свойство вейлевских полуметал-

лов, связанное исключительно с киральностью носи-

телей.

В настоящей работе мы исследуем зоны Ландау и

квантовые осцилляции в вейлевских и дираковских

полуметаллах в скрещенных магнитном и электриче-

ском полях. Такие исследования в графене проведе-

ны в работах [19–24]. В скрещенных полях дираков-

ские материалы проявляют интересные особенности,

имеющие исключительно релятивистское происхож-

дение. В нерелятивистских материалах, где энерге-

тический спектр является параболическим, цикло-

тронная масса не зависит от энергии. Действительно,

в рамках квазиклассической теории, циклотронная

масса определяется как

mc(ε) = (2π)−1dS/dε, (1)

где S(ε) – площадь сечения изоэнергетической по-

верхности ε(p) = ε в импульсном пространстве. Для
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спектра ε(p) = p2/2m∗, получим mc = m∗. Сле-

довательно, приложенное электрическое поле не бу-

дет влиять на циклотронную частоту, и, соответ-

ственно, на уровни Ландау. В дираковских матери-

алах энергетический спектр линейный, следователь-

но циклотронная масса, а соответственно и уровни

Ландау будут зависеть от электрического поля. На-

пример, для графена ε(p) ∼ |p| и, значит, mc ∼ ε.

Такая зависимость приводит к возможности управ-

ления диамагнетизмом дираковских систем с помо-

щью электрического поля. Можно таким образом пе-

рестраивать квантовые осцилляции, магнитооптиче-

ские эффекты и т.д. С другой стороны, в строгой

теории явлений, протекающих в скрещенных полях

(эффект Холла, магнитопроводимость, магнитотеп-

лопроводность и др.), зависимость уровней Ландау

от приложенного возмущения (электрического по-

ля в случае проводимости, градиента температуры

в случае теплопроводности) должна учитываться с

самого начала.

В связи со сказанным выше необходимо отметить

работу Аронова и Пикуса [25], в которой исследова-

но оптическое поглощение полупроводника в скре-

щенных магнитном и электрическом полях. Иссле-

дование проведено в рамках уравнения Дирака для

трехмерного массивного электрона. Здесь мы рас-

сматриваем случай безмассовых киральных носите-

лей. Принципиальная разница между случаями вей-

левского полуметалла и полупроводником, описыва-

емым уравнением Дирака, заключается в том, что

в полупроводнике, из-за того что эффективная мас-

са является функцией импульса (энергии), каждый

электрон обладает своей скоростью. А в случае вей-

левского полуметалла есть характерная скорость –

скорость Ферми vF, которая является одинаковой

для всех электронов системы (вблизи точек Вейля).

Это приводит к новым результатам и поэтому иссле-

дование вейлевского полуметалла в скрещенных по-

лях заслуживает отдельного внимания.

Спектр и зоны Ландау в вейлевском полу-

металле. Гамильтониан электронов вблизи вейлев-

ской точки имеет вид

Ĥ = ±vFσp, (2)

где ± означает киральность вейлевской точки, vF –

скорость Ферми носителей, σ = (σx, σy, σz) – мат-

рицы Паули, p – импульс электронов вблизи точек

Вейля: p = ~(k − k+) и p = ~(k − k−). Гамиль-

тониан (2) дает следующее выражение для энерге-

тического спектра: E = ±vFp. Из-за использова-

ния всех трех матриц Паули такой гамильтониан

защищен от появления щели, т.е. вейлевские точ-

ки устойчивы. Действительно, возмущение в виде

единичной матрицы (например, электрическое поле)

приводит лишь к смещению энергии точки Вейля:

Ĥ = ±vFσp + IU0 ⇒ E = ±vFp + U0. С другой сто-

роны, возмущение в виде матрицы Паули приводит

к смещению компонент импульсов, соответствующих

точке Вейля: Ĥ = ±vFσp + σU ⇒ E = ±vF|p +U|.
Ни в одном из перечисленных случаев в спектре не

открывается щель. Аналогично можно показать, что

в спектре графена щель можно открыть с помощью

возмущения в форме σzUz.

В магнитном поле H = (0, 0, H) гамильтониан

(2) перепишется следующим образом:

Ĥ = ±vF
(
σx

(
p̂x − e

c
Hy
)
+ σy p̂y + σz p̂z

)
. (3)

Такой гамильтониан приводит к зонам Ландау

εn,pz = sgn(n)vF

√
2~2l−2

H n+ p2z для n 6= 0, (4)

ε0,pz = ±vFpz для n = 0, (5)

где lH =
√
~c/eH, знаки ± соответствуют разным

вейлевским точкам.

Киральная природа нулевого уровня Ландау при-

водит к различным интересным последствиям. На-

пример, электрическое поле, приложенное парал-

лельно магнитному полю, нарушает баланс между

состояниями с положительной и отрицательной ки-

ральностями. Такое явление называется киральной

аномалией [26, 27]. Другой эффект заключается в по-

явлении необычных поверхностных состояний – так

называемых Ферми-дуг, которые приводят к необыч-

ным квантовым осцилляциям [13]. Далее мы исследу-

ем влияние перпендикулярного электрического поля

на зоны Ландау и обсудим последствия такого вли-

яния на киральные свойства вейлевских полуметал-

лов.

Влияние поперечного электрического по-

ля на уровни Ландау. Направим магнитное поле

вдоль оси Z, а электрическое – вдоль оси Y. Тогда

гамильтониан перепишется в виде

Ĥ = ±vFσπ + eEyI, (6)

где π = p + eA/c, I =

(
1 0

0 1

)
, A – вектор-

ный потенциал. Используя калибровку Ландау A =

= (−Hy, 0, 0), получим

Ĥ = vF

(
σx

(
p̂x − e

c
By
)
+ σy p̂y + σz p̂z +

eEy

vF
I

)
.

(7)
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Волновое уравнение имеет вид

vF

(
σx

(
p̂x − e

c
By
)
+ σy p̂y + σz p̂z −

−
(
eEy

vF
+ p0

)
I

)
ψ = 0, (8)

где p0 = ε/vF.

Для решения поставленной задачи воспользуем-

ся методом лоренцевского сдвига. Следует отметить

еще одну разницу между нашим подходом и подхо-

дом Аронова и Пикуса. Дело в том, что при рас-

смотрении режима скрещенных полей в [25] скорость

света заменена на скорость Ферми даже в выраже-

нии для силы Лоренца. Этот прием позволяет для

трехмерного дираковского электрона легко перейти

в движущуюся систему отсчета без электрического

поля (см., например, задачу 2 к § 22 [28]). На самом

деле сила Лоренца должна содержать скорость све-

та, а не скорость Ферми, что мы здесь учитываем,

аналогично работе [19], где этот метод был исполь-

зован для случая графена.

Чтобы решить волновое уравнение (8), перей-

дем в систему отсчета, движущуюся со скоростью

cE/H , совпадающей со скоростью дрейфа электро-

нов в направлении, перпендикулярном электрическо-

му и магнитному полям. Этот переход необходимо

осуществить с помощью следующих преобразований

Лоренца [19, 29]:

pν = gνµp̃µ, (9)

gνµ =




cosh θ sinh θ 0 0

sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



, (10)

где ν = t, x, y, z, tanh θ = cE/vFH = β.

Волновое уравнение в новых переменных имеет

вид

vF

[
σx

(
− ˆ̃pt sinh θ + ˆ̃px cosh θ −

e

c
Hỹ
)
+ σy ˆ̃py +

+σz ˆ̃pz+I

(
eEỹ

vF
− ˆ̃pt cosh θ + ˆ̃px sinh θ

)]
Ψ = 0. (11)

Так как vF/c ≪ 1, то изменением полей мы прене-

брегаем. Используя свойство матрицы Паули σxσx =

= I, а также следствие из этого свойства I cosh θ −
− σx sinh θ = exp(−σxθ), получаем

vF

(
− e−σxθ ˆ̃pt + σxe

−σxθ

(
ˆ̃px − eB

c cosh θ
ỹ

)
+

+ σy ˆ̃py + σz ˆ̃pz

)
Ψ = 0. (12)

Далее, воспользуемся свойствами

e−σxθ/2σye
−σxθ/2 = σy , e−σxθ/2σze

−σxθ/2 = σz, (13)

Ψ̃(x̃, ỹ, z̃, t̃) = e−σxθ/2Ψ(x, y, z, t), (14)

для стационарной задачи Ψ̃(r̃, t̃) = exp(−iε̃t̃/~)ψ̃(r̃)

получаем окончательно

vF

(
− ε̃

vF
+ σx

(
ˆ̃px − e

c
H̃ỹ
)
+ σy ˆ̃py + σz ˆ̃pz

)
ψ̃ = 0,

(15)

где H̃ = H
√
1− β2. Положив ψ̃ =

= exp
[

i

~
(p̃xx̃+ p̃z z̃)

]
ψ(ỹ), для спектра имеем

ε̃n,p̃z = sgn(n)vF

√
2~2l−2

H n
√
1− β2 + p̃2z. (16)

Применяя обратные преобразования Лоренца, пере-

ходим в неподвижную систему отсчета и получаем

εn,px,pz = (17)

= sgn(n)vF

√
2~2l−2

H n(1− β2)3/2 + p2z(1− β2) + v0px.

Решение стационарного уравнения (15) есть

ψ̃n,p̃x,p̃z(r̃) =
1√
2
exp

[
i

~
(p̃xx̃+ p̃z z̃)

](
ϕ̃n−1(ζ̃)

i sgn(n)ϕ̃n(ζ̃)

)
.

(18)

где

ζ̃ =
(1− β2)1/4

lH

(
ȳ − p̃xl

2
H

~(1− β2)1/2

)
, (19)

ϕ̃n(ζ̃) – собственные функции задачи квантового гар-

монического осциллятора.

Осуществим теперь обратное преобразование Ло-

ренца. Прежде всего заметим, что

p̃x =
px − v0εn,px,pz/v

2
F√

1− β2
= px

√
1− β2 −

− βsgn(n)

√
2~2l−2

H n(1− β2)1/2 + p2z. (20)

Тогда

ζ =
(1− β2)1/4

lH

(
y − pxl

2
H

~
+

l2Hβsgn(n)

~(1− β2)1/2
×

×
√
2~2l−2

H n
√
1− β2 + p2z

)
. (21)

Наконец, из Лоренц-инвариантности скалярного

произведения 4-х импульса pµ = (ε/vF,−p) и 4-х

радиус-вектора xµ = (vFt, r)

p̃µx̃
µ = pµx

µ (22)
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следует

ε̃t̃− p̃xx̃ = εt− pxx. (23)

Таким образом, окончательно находим

Ψn,px,pz(r, t) = (24)

=
1√
2
eσxθ/2e−i(εt−pxx−pzz)/~

(
ϕn−1(ζ)

i sgn(n)ϕn(ζ)

)
.

При v0 = vF мы получаем, что ε = vFpx (т.е. движе-

ние становится одномерным), это является исключи-

тельно релятивистским эффектом. Действительно,

условие v0 = vF означает, что все остальные ком-

поненты скорости (в данном случае vy и vz) долж-

ны обратиться в нуль. Иначе нарушится общее усло-

вие |v| = vF. Необходимо отметить, что условие

v0 = vF может быть достигнуто с помощью прило-

жения электрического поля. Таким образом, прило-

жение продольного электрического поля приводит к

глобальным изменениям в энергетическом спектре.

Однако эти изменения происходят необычным обра-

зом, что обсудим далее.

Коллапс уровней Ландау и исчезновение

трехмерных состояний. Рассмотрим более по-

дробно волновую функцию, описанную выражением

(24), из которого следует, что при v0 = vF и при

pz 6= 0 волновая функция исчезает, так как ζ → ∞.

Если же pz = 0, то волновая функция отлична от

нуля. Это означает, что при v0 = vF исчезают все

состояния, кроме состояний с pz = 0. Таким обра-

зом, при этом условии спектр становится линейным.

Такой результат может быть получен, рассматривая

случай v0 = vF с самого начала. Из гамильтониана

(7) при v0 = vF находим следующее уравнение для

волновой функции

{
v2
F
~
2l−2

H

(
1 1

−1 −1

)
+ J1I

}(
u

ν

)
=

= (ε2 − v2
F
p2z − v2

F
p2x)

(
u

ν

)
, (25)

J1 = v2
F
p̂2y − 2vF(ε− vFpx)~l

−2
H y, (26)

где ε – энергетический спектр (17) при v0 = vF, т.е.

ε = vFpx.

Если раскрыть матрицы в (25), получим уравне-

ние

J1h = (ε2 − v2
F
p2z − v2

F
p2x)h, (27)

где h = u + ν. Решение уравнения (27) выражается

через функцию Эйри

h(ξ) = CAi(−ξ), (28)

где ξ = y
l + l2ε̃, ε̃ =

(ε2−v2

F
p2

z−V 2

F
p2

x)

v2

F
~

,

l =
(

vF~

2(vFpx−ε)l−2

H

)1/3
. Подставим ε = vFpx,

получим, что ξ → −∞. Используя асимп-

тотическое выражение для функции Эйри

h(ξ) = {ξ → −∞} ≈ C
2|ξ|1/4

exp
(
− 2

3 |ξ|3/2
)
, при-

ходим к выводу, что h = 0 при v0 = vF. Однако, если

мы положим pz = 0, то волновая функция будет

отлична от нуля. Действительно, в этом случае ξ = 0

за счет второго слагаемого, что дает h = C
33/2Γ(2/3)

,

т.е. при v0 = vF существуют только состояния с

pz = 0.

Радиус циклотронной орбиты есть функция элек-

трического поля. Действительно, из (21) следует, что

при v0 → vF радиус циклотронной орбиты, кото-

рый определяется как масштаб неоднородности вол-

новой функции вдоль оси y, стремится к бесконеч-

ности. На самом деле масштаб неоднородности y0
определяется через коэффициент перед аргументом

y, т.е.
(
(1− β2)1/4/lH

)
y = y/y0, откуда следует, что

y0 → ∞ при v0 → vF. С другой стороны, импульс

pz определяется неоднородностью волновой функции

вдоль оси z. В данном случае это шаг винтовой ли-

нии. Если радиус винтовой линии стремится к беско-

нечности, то, очевидно, для перемещения на какое-

либо расстояние вдоль оси z потребуется бесконечно

много времени, т.е. соответствующее состояние не на-

ступит. Это и означает, что при v0 = vF сохраняются

только состояния pz = 0.

Коллапс уровней Ландау должен привести к кар-

динальной перестройке киральных особенностей вей-

левских полуметаллов. В частности, квантовые ос-

цилляции, обусловленные замкнутой орбитой ки-

рального нулевого уровня Ландау в тонкопленоч-

ных вейлевских полуметаллах, должны исчезнуть

при v0 = vF. Действительно, при этом условии ис-

чезает движение вдоль оси z и орбита разрывается.

Заключение. В настоящей работе мы сделали

следующие теоретические предсказания: при нали-

чии поперечного электрического поля зоны Ландау

сокращаются и при некотором значении электриче-

ского поля коллапсируют. Волновая функция объ-

емных состояний исчезает при E = vFH/c и состоя-

ния оказываются чисто линейными. Указанные эф-

фекты будут влиять на такие явления, как кванто-

вые осцилляции от поверхностных состояний в виде

Ферми-дуг, киральная аномалия и т.д.

В конце отметим, что влияние продольного элек-

трического поля на уровни Ландау дает уникальную

возможность управлять магнетизмом вейлевских по-

луметаллов с помощью электрического поля. Лиф-

шиц и Каганов [30], впервые обратившие внимание
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на этот эффект, предложили использовать его для

исследований изоэнергетических поверхностей в по-

лупроводниках. В работе [25] было исследовано оп-

тическое поглощение в полупроводниках в скрещен-

ных магнитном и электрическом полях. Благодаря

линейному спектру носителей влияние электрическо-

го поля на уровни Ландау в вейлевских полуметал-

лах существенно сильнее, чем в обычных полупро-

водниках и других нерелятивистских материалах.
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