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В рамках классической электродинамики установлена физическая причина неоднозначности, свя-

занной с зависимостью поляризации от выбора элементарной ячейки. Показано, что электрическая по-

ляризация кристалла определяется не только распределением зарядов в элементарной ячейке (плотно-

стью дипольного момента), но и микроскопическим механизмом нарушения симметрии в полярной фазе.

Предложен подход к вычислению поляризации, инвариантный относительно выбора элементарной ячей-

ки. Показано, что в “современной топологической теории” поляризации также имеет место зависимость

поляризации от механизма формирования полярной фазы.

DOI: 10.7868/S0370274X17070098

1. Макроскопическая поляризация представля-

ет собой фундаментальную характеристику веще-

ства, лежащую в основе феноменологического опи-

сания электромагнитных явлений в диэлектриках

[1]. Поляризация определяется объемными свойства-

ми материала, однако при установлении взаимосвя-

зи между поляризацией и микроскопической плотно-

стью заряда возникают известные проблемы, связан-

ные с неоднозначностью выбора элементарной ячей-

ки [1–6]. Потребность в адекватной теории поляри-

зации, помимо общенаучного интереса, обусловлена

широкими перспективами использования полярных

материалов в элементной базе современных инфор-

мационных технологий: в энергонезависимых ячей-

ках памяти [7], в транзисторных гетероструктурах

с двумерным электронным газом, сформированным

за счет скачка поляризации (на интерфейсах нит-

ридов) [8] или полярности (на интерфейсах окси-

дов) [9], а также в структурах спинтроники на ос-

нове мультиферроиков [10, 11]. Разрешение трудно-

стей, связанных с неоднозначностью выбора элемен-

тарной ячейки, предложено в “современной теории

поляризации” [12, 13]. Фундаментальный результат

данной теории, представленный в обзоре [14], заклю-

чается в том, что вектор электронной компоненты

поляризации P(e) выражается через топологическую

характеристику системы – фазу Берри [13, 14], опи-

сывающую эволюцию системы в гильбертовом про-

странстве волновых функций. Фаза Берри вычис-
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ляется через интеграл в импульсном пространстве

по зоне Бриллюэна, геометрия которой непосред-

ственно не связана с конкретным выбором элемен-

тарной ячейки в координатном пространстве, что

снимает проблему ее выбора при вычислении поля-

ризации. Однако квантовомеханическая фаза Бер-

ри представляет собой многозначную функцию па-

раметров системы, сравнимую по модулю 2π. Соот-

ветственно, поляризация в “современной теории по-

ляризации” так же трактуется как многозначная ха-

рактеристика системы [14, 15], что делает неочевид-

ным соответствие этой теории классической элек-

тродинамике. Таким образом, имеется определен-

ный смысловой разрыв между современным уров-

нем микроскопического квантовомеханического опи-

сания поляризации и классической электродинами-

ческой картиной.

В настоящей работе в рамках классической элек-

тродинамики предложен подход к определению элек-

трической поляризации кристалла, основанный на

представлении о нарушении симметрии в полярных

системах, обеспечивающий независимость поляриза-

ции от выбора элементарной ячейки. Показано, что

в общем случае поляризация не сводится к электри-

ческому дипольному моменту элементарной ячейки,

но включает дополнительный вклад, обусловленный

механизмом нарушения симметрии. Кроме того, ана-

логичная зависимость поляризации от предыстории

возникновения полярной фазы, связанная с конкрет-

ным механизмом нарушения симметрии, присутству-

ет также и в топологическом подходе.
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2. В рамках традиционного подхода [1] электри-

ческая поляризация P связана с плотностью заряда

ρ(r) соотношением

divP(r) = −ρ(r). (1)

Поскольку поляризация – материальная характери-

стика среды, естественно положить, что вне образца

P = 0. При этом выражение для полного дипольно-

го момента образца dcryst выражается через интеграл

от поляризации P по объему образца:

dcryst =

∫

cryst

rρ(r)dr =

∫

cryst

P(r)dr. (2)

Как известно [1, 14], значения поляризации P в (1) и

(2) могут отличаться на произвольный вектор с ди-

вергенцией, равной нулю (ротор другого вектора или

константу). В настоящей работе показано, что в тер-

модинамическом пределе бесконечного объема (без

учета зарядов на поверхности кристалла) поляриза-

ция имеет две компоненты:

P(r) = Pρ(r) +Pa, (3)

где Pρ(r) – вклад, связанный с дипольным моментом

ячейки, Pa – вспомогательная константа, определя-

емая выбором элементарной ячейки и конкретным

механизмом нарушения симметрии при переходе из

неполярной фазы в полярную.

Вклад в поляризацию Pρ(r) определяется стан-

дартным образом [1, 6] как плотность дипольного мо-

мента ячейки:

Pρ =
d

ν
, (4)

где ν – объем элементарной ячейки, d – электриче-

ский дипольный момент ячейки

d =

∫

cell

rρ(r)dr = 〈rρ(r)〉 , (5)

ρ(r+R) = ρ(r) – периодическое с периодом решетки

R распределение заряда в кристалле, угловые скобки

в (5) и ниже обозначают интеграл по элементарной

ячейке.

С учетом заряда решетки соблюдается усло-

вие электронейтральности 〈ρ(r)〉 = 0 и выражение

(5) инвариантно относительно сдвига элементарной

ячейки на период решетки. Однако поляризация Pρ,

определяемая согласно (4) и (5) распределением за-

ряда ρ(r) в элементарной ячейке, в общем случае не

инвариантна относительно сдвига на произвольный

вектор, т.е. зависит от выбора формы элементарной

ячейки.

Основные особенности, связанные с выбором эле-

ментарной ячейки, можно наглядно представить, ес-

ли в (5) перейти к дискретному распределению заря-

да (представление Клаузиуса–Моссотти):

ρ(r) =
∑

i∈cell

qiδ(r−R− ri), (6)

где i – номер заряда qi в элементарной ячейке. Для

поляризации (4) соответственно получим:

Pρ ≡ Pq =
1

ν

∑

i∈cell

qiri. (7)

Рассмотрим совокупность зарядов в элементар-

ной ячейке как молекулу и опишем трансформацию

молекулы (зарядов в элементной ячейке), вызванную

смещением зарядов, и обусловленное этим изменение

дипольного момента. Классическое выражение для

электрического тока, связанного с движением N за-

рядов (это могут быть заряды в элементарной ячейке

(6), либо в молекуле) имеет вид

J(r, t) =
N
∑

i=1

qiδ(r−R− ri0 − ui(t))u̇i(t), (8)

где ui(t) – зависящее от времени смещение i-го заря-

да из исходного положения ri0. При этом координата

заряда (мы говорим именно о движении зарядов, а

не только ионов и электронов, что позволяет еди-

ным образом также учесть в пределе N → ∞ изме-

нение распределения заряда в молекуле или ячейке в

результате изменения зарядов на валентных связях)

эволюционирует как:

ri(t) = ri0 + ui(t). (9)

В начальный момент времени считаем ui(t = 0) = 0.

В случае одиночной молекулы, проинтегрировав (8)

сначала по всему объему, занимаемому молекулой, а

затем по времени, получим обычное выражение для

изменения дипольного момента молекулы:

δdmol =

∫ ∫

J(r, t)drdt =

N
∑

i=1

qiui. (10)

Зная начальные положения атомов, можно найти ре-

зультирующий дипольный момент молекулы

dmol = d0mol + δdmol =

N
∑

i=1

qiri, (11)

где ri – результирующее положение заряда после

трансформации молекулы, d0mol – дипольный мо-

мент молекулы до трансформации. Соотношение
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(11) с точностью до нормировки на объем соответ-

ствует (7). Если дипольный момент молекулы в ис-

ходном состоянии (в начальный момент времени)

d0mol равен нулю, например, в силу наличия центра

инверсии, то формула (10) дает значение полного ди-

польного момента.

Применим данную процедуру к бесконечному пе-

риодическому кристаллу. Представление кристалла

на языке совокупности элементарных ячеек эквива-

лентно представлению в виде совокупности непере-

крывающихся “молекулярных облаков”, каждое из

которых сосредоточено в своей элементарной ячей-

ке. Если в процессе трансформации ни один из заря-

дов не пересекает границу элементарной ячейки, то

результирующий дипольный момент элементарной

ячейки (5) и соответственно поляризация (4) опре-

деляются соотношениями (10), (11). Если же часть

зарядов (пусть для определенности их число равно

M ) в процессе трансформации пересекает границу

элементарной ячейки, то исходно неперекрывавши-

еся “молекулярные облака” заряда начинают пере-

крываться. Существенно, что дипольный момент об-

разца в целом при этом по-прежнему можно пред-

ставить как сумму “молекулярных диполей”. Нали-

чие зарядов, пересекающих в процессе трансформа-

ции границы ячейки, обусловлено прежде всего заря-

дом ковалентных связей, но может быть связано и с

ионами, расположенными до начала трансформации

вблизи или на границах элементарной ячейки.

При стандартном подходе и до и после трансфор-

мации кристалл рассматривается как совокупность

неперекрывающихся элементарных ячеек. Заданное

распределение заряда внутри ячейки может быть ре-

зультатом различных трансформаций заряда, в хо-

де которых заряды могут как пересекать границы

ячейки, так и оставаться внутри нее. В силу пери-

одичности кристалла каждому из M зарядов, поки-

нувших ячейку, соответствует ровно M зарядов, во-

шедших в ячейку. Если ограничиться рассмотрением

атомов только внутри заданной элементарной ячей-

ки, то при M 6= 0 их расположение и соответственно

дипольный момент ячейки уже не описываются про-

стым соотношением (9), поскольку исходное положе-

ние r′jo каждого из этих атомов находится вне рас-

сматриваемой элементарной ячейки. Соответствен-

но, неприменима при d0 6= 0 для описания диполь-

ного момента ячейки и формула (11). Замечательно,

однако, то, что изменение дипольного момента, свя-

занное с изменением положения j -го заряда uj , вы-

раженное через интеграл от тока по времени транс-

формации и по объему, остается неизменным, неза-

висимо от того, берется интеграл от тока по всему

объему “молекулярного облака” или только по объе-

му элементарной ячейки

∫

J(r, t)dr = 〈Jcell(r, t)〉 , (12)

где Jcell(r, t) – реальный ток зарядов, протекающий

в момент времени t в рассматриваемой ячейке. При

этом изменение положения заряда uj можно пред-

ставить как:

uj = uin
j + uout

j , (13)

где первый член в правой части – это смещение j -го

заряда с исходным положением rjo внутри рассмат-

риваемой ячейки, а второй член – смещение этого за-

ряда уже вне ячейки, которое в точности равно сме-

щению внутри рассматриваемой ячейки эквивалент-

ного (отстоящего на период решетки) заряда, распо-

ложенного до начала трансформации вне ячейки в

точке r′jo. Таким образом, мы приходим к важному

выводу (см. также [14]), что изменение дипольного

момента элементарной ячейки и, соответственно, по-

ляризации определяется интегралом от тока заряда

по элементарной ячейке:

δP = P(t)−P(0) =

∫ t

0

jp(t)dt, (14)

где jp(t) – усредненная по ячейке плотность тока час-

тиц (12), jp(t) = 1/ν 〈Jcell(r, t)〉.
Опишем подход, позволяющий связать поляриза-

цию с распределением зарядов ρ(r), сформировав-

шихся в результате трансформации из неполярной

фазы в полярную, и учесть вклад в поляризацию за-

рядов, пересекающих в процессе трансформации гра-

ницы элементарной ячейки. Будем считать, что ме-

ханизм возникновения поляризации известен, т.е. за-

даны траектории движения всех зарядов {ui(t)} (9) в

ходе эволюции от неполярной фазы к полярной. Ос-

новная проблема, как мы выяснили, обусловлена за-

рядами, пересекающими в процессе трансформации

границы ячейки. В силу периодичности кристалла,

если часть зарядов выходит за границу элементар-

ной ячейки, в точности такая же часть зарядов вхо-

дит в элементарную ячейку через противоположную

границу. Обозначим через ũj приведенные к элемен-

тарной ячейке сдвиги положения зарядов, которые

пересекли границу. Соответственно координаты та-

ких зарядов, расположенные внутри элементарной

ячейки, равны:

r̃j(t) = rj0 + ũj(t) = r′jo + uj(t). (15)
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В результате дипольный момент элементарной ячей-

ки можно записать как

d =

N−M
∑

i=1

qiri +

N
∑

j=N−M+1

qj r̃j . (16)

В (16) все координаты зарядов, в отличие от (11) при

M 6= 0, лежат внутри рассматриваемой элементар-

ной ячейки. При M = 0, разумеется, r̃j(t) = rj и

r̃j0(t) = rj0.

Таким образом, как уже было отмечено, при

наличии атомов, пересекающих границу элементар-

ной ячейки, дипольный момент элементарной ячей-

ки (16) отличается от дипольного момента “молеку-

лярного облака” (11). Но именно изменение диполь-

ного момента “молекулярного облака” и определяет

истинное изменение дипольного момента кристалла

и поляризации. Установим взаимосвязь (16) и (11).

В соотношении (15) смещения ũj , обозначенные зна-

ком тильда, связаны с истинными изменениями по-

ложения зарядов uj (13) (которые, в свою очередь,

определяются реальными микроскопическими тока-

ми) соотношением

ũj = uj −Rj , (17)

где Rj – вектор решетки, соединяющей границы

ячейки, которые пересекает заряд qj . Вектор Rj на-

правлен от грани, через которую заряд вошел в ячей-

ку, к грани, через которую идентичный заряд поки-

нул ячейку. При этом второй член в правой части

(17) описывает “переброс” заряда в реальном про-

странстве, который, однако, не имеет реального фи-

зического смысла и обусловлен формальным ограни-

чением на рассмотрение зарядов только внутри за-

данной геометрии элементарной ячейки.

Выражению (16) для дипольного момента ячейки

d можно формально придать форму, полностью ана-

логичную выражению для дипольного момента “мо-

лекулярного облака” (10), (11):

d = d0 + δd (18)

(здесь d0 – дипольный момент ячейки до нача-

ла трансформации), если ввести фиктивный ток

Jf (r, t):

δd =

∫

〈Jf (r, t)〉 dt, (19)

определяющий изменение дипольного момента ячей-

ки. Фиктивный ток Jf (r, t) наряду с реальным током

зарядов включает в себя вспомогательный (auxiliary)

электрический ток ja, описывающий “переброс” (см.

(17)) как реальный физический процесс:

Jf (r, t) = Jcell(r, t)− ja(t),

где ток зарядов Jcell(t) определяется соотношением

(12), а вспомогательный ток Ja(t), не зависящий от

координаты и характеризующий сквозной ток через

ячейку, имеет вид

ja(t) =
1

ν

M
∑

k=1

qkñkδ(t− tk), (20)

где tk – время пересечения границы, ñk – единич-

ный вектор, направленный вдоль вектора решетки

Rk (17).

При вычислении поляризации, которая по опре-

делению не должна зависеть от выбора ячейки и

определяется только реальной эволюцией зарядов,

вспомогательный ток, напротив, должен быть ис-

ключен. В результате приходим к выводу, что по-

ляризационный ток jp в (14) включает в себя две

компоненты: усредненный (проинтегрированный) по

ячейке микроскопический фиктивный ток зарядов

Jf (r, t) и вспомогательный ток ja(t):

jp(t) =
1

ν
〈Jf (r, t)〉 + ja(t). (21)

Ток Jf (r, t) определяет перераспределение за-

рядов внутри ячейки и результирующий диполь-

ный момент ячейки. Вспомогательный ток ja(t) (см.

(20)) – это сквозной ток зарядов, пересекающих гра-

ницы элементарной ячейки, с равной нулю диверген-

цией, обеспечивающий вычитание фиктивного вкла-

да в дипольный момент, связанного с “перебросом” в

реальном пространстве зарядов, пересекающих гра-

ницы ячейки.

В результате из (14) с учетом (18)–(21) получаем

для изменения поляризации выражение:

δP = δPρ +Pa, (22)

в котором первый член в правой части определяет-

ся изменением поляризации (4) δPρ = δd/ν, связан-

ным с изменением электрического дипольного мо-

мента (19), который в общем случае зависит от выбо-

ра элементарной ячейки. Но в (22) имеется и второе

слагаемое – вклад в (6) вспомогательного тока (20),

(22):

Pa =

∫ t

0

ja(t)dt, (23)

компенсирующего фиктивный вклад в дипольный

момент, обусловленный “перебросом” в реальном

пространстве зарядов при пересечении границы эле-

ментарной ячейки (17). Это второе слагаемое и

обеспечивает независимость поляризации от выбора

ячейки. Если известно значение поляризации P0 до
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трансформации, то для результирующей поляриза-

ции получаем выражение (3), которое представляет

собой основной результат нашей работы.

3. Покажем, что в случае, если задан или изве-

стен механизм перераспределения заряда в ячейке

при переходе в полярную фазу, развитый подход поз-

воляет определить электрическую поляризацию, не

зависящую от выбора элементарной ячейки. Пробле-

му выбора элементарной ячейки при этом хорошо ил-

люстрирует пример [5] одномерного (1D) кристалла

с зарядами, расположенными на границах элемен-

тарной ячейки (рис. 1). В целом кристалл обладает

Рис. 1. Элементарная ячейка 1D центросимметрично-

го кристалла [5]. (а) – Элементарная ячейка с центром

инверсии и нулевым дипольным моментом. (b) – Эле-

ментарная ячейка без центра инверсии с отличным от

нуля дипольным моментом. Вертикальными штрихо-

выми линиями здесь и на рис. 2, 3 отмечены границы

элементарных ячеек

центром инверсии и согласно симметрийным сооб-

ражениям его поляризация должна быть равна ну-

лю. Как отмечено в [6], неоднозначность, связанную

с зависимостью дипольного момента от выбора эле-

ментарной ячейки, можно устранить выбором “есте-

ственной элементарной ячейки”. Под “естественной”,

в первую очередь, следует понимать элементарную

ячейку, симметрия которой отвечает симметрии объ-

емного кристалла. Для “естественного” выбора цен-

тросимметричной элементарной ячейки 1D кристал-

ла (см. рис. 1а) дипольный момент равен нулю. Од-

нако если выбранная элементарная ячейка лишена

центра инверсии (см. рис. 1b), дипольный момент d

ячейки, вычисленный согласно (5), (16), равен:

d = (1− 2α)Qeffa/2, (24)

где a – период кристалла, Qeff – эффективный заряд

атома, α – доля заряда на левой границе, приходя-

щегося на данную ячейку (в “естественной” элемен-

тарной ячейке α = 1/2).

Соотношения, полученные в предыдущем разде-

ле, позволяют формализовать (и уточнить) проце-

дуру “естественного выбора” элементарной ячейки

и наполняют ее физическим содержанием. Рассмот-

рим переход от “естественной” центросимметричной

ячейки (см. рис. 1а) к нецентросимметричной (см.

рис. 1b) как физический процесс, связанный с реаль-

ным перемещением атомов. Поскольку в центросим-

метричном кристалле поляризация равна нулю из

соображений симметрий, то изменение поляризации

при переходе в полярную фазу равно полной поля-

ризации кристалла (P0 = P(0) = 0 в (19)). В рас-

смотренном выше и в [5] примере (см. рис. 1) диполь-

ный момент (16) новой нецентросимметричной ячей-

ки (рис. 1b), определяющий первое слагаемое в (3),

задается соотношением (24). При переходе от ячейки

(см. рис. 1а) к ячейке (рис. 1b) заряд, пересекающий

границы ячейки, равен (1/2 − α)Qeff (с учетом на-

правления смещения заряда). Изменение дипольно-

го момента, соответствующего вспомогательной по-

ляризации Pa в (3) и (22), в результате совпадает с

выражением (24), взятым с обратным знаком. Таким

образом, получаем, что полная поляризация нецен-

тросимметричной ячейки (3), как и должно быть,

равна нулю.

В случае если кристалл лишен центра инверсии, и

его симметрия допускает существование электриче-

ской поляризации, выбор “естественной ячейки” не

однозначен. Интерпретация электрической поляри-

зации кристалла как проявления феномена “нару-

шенной симметрии” дает основание выбрать в ка-

честве “естественной ячейки” такую, которая соот-

ветствует центросимметричной ячейке симметрич-

ной прафазы (материала выше температуры сегнето-

электрического перехода). Разумеется, “естественная

ячейка” “нецентросимметричной” фазы уже лишена

центра инверсии. Для сегнетоэлектрика выбор пра-

фазы вполне однозначен и определяется известными

характеристиками сегнетоэлектрического перехода.

Для пироэлектриков в принципе возможен различ-

ный выбор прафаз, поскольку формально точка пе-

рехода находится вне области существования мате-

риала. В заданной прафазе выбор центросимметрич-

ных элементарных ячеек может быть осуществлен

различными способами. При этом дипольный момент

каждой “естественной ячейки” равен нулю. В нецен-

тросимметричной фазе это уже не так и возникает

определенный произвол в выборе ячеек (см. далее).

В качестве примера рассмотрим простейшую мо-

дель 1D кристалла без центра инверсии – цепочку
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с двумя различными атомами в элементарной ячей-

ке (рис. 2, 3) и неэквивалентными связями между

Рис. 2. Выбор элементарной ячейки кристалла без цен-

тра инверсии. Центросимметричная прафаза 1D кри-

сталла с удвоением по узлам (см. текст). Стрелками

здесь и на рис. 3 отмечены центры элементарных яче-

ек. (a)–(f) – разные варианты ячеек

атомами. В литературе данная модель известна как

модель Райса–Меле [16] и представляет собой обоб-

щение на случай различных атомов в элементарной

ячейке модели, описывающей переход Пайерлса с

удвоением периода в транс-полиацетилене [17]. Сим-

метрия системы без центра инверсии допускает су-

ществование поляризации, и модель была использо-

вана в [18, 19] для качественного описания сегнето-

электричества.

Пусть неэквивалентные связи имеют длины a± =

= a/2 ± u, где a – период решетки, u > 0 – изме-

нение длины связи в результате смещения атомов

(верхний знак при этом отвечает “одинарной” связи,

нижний – “двойной”). Для описания распределения

заряда ограничимся узельным приближением (учет

заряда на связях качественно не меняет выводы, но

Рис. 3. Выбор элементарной ячейки кристалла без цен-

тра инверсии. Центросимметричная прафаза 1D кри-

сталла с удвоением по связям (см. текст). (a)–(d) – раз-

ные варианты ячеек

усложняет рассмотрение и делает его менее нагляд-

ным). В качестве прафазы выберем сначала цепоч-

ку с одинаковыми связями (см. рис. 2) длиной a/2.

Центр центросимметричной ячейки в прафазе нахо-

дится на атоме, и на ячейку приходится половина

заряда каждого из двух атомов другого типа, распо-

ложенных на границе. Ячейку прафазы можно вы-

брать двумя способами: I изображен на рис. 2а и II –

на рис. 2b. Нарушение симметрии при этом связано

со смещением u атомов из положения равновесия,

приводящем к неэквивалентности связей. Смещение

u, таким образом, может играть роль параметра по-

рядка. Переход в полярную фазу может осуществ-

ляться двумя способами, приводящими к различным

кристаллическим структурам С и C′, отличающим-

ся взаимным расположением атомов с положитель-

ным и отрицательным значением эффективного за-

ряда. Если подрешетка атомов А с отрицательным

эффективным зарядом смещается в положительном

направлении, получаем полярный кристалл С, в про-

тивном случае – кристалл C′. Для определенности

рассмотрим кристалл С. При этом остается неопре-

деленным положение центра ячейки, который при

переходе в полярную фазу может остаться либо по-

середине между двумя одинаковыми атомами, либо

на атоме (либо занять промежуточное положение).

Пусть центр ячейки полярной фазы расположен

на атоме. В этом случае элементарную ячейку мож-
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но выбрать двумя способами: IC – центр расположен

на отрицательно заряженном атоме (см. рис. 2c), IIC

– центр ячейки расположен на положительно заря-

женном атоме (см. рис. 2d). При трансформации сим-

метричной фазы в полярную в результате изменения

длин связей один атом полностью входит в ячейку,

а второй – выходит. В результате электрические ди-

польные моменты (16) ячеек (см. рис. 2c, d) равны:

di = dIi = dIIi = Qeff(a/2− u), (25)

где индекс i означает, что центр ячейки располо-

жен на атоме. Таким образом, дипольный момент

в данном примере не зависит от способа выбора

“естественной ячейки” и определяется длиной более

короткой (более сильной) связи. Однако при такой

трансформации через ячейку протекает электриче-

ский ток, вклад которого Pa в поляризацию (3) так-

же должен быть учтен. Поляризационный ток пере-

носит через ячейку заряд – Qeff/2 (=Pa), и для по-

ляризации (3) находим:

P =
1

a
di + Pa = −Qeff

u

a
, (26)

что полностью отвечает картине спонтанного нару-

шения симметрии в результате смещения подреше-

ток на величину u. При этом и поляризация P (26),

и смещение u в равной степени могут играть роль

параметра порядка.

Пусть теперь центр ячейки находится посередине

между атомами, расположенными на границах ячей-

ки. Два варианта ячеек полярной фазы, соответству-

ющих ячейкам III и IV прафазы, представлены на

рис. 2e, f. Дипольный момент do (индекс о обознача-

ет, что центр ячейки – посередине между атомами

на границах ячейки) задается отклонением атома от

центра ячейки и равен:

do = dIIIo = dIVo = −Qeffu. (27)

Вспомогательный ток (см. (20)) при такой конфигу-

рации ячейки равен нулю. Также равен нулю и вспо-

могательный вклад Pa в поляризацию P (3), кото-

рая определяется только дипольным моментом (27) и

совпадает с результатом (26), полученным для ячей-

ки с центром на атоме. Таким образом, с учетом

вклада вспомогательного тока (20) в электрическую

поляризацию (3), (23) величина поляризации не за-

висит от положения центра ячейки и определяется

соотношением (26).

Рассмотрим теперь в качестве центросимметрич-

ной прафазы цепочку с одинаковыми атомами (см.

рис. 3). Центр центросимметричной ячейки в прафа-

зе находится в центре связи. Возможны два вариан-

та выбора центросимметричной ячейки: III (рис. 3а)

и IV (рис. 3b) с центрами на “двойной” и “одинар-

ной” связях соответственно. Нарушение симметрии

при этом связано с возникновением разбаланса заря-

да ±Qeff на узлах, который формируется в резуль-

тате перетекания тока по связям. В реальной кри-

сталлической структуре какая-то часть тока проте-

кает даже по слабой связи. Поэтому вспомогатель-

ные токи необходимо учитывать при любом выборе

элементарной ячейки. Как и в предыдущем примере,

нарушение симметрии может приводить к образова-

нию двух кристаллических структур С и C′, связан-

ных операцией инверсии. Рассмотрим далее только

кристалл С. При переходе в полярную фазу каждая

из центросимметричных ячеек неполярной фазы III

и IV порождает только одну “естественную” ячейку

полярной фазы с центром ячейки посередине связи,

соответственно, V (рис. 3c) и VI (рис. 3d). Дипольные

моменты ячеек полярной фазы при этом равны:

dV = Qeff(a/2− u), dVI = −Qeff(a/2 + u). (28)

Дипольные моменты, соответствующие различ-

ному выбору “естественных элементарных ячеек”

для одной и той же кристаллической структуры, от-

личаются и по направлению, и по абсолютному зна-

чению. Однако и вспомогательные токи, протекаю-

щие через границы ячеек при формировании поляр-

ной фазы либо при переходе от одной ячейки к дру-

гой, тоже различны для различного выбора ячеек.

Пусть заряды, перетекающие по “двойной” и “оди-

нарной” связи, равны соответственно Q1 и Q2:

Q1 +Q2 = Qeff. (29)

Для вкладов в поляризацию, обусловленных вспомо-

гательными токами, имеем:

PaV = −Q2, PaVI = Q. (30)

Суммируя дипольный (28) и вспомогательный (30)

вклады для поляризации (3), получаем единое выра-

жение, не зависящее от выбора элементарной ячейки:

P = −Qeffu/a+ (Q1 −Q2)/2. (31)

Следовательно, при заданном механизме формиро-

вания полярной фазы поляризация не зависит от вы-

бора элементарной ячейки. Полярные фазы с одним

и тем же распределением зарядов в элементарной

ячейке (см. рис. 2, 3), но образовавшиеся в результате

действия различных механизмов нарушения симмет-

рии, характеризуются в общем случае разными зна-

чениями поляризации (26) и (31). Покажем, что за-

висимость поляризации от механизма перехода в по-

лярную фазу присутствует и в топологическом под-

ходе.
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4. В рамках топологического подхода изменение

электронного вклада в поляризацию между началь-

ной (t = 0) и конечной (t) точками адиабатического

процесса (формально t → ∞) [12–15, 18] связывается

с поляризационным током, вызванным адиабатиче-

ским перераспределением заряда (14). В топологиче-

ском подходе электронный вклад в поляризацию P(e)

определяется не дипольным моментом элементарной

ячейки, а локально калибровочно-инвариантной то-

пологической характеристикой – кривизной Берри.

При этом, если в качестве исходного состояния вы-

брано состояние с нулевой поляризацией (формаль-

но прафазу можно ввести и для пироэлектриков),

абсолютное значение поляризации равно ее измене-

нию (14).

В случае 1D кристалла, рассмотрением которого

мы ограничимся, электронный вклад в спонтанную

поляризацию при T = 0 может быть записан следу-

ющим образом:

P (e) = e
∑

s

∫ t

0

dt

∫ π/a

−π/a

dq

2π
Ωs

qt, (32)

где q – квазиимпульс в кристалле, a – период ре-

шетки, Ωs
qt – кривизна Берри в зоне s, суммирование

выполняется по заполненным состояниям.

Применим топологический подход к модели

Райса–Меле (см. рис. 2, 3) [15, 16]. В приближении

сильной связи гамильтониан модели с половинным

заполнением (один носитель на узел) можно пред-

ставить в виде векторного оператора в гильбертовом

пространстве двухкомпонентных функций [15]:

Ĥ = h1τ̂
(1) + h2τ̂

(2) + h3τ̂
(3), (33)

где τ̂ (1), τ̂ (2), τ̂ (3) – матрицы Паули, h1 = τ cos(qa/2),

h2 = −δ sin(qa/2), h3 = ∆. Здесь τ ± δ – альтерниро-

ванный межузельный интеграл перескока, ∆ – аль-

тернированная узельная энергия (потенциал). Пара-

метр δ описывает димеризацию связей вследствие

пайерлсовской неустойчивости. Параметр ∆ обуслов-

лен наличием двух различных атомов в элементар-

ной ячейке или чередующимся внешним потенциа-

лом (например, потенциалом лигандов). Энергетиче-

ский спектр гамильтониана (33) имеет вид Es(q) =

= s ·h(q), где h2 = h2
1 + h2

2 + h2
3 и номер зоны s = ±1.

Если δ = ∆ = 0, модель описывает простой 1D

металл. Если только один из параметров δ и ∆ об-

ращается в нуль, модель соответствует зонному ди-

электрику с удвоением элементарной ячейки, обла-

дающему центром инверсии. Если оба параметра δ

и ∆ отличны от нуля, модель также соответствует

зонному диэлектрику, но уже без центра инверсии, и

симметрия системы допускает существование элек-

трической поляризации [18, 19].

Для модели Райса–Меле сумма в соотношении

(32) содержит только одно слагаемое, отвечающее

полностью заполненной зоне; в дальнейшем соответ-

ствующий зонный индекс s = −1 будем опускать.

Кривизну Берри для данной зоны можно записать,

перейдя в пространстве (33) к сферическим коорди-

натам, как [15]:

Ωqt = Ωθϕ

(

∂θ

∂q

∂ϕ

∂t
− ∂θ

∂t

∂ϕ

∂q

)

, (34)

где Ωθϕ = (1/2) sin θ – кривизна Берри в сферических

углах θ и ϕ. Зависящие от времени параметры δ и

∆ определяют адиабатический процесс, в результате

которого устанавливается спонтанная поляризация.

После вычисления якобиана в (34) кривизна Берри

принимает вид

Ωqt = −aτδ

4h3

∂∆

∂t
+

aτ∆

4

sin2(qa/2)

h3

∂δ

∂t
. (35)

Поляризация в фазе с ненулевыми δ и ∆ может

возникнуть в результате фазового перехода в одной

из неполярных фаз либо с δ 6= 0 и ∆ = 0, либо с δ = 0

и ∆ 6= 0. В дальнейшем для простоты предполагаем,

что заряд ионов равномерно распределен по ячейке.

В этом случае соотношение (32) определяет полную

поляризацию.

Рассмотрим сначала случай, когда поляризация

устанавливается в результате перехода из фазы с

δ 6= 0 и ∆ = 0. При этом роль параметра поряд-

ка играет ∆. При условии, что δ = const, прямые

вычисления в соответствии с (32) и (35) приводят к

соотношению:

P (e) ≡ P1 = − eδ∆

2πτ
√
τ2 +∆2

Π1(−κ2
1, k), (36)

где κ2
1 = (τ2 − δ2)/τ2, k2 = (τ2 − δ2)/(τ2 + ∆2),

Π1(−κ2
1, k) – полный эллиптический интеграл третье-

го рода [20], который стремится к конечному значе-

нию при ∆ → 0, но δ 6= 0.

Рассмотрим далее переход из фазы с δ = 0 и

∆ 6= 0. В качестве параметра порядка в этом случае

выступает δ. При ∆ = const имеем:

P (e) ≡ P2 =
eδ∆

2πτ
√
τ2 +∆2

[

Π1(−κ2
2, k)− K(k)

]

,

(37)

где κ2
2 = τ2/(τ2 + ∆2), K(k) – полный эллиптиче-

ский интеграл первого рода [20]. Как K(k), так и

Π1(−κ2
2, k) имеют конечные пределы при δ → 0,

∆ 6= 0.
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Из (36), (37) следует, что в общем случае P1 6=
6= P2. Таким образом, поляризация полярной фазы в

рамках топологического подхода зависит от выбора

траектории в пространстве параметров, т.е. от кон-

кретного микроскопического механизма перехода в

полярную фазу.

5. В настоящей работе в рамках классической

электродинамики предложен подход, позволяющий

в термодинамическом пределе определять и вычис-

лять электрическую поляризацию кристалла, не за-

висящую от выбора элементарной ячейки. Поверх-

ностные эффекты, связанные с конечностью кри-

сталла, будут рассмотрены в отдельной работе. Клю-

чевым моментом нашего подхода служит рассмотре-

ние полярной фазы как результата эволюции непо-

лярной прафазы, для которой в силу симметрии по-

ляризация равна нулю. Одна и та же полярная фа-

за может иметь различные прафазы. Следователь-

но, переход в полярную фазу может осуществляться

в результате различных физических процессов, ко-

торые представляют собой разные механизмы воз-

никновения сегнетоэлектричества. В нашем подходе

электрическая поляризация кристалла, понимаемая

как средний дипольный момент кристалла как цело-

го, наряду с важным для интуитивного восприятия

дипольным моментом локальной элементарной ячей-

ки, включает также дополнительный вклад, завися-

щий от конкретного механизма перехода в полярное

состояние и от выбора ячейки. Этот дополнительный

вклад в поляризацию определяется зарядами, пере-

секающими в процессе эволюции границы элементар-

ной ячейки. Результирующая поляризация, обуслов-

ленная конкретным механизмом, не зависит от выбо-

ра элементарной ячейки. Существенно, что зависи-

мость поляризации от механизма перехода системы

в полярную фазу присутствует и при квантовомеха-

ническом вычислении поляризации в рамках тополо-

гического подхода. При описании дополнительного

вклада в поляризацию ключевым моментом служит

представление кристалла не только в виде совокуп-

ности элементарных ячеек, но и в виде совокупно-

сти “молекулярных облаков”, которые в неполярной

фазе принадлежат различным ячейкам, но в процес-

се эволюции могут перекрываться. Исходя из удоб-

ства вычислений, в неполярной центросимметричной

прафазе “молекулярное облако” может быть выбрано

и нецентросимметричным. В некоторых случаях, но

не всегда, элементарную ячейку можно определить

таким образом, что дополнительный вклад в поля-

ризацию отсутствует. Только в этом случае поляри-

зация совпадает с плотностью дипольного момента

ячейки. Дополнительный вклад характеризует эле-

ментарную ячейку в целом и представляет собой кон-

станту, что обеспечивает сохранение базового соотно-

шения классической электродинамики, связывающе-

го дивергенцию поляризации и плотность электри-

ческого заряда. Фактически развитый в работе под-

ход представляет собой конструктивную реализацию

неоднократно обсуждавшейся в литературе степени

свободы, связанной с возможностью дополнения по-

ляризации вектором с равной нулю дивергенцией.
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