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Построено спектральное представление для пропагатора нейтрино в движущейся среде с постоян-

ной плотностью. Обнаружено, что в среде существует 4-мерная ось полной поляризации, все полюса

пропагатора классифицируются по значениям проекции спина на эту ось.
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1. Введение. Физика нейтрино постепенно ста-

новится инструментом исследований в разных обла-

стях: от геофизики до физики вне рамок Стандарт-

ной Модели. Если говорить о прохождении нейтрино

через вещество, то наиболее яркий эффект связан

с резонансным усилением осцилляций [1, 2] и про-

блемой дефицита солнечных нейтрино (см. обзоры

[3, 4]). Для описания распространения нейтрино в

среде используется либо квантовомеханический под-

ход, либо теоретико-полевой (см., например, [5, 6]).

В данной работе мы строим спектральное пред-

ставление пропагатора в движущейся среде, которое

основано на задаче на собственные значения для об-

ратного пропагатора. Оказалось, что можно напи-

сать простое аналитическое решение в самом общем

случае, без каких-либо ограничений на вид взаимо-

действий. Спектральное представление дает макси-

мально простой алгебраический подход для описа-

ния распространения нейтрино в движущейся среде

в рамках квантовой теории поля.

2. Пропагатор в среде и спиновые проекто-

ры. При рассмотрении задачи в рамках квантовой

теории поля центральным объектом является пропа-

гатор фермиона в среде, содержащий два четырех-

мерных вектора — импульс p и скорость среды u,

всего можно написать 8 гамма-матричных структур

в разложении пропагатора при нарушении четности.

Наиболее общее выражение для обратного пропага-

тора выглядит так:

S = G−1 = s1I + s2p̂+ s3û+ s4σ
µνpµuν +

+ s5iε
µνλρσµνuλpρ + s6γ

5 + s7p̂γ
5 + s8ûγ

5, (1)

где si – скалярные функции, зависящие от инвари-

антов.
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Далее решим задачу на собственные значения для

обратного пропагатора общего вида. Для этого удоб-

но использовать вместо γ-матричного другой базис с

простыми мультипликативными свойствами.

Следуя работе [7], введем вектор zµ, который яв-

ляется линейной комбинацией векторов p, u, облада-

ет свойствами вектора поляризации фермиона:

zµpµ = 0, z2 = −1, (2)

имеет вид

zµ = b(pµ(up)− uµp2), b = 1/
√

p2[(up)2 − p2]. (3)

Используя этот вектор, построим обобщенные

спиновые проекторы2):

Σ± =
1

2
(1± γ5ẑn̂), Σ±Σ± = Σ±, Σ±Σ∓ = 0, (4)

где nµ =
pµ

W
, W =

√

p2.

Легко проверить, что Σ± коммутируют со всеми

γ-матрицами в разложении обратного пропагатора

(1). Если умножить S(p, u) (1) на единичную мат-

рицу:

S = (Σ+(z) + Σ−(z))S ≡ S+ + S−, (5)

то получим два ортогональных друг другу слагае-

мых.

Еще одно свойство Σ± состоит в том, что “под на-

блюдением” спинового проектора (т.е. в слагаемых

S+, S−) γ-матричные структуры существенно упро-

щаются. А именно: γ-матрицы, содержащие скорость

uµ, сводятся к набору из 4-х γ-матриц, в которых ско-

рости нет: I, p̂, γ5, p̂γ5. Например, слагаемое û в (1)

2)Мы называем их обобщенными из-за дополнительного
фактора n̂. Но на самом деле (4) есть самый общий вид спи-
новых проекторов при нарушении четности и наличия смеши-
вания – см. подробности в [8].
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можно переписать в виде линейной комбинации p̂ и

ẑ и воспользоваться свойством проектора:

1 + γ5ẑn̂

2
û =

=
1 + γ5ẑn̂

2
(a1p̂+ a2ẑ) = Σ+(z)(a1p̂−

a2
W

p̂γ5). (6)

После этого упрощения удобно использовать внемас-

совые импульсные проекторы:

Λ± =
1

2
(1 ± n̂), nµ =

pµ

W
, (7)

ортогональные между собой.

Имея набор проекторов Λ± и Σ±, можно постро-

ить базис, который будем использовать дальше при

решении задачи на собственные значения:

R1 = Σ−Λ+, R5 = Σ+Λ+,

R2 = Σ−Λ−, R6 = Σ+Λ−,

R3 = Σ−Λ+γ5, R7 = Σ+Λ+γ5,

R4 = Σ−Λ−γ5, R8 = Σ+Λ−γ5.

(8)

Мультипликативные свойства базиса (8) представле-

ны в табл. 1, в которой элемент из столбца умножа-

ется слева на элемент из строки.

Обратный пропагатор (1) можно написать в виде

разложения по этому базису

S(p, u) =

4
∑

i=1

RiSi(p
2, pu) +

8
∑

i=5

RiSi(p
2, pu), (9)

причем две эти суммы ортогональны друг другу.

Таблица 1. Мультипликативные свойства элементов бази-
са (8)

R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8

R1 R1 0 R3 0 0 0 0 0

R2 0 R2 0 R4 0 0 0 0

R3 0 R3 0 R1 0 0 0 0

R4 R4 0 R2 0 0 0 0 0

R5 0 0 0 0 R5 0 R7 0

R6 0 0 0 0 0 R6 0 R8

R7 0 0 0 0 0 R7 0 R5

R8 0 0 0 0 R8 0 R6 0

Из табл. 1 следует, что в данном случае задача на

нахождение собственных значений обратного пропа-

гатора разделяется на две, решаемые отдельно для

R1 . . . R4 и для R5 . . . R8. Каждая из этих задач имеет

по два собственных значения.

3. Спектральное представление пропагато-

ра. Рассмотрим задачу на собственные значения для

некоторого линейного эрмитова оператора

Â|Ψi〉 = λi|Ψi〉. (10)

Решив эту задачу, можно представить оператор в ви-

де спектрального разложения [9]:

Â =
∑

λi|Ψi〉〈Ψi| =
∑

λiΠi, (11)

которое содержит собственные значения и собствен-

ные проекторы Πi = |Ψi〉〈Ψi|. Ортонормированность

системы векторов приводит к свойству ортогональ-

ности проекторов

ΠiΠk = δikΠk. (12)

Если оператор не является эрмитовым, то для по-

строения спектрального разложения нужно решать

две задачи на собственные значения: левую и пра-

вую.

Мы хотим построить спектральное представление

для обратного пропагатора самого общего вида (1),

(9), для этого нужно решить задачу на собственные

значения

SΠi = λiΠi. (13)

Заметим, что мы решаем задачу в матричном виде,

т.е. сразу ищем собственные проекторы Πi. Это мож-

но делать, используя γ-матричный базис, избежав

громоздких промежуточных формул. Что касается

неэрмитовости пропагатора: достаточно решить ле-

вую задачу на собственные значения и потребовать

ортогональности проекторов – см. [10].

Решив данную задачу, мы получим спектральное

представление для обратного пропагатора в движу-

щейся среде:

S(p, u) =

4
∑

i=1

λiΠi. (14)

Если собственные проекторы образуют полную

ортогональную систему, то пропагатор получается

обращением выражения (14):

G(p, u) =

4
∑

i=1

1

λi

Πi. (15)

Использование базиса (8) существенно упрощает

решение задачи на собственные значения. Собствен-

ный проектор тоже можно искать в виде разложения

по этому базису, причем ортогональность спиновых

проекторов (см. табл. 1) приводит к более простым

задачам с участием первой и второй четверок в (9).

Выше было отмечено, что “под наблюдением” спино-

вого проектора все гамма-матрицы в (1) превраща-

ются в набор I, p̂, γ5, p̂γ5. Поэтому, например, задача

на собственные значения для первой четверки
(

4
∑

k=1

RkSk

)(

4
∑

i=1

RiAi

)

= λ

(

4
∑

i=1

RiAi

)

(16)
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сводится к еще более простой: задаче на собствен-

ные значения для одетого вакуумного пропагатора

при нарушении четности [10]. Наличие среды прояв-

ляется в появлении спинового проектора и в скаляр-

ных коэффициентах разложения. Кроме того, про-

исходит удвоение числа собственных значений, для

которых возникают два квадратных уравнения.

Повторив алгебраические действия из [10], мож-

но выписать ответ для задачи на собственные значе-

ния в самом общем случае. Собственные проекторы

и собственные значения обратного пропагатора вы-

глядят так:

Π1 =
1

λ2 − λ1

(

(S2−λ1)R1+(S1−λ1)R2−S3R3−S4R4

)

,

Π2 =
1

λ1 − λ2

(

(S2−λ2)R1+(S1−λ2)R2−S3R3−S4R4

)

,

Π3 =
1

λ4 − λ3

(

(S6−λ3)R5+(S5−λ3)R6−S7R7−S8R8

)

,

Π4 =
1

λ3 − λ4

(

(S6−λ4)R5+(S5−λ4)R6−S7R7−S8R8

)

,

(17)

λ1,2 =
S1 + S2

2
±
√

(S1 − S2

2

)2

+ S3S4,

λ3,4 =
S5 + S6

2
±
√

(S5 − S6

2

)2

+ S7S8.

(18)

Здесь Si – коэффициенты разложения обратного

пропагатора в базисе (9).

Получившиеся проекторы имеют следующие

свойства: (i) SΠk = λkΠk,

(ii) ΠiΠj = δijΠj ,

(iii)
4
∑

i=1

Πi = 1.

Пропагатор в рамках Стандартной Модели. Об-

ратный пропагатор фермиона в Стандартной Моде-

ли в среде выглядит как

S = p̂−m+ αû(1− γ5), (19)

где u – 4-вектор скорости среды, p – 4-вектор импуль-

са частицы, α – параметр, зависящий от плотностей

электронов, протонов и нейтронов в среде.

Выпишем коэффициенты разложения в двух ба-

зисах: γ-матричном (1) и R-базисе (9):

s1 = −m, A1 = −m+W (1 +K+),

s2 = 1, A2 = −m−W (1 +K+),

s3 = α, A3 = −WK+,

s4 = 0, A4 = WK+,

s5 = 0, A5 = −m−W (1 +K−),

s6 = 0, A6 = −m+W (1 +K−),

s7 = 0, A7 = WK−,

s8 = −α, A8 = −WK−.

(20)

В (20) введены обозначения: K± =
α

W 2

(

(pu) ±

±
√

(up)2 −W 2
)

, W =
√

p2.

Решения задачи на собственные значения (13) в

этом случае имеют вид

λ1,2 = −m±W
√
1 + 2K+, (21)

λ3,4 = −m±W
√
1 + 2K−, (22)

Π1,2 =
1

2
Σ−

[

1± n̂
1 +K+ − γ5K+

√
1 + 2K+

]

, (23)

Π3,4 =
1

2
Σ+

[

1± n̂
1 +K− − γ5K−

√
1 + 2K−

]

. (24)

Случай покоящейся среды. Рассмотрим частный

случай пропагатора (19), а именно ситуацию, когда

среда покоится (u = 0, u0 = 1). В этом случае вектор

поляризации zµ (3) будет таким:

zµ =
1

W

(

|p|, pp0

|p|

)

, (25)

что соответствует спиральному состоянию фермио-

на, но вне массовой поверхности, поскольку W 6= m.

Спиновые проекторы (4) становятся проекторами на

направление импульса

Σ± =
1

2

(

1±Σ
p

|p|

)

, Σ = γ0
γγ5. (26)

После этого можно пользоваться приведенными

выше формулами для собственных значений и соб-

ственных проекторов, в которых факторы K± упро-

щаются следующим образом

K± =
α

W 2

(

p0 ± |p|
)

. (27)

Тем самым, в случае покоящейся среды воспро-

изводится хорошо известный факт [11, 12], что опре-

деленным законом дисперсии в среде обладают ней-

трино с определенной спиральностью.
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4. Заключение. Мы построили спектральное

представление пропагатора (15), (17), (18) нейтрино

в движущейся среде. В этом виде, основанном на за-

даче на собственные значения, пропагатор представ-

лен в виде суммы полюсов со своим γ-матричным

проектором и каждое слагаемое связано с опреде-

ленным законом дисперсии в среде. Точнее, связь

энергии и импульса возникает в результате обраще-

ния в нуль одного из собственных значений λi = 0 в

(15). Решения задачи на собственные значения полу-

чены для пропагатора самого общего вида (1). Осо-

бую роль в решении играют найденные нами обоб-

щенные спиновые проекторы (4) на фиксированную

ось (3), которые существенно упрощают алгебраиче-

ские вычисления.

В случае движущейся среды определенным зако-

ном дисперсии обладают состояния с определенной

проекцией спина на ось (3). В частном случае поко-

ящейся среды, операторы Σ± являются проектора-

ми на состояния с определенной спиральностью, что

соответствует ранее известным результатам [11, 12].

Заметим, что для движущейся среды нулевой ком-

мутатор [S,Σ±] = 0 не приводит к сохранению про-

екции спина на эту ось, так как проекторы Σ± не

коммутируют с гамильтонианом.

Мы рассмотрели случай движущейся неполяри-

зованной среды. Учет поляризации приводит к про-

стой замене uµ на комбинацию векторов скорости и

поляризации среды [13], техника вычисления не из-

меняется.

Построенное спектральное представление пропа-

гатора представляется наиболее простой и удобной

алгебраической конструкцией для описания эффек-

тов смешивания и осцилляций нейтрино в среде. За-

метим, что наличие спиновых проекторов существен-

но упрощает эту задачу, алгебраическая конструк-

ция будет повторять задачу смешивания в вакуу-

ме [8]. Возможные приложения развитого подхода

связаны с астрофизическими задачами, в частно-

сти, когда нейтрино распространяется через оболоч-

ку сверхновой (см., например, обзор [14]). Исследо-

вание спиновых свойств с учетом обнаруженной вне-

массовой оси полной поляризации заслуживает от-

дельного рассмотрения.

Мы благодарны В.А. Наумову за полезное обсуж-

дение.
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