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Термодинамика квантового газа и двухчастичная функция Грина
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С использованием теоремы вириала и уравнения движения для одночастичной функции Грина по-

казано, что термодинамические свойства однокомпонентного квантового газа полностью определяются

двухчастичной функцией Грина вне рамок теории возмущений.
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Благодаря экспериментальным достижениям

сверхнизких температур все больше возрастает

интерес к исследованиям квантовых газов (см.

[1–5] и ссылки там). Наиболее распространен-

ный подход к исследованию термодинамических

свойств таких систем основан на использовании

методов квантовой теории поля и соответствующей

диаграммной техники теории возмущений по меж-

частичному взаимодействию [6, 7]. В этом случае

основополагающим объектом является темпера-

турная одночастичная функция Грина (ОФГ), что

обусловлено возможностью представления термо-

динамического потенциала для пространственно

однородной и изотропной однокомпонентной систе-

мы как функционала ОФГ. На этой основе может

быть построена динамическая вариационная про-

цедура Латтинжера–Ворда [8] и Каданова–Бейма

[9]. Однако явный вид подобных функционалов

может быть представлен только в виде бесконеч-

ного функционального ряда теории возмущений

по межчастичному взаимодействию (см. подробнее

[10, 11]). Тем самым возникает традиционная пробле-

ма “обрыва” такого ряда, т.е. обоснования методов

последовательного приближенного вычисления как

ОФГ, так и термодинамических функций квантового

газа. В данной ситуации особое значение приобре-

тают точные соотношения между функцией Грина

и термодинамическим потенциалом квантового газа

вне рамок теории возмущений.

Рассмотрим пространственно однородную и изо-

тропную однокомпонентную систему точечных час-

тиц с массой m и спином s, которая занимает объем

V и характеризуется гамильтонианом
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Ĥ =
∑
p

ε0(p)â
+
p âp +

1

2V

∑
p,k,q

ν(q)â+p â
+
k+q âkâp+q,

ε0(p) =
~
2p2

2m
. (1)

Здесь и далее используем общепринятые обозначе-

ния:

p ≡ (p, σ1), k ≡ (k, σ2), q ≡ q, (2)

â+p и âp – соответственно операторы рождения и уни-

чтожения частиц в состоянии, характеризуемом им-

пульсом ~p и проекцией спина σ1, σ1, σ2 = −s, −s+1,

. . . , s− 1, s;

ν(q) =

∫
exp(−iq · r)ϕ(|r|)d3r, (3)

ϕ(|r|) – центральный парный короткодействующий

потенциал взаимодействия между частицами, кото-

рый считается заданным.

Отметим, что установление явного вида потен-

циала межчастичного взаимодействия представляет

собой важную задачу, решение которой выходит за

рамки настоящей работы.

Термодинамический потенциал Ω(V, T, µ) для

рассматриваемой системы, находящейся в объеме

V при температуре T (в энергетических единицах)

и характеризующейся химическим потенциалом µ,

равен

Ω(V, T, µ) = −T lnTr exp(−(Ĥ − µN̂)/T ), (4)

где N̂ = Σpâ
+
p âp – оператор полного числа частиц в

системе.

Как было отмечено выше, термодинамический

потенциал Ω(V, T, µ), который полностью определя-

ет термодинамические свойства квантового газа, яв-
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ляется функционалом ОФГ g(âp, â
+
p ; iωn): Ω = Ω[g]

[8–11]. Здесь и далее

g(Â, B̂; iωn) ≡ −1/2

1/T∫

−1/T

exp(iωnτ)〈T̂τ (Â(τ)B̂(0))〉dτ,

(5)

Â(τ) = exp((Ĥ − µN̂)τ)Â exp(−(Ĥ − µN̂)τ), (6)

T̂τ – оператор τ -упорядочения, угловые скобки обо-

значают усреднение с большим каноническим рас-

пределением Гиббса (см. (4)). При этом величина ωn

равна 2nπT для системы бозонов и (2n + 1)πT для

системы фермионов, где n – целое число, включая

нуль [6].

Соотношения (4)–(6) имеют смысл только после

перехода к термодинамическому пределу LimT : V →

→ ∞, 〈N̂ 〉 → ∞, n̄ = 〈N̂〉/V = const [12]. В результа-

те соотношение (4) принимает вид

P (T, µ) = −LimTΩ(V, T, µ)/V, (7)

где P (T, µ) – давление в квантовом газе, который ха-

рактеризуется средней плотностью числа частиц n̄.

С другой стороны, согласно теореме вириала,

имеющей место для любого из распределений Гиббса

(см. [12, 13] и ссылки там), справедливо равенство

P (T, µ) =
2〈k〉

3
− LimT

〈r · ∇rϕ(|r|)〉

3V
, (8)

где 〈k〉 – средняя кинетическая энергия рассматри-

ваемой системы, приходящаяся на единицу занимае-

мого ею объема V ,

〈k〉 = LimT
1

V

∑
p

ε0(p)f(p), f(p) = 〈â+p âp〉, (9)

f(p) – точная одночастичная функция распределе-

ния по импульсам, которая в приближении иде-

ального газа соответствует распределениям Бозе–

Эйнштейна или Ферми–Дирака, а величина 〈r ·

∇rϕ(|r|)〉 является вириалом для потенциальной

энергии,

LimT
1

V
〈r · ∇rϕ(|r|)〉 =

1

2
n̄2

∫
d3r(r · ∇rϕ(r))g2(r),

(10)

где g2(r) – точная парная корреляционная функция,

которая однозначно связана со статическим струк-

турным фактором, непосредственно измеряемым в

экспериментах по рассеянию нейтронов и рентгенов-

ских лучей [14],

S(q) = 1 + n̄

∫
exp(−iq · r){g2(r) − 1}d3r, (11)

n̄S(q) = LimTV
−1〈δn̂qδn̂−q〉,

δn̂q =
∑
k

â+k−q âk − 〈N̂〉δq,0. (12)

Из выражений (10)–(12) непосредственно следует

[15]:

LimT
〈r · ∇rϕ(|r|)〉

3V
=

= −
1

2
n̄2ν(0)−

n̄

6

∫
[3ν(q)+(q·∇qν(q))](S(q)−1)

d3q

(2π)3
.

(13)

Кроме того,

n̄(T, µ) = LimT
1

V

∑
p

f(p). (14)

Обратим внимание, что термодинамический

предельный переход в форме LimTV
−1Σp →

→ Σσ

∫
d3p/(2π)3 имеет место только для нормаль-

ных систем.

Согласно (8)–(14) термодинамические функции

квантового газа при использовании большого кано-

нического распределения Гиббса однозначно опреде-

ляются вне рамок теории возмущений, если извест-

ны одночастичная функция распределения f(p) (9) и

статический структурный фактор S(q) (11), (12). Тем

самым возникает необходимость самосогласованного

вычисления функций f(p) и S(q), что обусловлено

невозможностью точного вычисления этих функций

при учете взаимодействия между частицами.

Чтобы упростить рассмотрение этой задачи, ис-

пользуем спектральное представление для ОФГ (см.

подробнее [6])

g(âp, â
+
p ; iωn) =

1

π

∞∫

−∞

ImGR(âp, â
+
p ;E)

E − iωn
dE, (15)

где GR(âp, â
+
p ;E) – запаздывающая ОФГ, которая яв-

ляется аналитической функцией в верхней полуплос-

кости комплексных значений E,

GR(Â, B̂;E) = −
i

~

∞∫

0

exp(iEt/~)〈[Â(t), B̂(0)]η〉dt,

(16)

Â(t) = exp(i(Ĥ−µN̂)t/~)Â exp(−i(Ĥ−µN̂)t/~), (17)

[Â, B̂]η ≡ ÂB̂ − ηB̂Â, величина η равна (+1) для си-

стемы бозонов и (−1) для системы фермионов. При

этом [16, 17]:

〈B̂Â〉 =
1

π

∞∫

−∞

ImGR(Â, B̂;E)

exp(E/T )− η
dE, (18)
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EGR(Â, B̂;E) = 〈[Â, B̂]η〉+GR([Â, Ĥ−µN̂ ]η=1, B̂;E).

(19)

Из (18), (19), учитывая (1), (9), (16), (17) и ком-

мутационные соотношения для операторов â+p и âp,

находим

f(p) = 〈â+p âp〉 =
1

π

∞∫

−∞

ImGR(âp, â
+
p ;E)

exp(E/T )− η
dE, (20)

(E − ε0(p)− µ)GR(âp, â
+
p ;E) =

= 1 +
1

V

∑
k,q

ν(q)GR(â+k+q âkâp+q, â
+
p ;E), (21)

〈â+p â
+
k+q âkâp+q〉 =

1

π

∞∫

−∞

ImGR(â+k+q âkâp+q, â
+
p ;E)

exp(E/T )− η
dE.

(22)

Кроме того, согласно (12) при q 6= 0

n̄(S(q)− 1) = LimT
1

V

∑
p,k

〈â+p â
+
k+q âkâp+q〉. (23)

При значении волнового вектора q ≡ 0 из (12) непо-

средственно следует известное соотношение (см. по-

дробнее [18])

n̄S(q ≡ 0) = T (∂n̄/∂µ)T . (24)

Таким образом, согласно (20)–(24) одночастич-

ная функция распределения f(p) (9) и статический

структурный фактор S(q) (12) вне рамок теории воз-

мущений однозначно определяются двухчастичной

функцией Грина GR(â+k+q âkâp+q, â
+
p ;E).

Аналогичное утверждение имеет место и в отно-

шении термодинамических функций квантового га-

за в рамках большого канонического распределе-

ния Гиббса. Действительно, согласно (8)–(14), функ-

ций f(p) (9) и S(q) (12) достаточно для вычисле-

ния давления P (T, µ), а тем самым и термодинами-

ческого потенциала Ω(V, T, µ) (см. (7)): Ω(V, T, µ) =

= −P (T, µ)V . В свою очередь, термодинамический

потенциал Ω(V, T, µ) полностью определяет термо-

динамические функции рассматриваемой системы

[6, 12].

Представленные выше результаты дают возмож-

ность для самосогласованного вычисления как функ-

ций f(p) и S(q), так и термодинамических функ-

ций квантового газа. Другими словами, через двух-

частичную функцию Грина GR(â+k+q âkâp+q, â
+
p ;E)

можно установить соответствие между равновесны-

ми корреляционными функциями f(p) и S(q) кван-

тового газа, а также его термодинамическими свой-

ствами.
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суждения. Настоящая работа выполнена при финан-
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