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Деформация кристаллической решетки приводит к возникновению калибровочных псевдо-полей. В

настоящей работе исследована намагниченность деформированного вейлевского полуметалла, вызван-

ная псевдо-магнитным полем. Показано, что эта намагниченность отлична от нуля благодаря тому, что

одновременно с псевдо-магнитным полем индуцируется еще и электрическое поле – градиент дефор-

мационного потенциала. Также показано, что приложение реального электрического поля позволяет

изменять значение намагниченности, в частности, уменьшать ее до нуля. Наконец, в исследуемой систе-

ме возможна ситуация, когда в одной и той же системе сосуществуют два типа вейлевских фермионов:

типа I и типа II.
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Введение. Исследование вейлевских полуметал-

лов (ВП) является актуальной проблемой современ-

ной физики конденсированного состояния [1–11], так

как эти материалы могут стать основой для принци-

пиально новой электроники.

Как с фундаментальной, так и прикладной то-

чек зрения большой интерес представляет иссле-

дование влияния различных внешних возмущений

на свойства ВП. Такими возмущениями могут слу-

жить электромагнитное поле, различные деформа-

ции и др. В частности, дираковские системы прояв-

ляют интересные релятивистские эффекты в скре-

щенных магнитном и электрическом полях [12–18].

Из-за того, что циклотронная масса в случае ди-

раковского спектра зависит от энергии, электриче-

ское поле существенно влияет на уровни Ландау, а

соответственно, на квантовые осцилляции. Недавно

были исследованы квантование Ландау и осцилля-

ции термодинамических и кинетических величин в

ВП [19–24]. Особенно интересным проявлением ре-

жима скрещенных полей является явление коллапса

уровней Ландау – их исчезновение, когда скорость

дрейфа электронов становится равной скорости Фер-

ми. Кроме того, за счет электрического поля может

быть осуществлен фазовый переход между типами

I и II ВП [21]. Такие исследования интересны, как

минимум, с двух точек зрения. Во-первых, электри-
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ческое поле становится дополнительным инструмен-

том для управления диамагнетизмом дираковских

систем. Во-вторых, в явлениях, протекающих в скре-

щенных полях, зависимость уровней Ландау от элек-

трического поля (градиента температур в случае тер-

момагнитных явлений [15]) должна учитываться при

построении строгой теории таких явлений.

Одним из наиболее привлекательных явлений в

физике дираковских систем, в частности, графе-

на является возникновение калибровочных псевдо-

магнитных полей при деформации решетки [25]. Та-

кие поля недавно открыты и в ВП [26]. В [27–32] этот

эффект был обобщен для различных магнитных яв-

лений. В [29] были исследованы квантовые осцилля-

ции плотности состояний и проводимости, вызван-

ные псевдо-магнитным полем. А в недавней работе

[33] особенности квантования Ландау, возникающие

в скрещенных полях были обобщены на случай та-

ких псевдо-полей, так как последние как раз воз-

никают попарно: псевдо-магнитные и электрические.

Аналогичное исследование для графена было прове-

дено в [34].

В настоящей работе мы исследуем намаг-

ниченность ВП, вызванную деформационным

псевдо-полем. Такая намагниченность отлична

от нуля только благодаря тому, что наряду с

псевдо-магнитным полем при деформации воз-

никает и псевдо-электрическое. Дело в том, что

псевдо-магнитное поле имеет противоположные
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знаки вблизи различных точек Вейля. Присутствие

электрического поля нарушает эквивалетность

уровней Ландау вблизи различных точек Вей-

ля, что приводит к отличной от нуля полной

намагниченности. Кроме того, мы показали, что

приложение реальных электрического и магнитного

полей позволяет контролировать величину намаг-

ниченности. В частности, при некотором значении

внешнего электрического поля намагниченность

исчезает. В отличие от всех предыдущих работ по

указанной проблеме, мы используем более общий

наклонный гамильтониан, который с одной стороны,

по-видимому, является более подходящим для де-

формированного ВП (для графена это доказывается

в [22]), а с другой – позволяет обобщить некоторые

результаты и на ВП типа II.

Псевдо-поля в вейлевском полуметалле:

гамильтониан и спектр. Возникновение псевдо-

полей при деформации ВП, а также явление коллап-

са псевдо-уровней Ландау обсуждалось в [33]. В этой

работе в рамках модели прямоугольной решетки, в

которой точки Вейля разделены в импульсном про-

странстве значением b вдоль оси kx, было показано,

что деформация, описываемая следующими компо-

нентами вектора смещения узлов решетки u

ux = u0(2xy + Cx),

uy = u0(−x2 −Dy(y + C)),

uz = 0,

где u0, C,D есть константы, зависящие от материала

(подробности см. в [33]), приводит к появлению од-

нородного псевдо-магнитного поля с векторным по-

тенциалом A = (u0(2y + C)b, 0, 0) и однородного де-

формационного электрического поля с потенциалом

Φ(y) = u0(1−D)(2y + C).

Для задач, решаемых в настоящей работе кон-

кретные значения величин u0, C,D не важны. За-

метим, что при b = 0 псевдо-магнитное поле исче-

зает. Если псевдо-магнитное поле интерпретировать

на топологическом языке как топологический заряд,

то последнее утверждение означает, что калибро-

вочные псевдо-магнитные поля возникают попарно

так, чтобы суммарный топологический заряд рав-

нялся нулю. Другими словами, в различных вейлев-

ских точках, разделенных в импульсном простран-

стве, псевдо-магнитное поле имеет противополож-

ные знаки. Так что, при b = 0 две точки Вейля с

псевдо-магнитными полями противоположных зна-

ков накладываются друг на друга, приводя к ну-

левому результирующему полю. Электрическое по-

ле имеет одинаковый знак для обеих точек Вейля,

так как не является вихревым и обусловлено де-

формационным потенциалом в реальном простран-

стве. Далее мы будем использовать упрощенные вы-

ражения для компонент индуцированных потенциа-

лов Ax = 2u0by ≡ −B0y и Φ(y) = 2u0(1−D)y ≡ −E0y,

потому что добавки в виде констант к этим потенци-

алам никакую роль в конечных выражениях не иг-

рают.

Псевдо-магнитное поле приводит к смещению им-

пульса p → πη = p+η(e/c)A (где η = +1 для вейлев-

ской точки W+ и η = −1 для W−), а электрическое

поле – к смещению гамильтониана: H → H + eΦ. С

учетом сказанного, запишем гамильтониан задачи в

следующем виде:

H = ηυFσπη + ωπη + eE0y, (1)

где мы использовали наклонный гамильтониан Вей-

ля для рассмотрения наиболее общего случая. В фор-

муле (1) p есть импульс носителей вблизи точек Вей-

ля: p = ~(k − k+) и p = ~(k − k−), σ = (σx, σy, σz) –

матрицы Паули, υF – скорость Ферми носителей. Ес-

ли υF > |ω|, то гамильтониан (1) соответствует ВП

типа I с наклонным спектром, а случай υF < |ω| со-

ответствует ВП типа II.

Рассмотрим задачу квантования Ландау для га-

мильтониана (1). Эта задача для случая ненаклон-

ного спектра решена в [33]. Мы будем использовать

алгебраический подход. Запишем волновое уравне-

ние

H̄Ψ = ǫΨ, (2)

где

H̄ = ηυFσp− σx~l
−2
B

y + σ0(ωy p̂y + eĒy), (3)

Ψ = exp[ i

~
(pxx + pzz)]φ(y), Ē = E0 − ηωx

B0

c , ǫ =

= ε− ωxpx − ωzpz.

Далее, введем новые переменные

a =
ȳ + ∂/∂ȳ√

2
, a+ =

ȳ − ∂/∂ȳ√
2

, (4)

px − ~l−2
B y = −~l−1

B ȳ. (5)

Тогда получим
(

υFpz + Γ −βa

−βa+ −υFpz + Γ

)

Ψ = ε̄Ψ, (6)

где Γ = (A+C)a+(A−C)a+, ε̄ = ǫ−υ0px, A = elHĒ√
2

,

β = −
√
2υF~

lH
, C =

ωy~√
2ilH

.

В последнем уравнении υ0 = ηcE0/B0 есть ско-

рость дрейфа электронов в направлении, перпенди-

кулярном магнитному и электрическому полям. За-

метим, что υ0 = cE0/B0 для W+ и υ0 = −cE0/B0

Письма в ЖЭТФ том 107 вып. 3 – 4 2018



262 З. З. Алисултанов

для W−. Это уравнение может быть сведено к сле-

дующему (см. [20]) (для этого нельзя использовать

метод диагонализации, предложенный в [14]):

(Ĵ + K̂)Ψ = (ε̄2 − υ2
Fp

2
z)Ψ, (7)

где Ĵ = 2ε̄Γ − (A + C)2aa − (A − C)2a+a+ + (β2 −
− 2(A2 − C2))a+a,

K̂ =

(

β2 − (A2 − C2) −β(A− C)

β(A+ C) −(A2 − C2)

)

. (8)

Таким образом, наша задача сводится к следующе-

му:

Ĵϕ = (ε̄2 − υ2
F
p2z − λ)ϕ, (9)

где λ – собственные значения оператора K̂.

Далее, мы диагонализуем гамильтониана Ĵ . Для

этого перейдем к новым операторам вторичного

квантования b+, b с помощью следующего канониче-

ского преобразования:

a = u(b− α∗) + ν(b+ − α), (10)

где α = 2ε̄(A(u + ν∗) + C(u − ν∗))/κ, κ =

=
√

β4 − 4β2(A2 − C2), ν
u∗ = 2(A−C)2

κ+β2−2(A2−C2) ,

u
ν∗ = − 2(A−C)2

κ−(β2−2(A2−C2)) .

Тогда получим для W+:

ε+n = ±υF

√

2γ̂3
+l

−2
H ~2n+ γ̂2

+p
2
z + ωzpz + |υ0|px, n 6= 0,

(11)

ε+0 = (υFγ̂+ + ωz)pz + |υ0|px, n = 0, (12)

и для W−:

ε−n = ±υF

√

2γ̂3
−l

−2
H ~2n+ γ̂2

−p
2
z + ωzpz − |υ0|px, n 6= 0,

(13)

ε−0 = −(υFγ̂− − ωz)pz − |υ0|px, n = 0. (14)

В последних уравнениях γ+ =

√

1− (|υ0|−ωx)2+ω2
y

υ2

F

,

γ− =

√

1− (|υ0|+ωx)2+ω2
y

υ2

F

. Заметим, что при отсут-

ствии электрического поля, когда υ0 = 0, мы полу-

чаем ε+n = ε−n = ±υF

√

2γ3
0 l

−2
H ~2n+ γ2

0p
2
z + ωzpz, где

γ0 =

√

1− ω2
x+ω2

y

υ2

F

.

Обсудим вопрос коллапса псевдо-уровней Ландау

(11)–(14). Как говорилось выше, этот вопрос для слу-

чая ненаклонного спектра рассмотрен в [33]: усло-

вие коллапса γ = 0 выглядит как υ0 = υF, что мо-

жет быть реализовано подбором подходящих значе-

ний E0 и B0, которые зависят от особенностей де-

формации. В случае наклонного спектра, который,

по-видимому, является более реальным для дефор-

мированного ВП, полного коллапса псевдо-уровней

Ландау не происходит ни при каких значениях E0

и B0, так как для различных точек Вейля соот-

ветствующие условия коллапса различны. Действи-

тельно, для двух точек эти условия выглядят так:

υ+
0 =

√

υ2
F
− ω2

y + ωx (для точки W+) и |υ−
0 | =

=
√

υ2
F
− ω2

y − ωx (для точки W−).

Термодинамика: плотность состояний и на-

магниченность. Продемонстрируем сначала основ-

ную идею настоящей работы с помощью общих соот-

ношений. Намагниченность определяется как

M = −
(

∂Ω

∂B

)

N,T

, (15)

где

Ω = −kBT

∫

ρ(ε) ln

(

1 + exp

(

µ− ε

kBT

))

dε (16)

есть большой термодинамический потенциал (kB –

постоянная Больцмана), а

ρ(ε) =
∑

n,px

δ(ε− En,px
) (17)

есть плотность состояний. В нашем случае намагни-

ченность состоит из двух вкладов: от точек W+ и

W−, соответственно

MTotal = M+ +M−. (18)

Знак намагниченности зависит от знака вектора маг-

нитного поля, т.е. вклады в намагниченность от раз-

личных точек Вейля имеют противоположные зна-

ки. Ясно, что ρ+(ε) = ρ−(ε) при E0 = 0, так как

при этом условии уровни Ландау вблизи различных

точек Вейля абсолютно эквивалентны. Тогда M+ =

= −M−. Это означает, что MTotal = 0 при E0 = 0.

Таким образом, орбитальная намагниченность, обу-

словленная деформационным псевдо-магнитным по-

лем в ВП отлична от нуля только благодаря одно-

временному возникновению и электрического поля.

Приступим теперь к конкретным расчетам тер-

модинамических характеристик. Рассмотрим плот-

ность состояний (ПС), которая в нашем случае опре-

деляется так:

ρ±(ε) =
LxLz

(2π~)
2

∫

dpx

∫

dpz
∑

α=±
×

×
{

δ(ε− ε±0 ) + 2
∞
∑

n=1

δ(ε− ε±n )

}

. (19)
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Интегрирование по px проводится от 0 до p0 для

точки W+ и от −p0 до 0 для точки W−. Величина

p0 определяется из условия вырожденности уровней

Ландау: p0 = eB0Ly/c. α = +1 для электронов и

α = −1 для дырок. Применяя формулу Пуассона для

суммирования и проводя промежуточные выкладки,

аналогичные тем, что приведены в работе [20], мож-

но получить следующее выражение для ПС:

ρ± = ρ±0 + ρ±
osc

, (20)

где

ρ±0 =
1

(2π~)
2

υF

(υ2
F
γ2
± − ω2

z)
2

ε3 − (ε− eU0)
3

3eU0~
, (21)

ρ±osc =
1

(2π~)
2

B0~υFγ
3/2
±

2πcU0lB

√

υ2
F
γ2
± − ω2

z

×

×
∞
∑

k=1

1

k2

{

cos
(

πk(ε− eU0)
2ζ2± +

π

4

)

−

− cos
(

πkε2ζ2± + π
4

)

}

, (22)

где U0 = E0Ly, ζ
2
± = 1

~2γ±

l2B
υ2

F
γ2

±
−ω2

z

.

При отсутствии электрического поля получаем

ρ+0 = ρ−0 =
1

(2π~)
2

υF

υ2
F
γ2
0 − ω2

z

ε2

~
, (23)

ρ+osc = ρ−osc =
1

(2π~)
2

υFγ
1/2
0 2 | ε |

2lB(υ2
F
γ2
0 − ω2

z)
3/2

×

×
∞
∑

k=1

1

k
sin
(

πkε2ζ20 +
π

4

)

. (24)

Таким образом, для модуля намагниченности, инду-

цированного псевдо-магнитным полем, получаем

M = kBT

∫

∂

∂B0

(

ρ+ − ρ−
)

ln(1 + еxp(
µ− ε

kBT
))dε.

(25)

Из этого выражения окончательно ясно, что намаг-

ниченность отлична от нуля только благодаря на-

личию деформационного электрического поля, кото-

рое приводит к нарушению эквивалентности уровней

Ландау вблизи различных вейлевских точек.

Приложение внешних электрического и

магнитного полей. Если приложить внешнее

электрическое поле E = (0, E, 0) вдоль оси Y , то

во всех формулах, полученных выше, необходимо

заменить υ0 → υ = ηc(E +E0)/B0. Так как намагни-

ченность исследуемой системы зависит от скорости

дрейфа, то появляется возможность управлять этой

величиной с помощью электрического поля. Кроме

того, при E = −E0 мы получаем υ = 0, что приведет

к исчезновению намагниченности. Возможность

управления намагниченностью с помощью элек-

трического поля интересна как с фундаментальной

точки зрения: новый тип магнито-электрического

эффекта, так и с прикладной: дополнительная

возможность управлять диамагнетизмом деформи-

рованного ВП.

Здесь необходимо отметить следующее. В работе

[35] сообщается о том, что и электрическое поле мо-

жет иметь псевдо-характер, т.е. состоять из дефор-

мационного потенциала и псевдо-электрического по-

ля, которое имеет противоположные знаки в различ-

ных точках Вейля. Таким образом, в общем случае,

при наличии внешнего поля скорость дрейфа долж-

на быть заменена на υ → η(E + E0 + η|Eps|)c/B0. В

этом случае различие точек Вейля еще больше уси-

ливается. Однако в настоящей работе мы рассматри-

ваем случай возникновения лишь деформационного

электрического поля.

Если еще добавить магнитное поле B = (0, 0, B)

вдоль оси Z, то получим, что для разных точек Вей-

ля различными оказываются не только величины γ,

но и дрейфовые скорости: υ+ = c(E + E0)/(B + B0)

и υ− = c(E + E0)/(B − B0). Кроме того, при нали-

чии магнитного поля разными оказываются и маг-

нитные длины вокруг различных вейлевских точек,

благодаря чему намагниченность остаетcя отличной

от нуля даже при условии E = −E0. Таким образом,

при наличии внешних полей разница между уровня-

ми Ландау различных точек Вейля оказывается еще

сильнее.

Заметим, что при наличии внешнего магнитного

поля полный коллапс может быть восстановлен. Для

этого необходимо специальным образом подобрать

значения величин B0 и B. При B0 =
cE0

√
υ2

F
−ω2

y

υ2

F
−ω2

x−ω2
y

и

B = B0ωx

υ2

F
−ω2

y

коллапс происходит вблизи обеих точек

Вейля, если магнитное поле B приложить против

оси Z. Действительно, при этих значениях мы име-

ем: υ+ = cE0

B0−B =
√

υ2
F
− ω2

y + ωx и υ− = cE0

−B0−B =

−
√

υ2
F
− ω2

y+ωx. К сказанному необходимо добавить,

что при наличии псевдо-части у деформационного

электрического поля, о которой говорилось выше,

полный коллапс нельзя восстановить ни при каких

внешних полях.

Наконец, отметим, что в системе с наклонным

спектром до явления коллапса наступает фазовый

переход между фазами I и II ВП. Этому переходу

соответствует условие υ2
F
γ2
± = ω2

z , которое является
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особенностью в ПС. Однако из-за того, что γ+ и γ−
отличаются друг от друга, это условие при данном

значении υ0 будет выполняться только для одной

точки Вейля. Таким образом, возникает интересная

фаза, в которой сосуществуют вейлевские фермионы

типов I и II. Такая фаза возникает, например, при

B = cE0√
υ2

F
−ω2

x−ω2
y+ωx

− B0 и возможна только для де-

формированного ВП. В то же время, псевдо и внеш-

нее магнитные поля можно подобрать таким обра-

зом, чтобы указанный фазовый переход произошел

вокруг обеих точек Вейля. Этому условию удовле-

творяют B0 =
c
√

υ2

F
−ω2

x−ω2
yE0

υ2

F
−ω2

и B = cωxE0

υ2

F
−ω2

, направ-

ленное против оси Z. Заметим, что такое же магнит-

ное поле, направленное по оси Z к фазовому перехо-

ду не приводит.

Заключение. В настоящей работе мы рассмот-

рели намагниченность ВП, обусловленную псевдо-

магнитным полем, возникающим при деформации

решетки. Мы показали, что такая намагниченность

отлична от нуля благодаря тому, что одновременно

с псевдо-магнитным, возникает еще и деформацион-

ное электрическое поле. Мы предсказали эффект ис-

чезновения намагниченности приложением соответ-

ствующего внешнего электрического поля. Отдель-

ный интерес представляет то, что в исследуемой си-

стеме возможна ситуация, когда в ней одновременно

сосуществуют два типа вейлевских фермионов.
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