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Неоднородные состояния в нелинейной самофокусирующей среде,
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Рассмотрена модель плоского дефекта с нелинейными свойствами, разделяющего среды с нелиней-

ностью керровского типа. Установлено, что в среде с самофокусировкой возникают новые стационарные

состояния, существование которых обусловлено нелинейностью дефекта, и которые в случае линейного

дефекта не возникают. Получены энергии таких состояний в явном аналитическом виде. Определены

условия существования таких состояний в зависимости от характеристик дефекта и среды.
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Изучение нелинейных поверхностных волн, рас-

пространяющихся вдоль границ раздела сред с раз-

личными физическими характеристиками, остается

актуальным в связи с их широким применением в оп-

тических системах хранения данных [1–3]. При тео-

ретическом описании нелинейных волн в средах с

дефектами активно используется нелинейное урав-

нение Шредингера (НУШ), которое для случая сре-

ды с эффектом Керра содержит кубическое (отно-

сительно искомого поля) слагаемое [3]. К примеру,

локализованные состояния на границе нелинейных и

линейных сред в различных моделях рассмотрены в

[4–6], а влияние пространственной дисперсии среды

на локализацию вблизи дефекта было проанализиро-

вано в [7].

В данной работе предлагается обобщение предло-

женной в [8, 9] модели тонкого дефектного слоя, ко-

торый внутри характеризуется керровской нелиней-

ностью. Основной целью работы является нахожде-

ние энергии стационарных состояний, возникающих

в рассматриваемой системе исключительно вслед-

ствие нелинейности дефекта.

Рассмотрим простую модель контакта двух кри-

сталлических сред. Их границу раздела будем счи-

тать тонкой, по сравнению с расстояниями локали-

зации возмущений характеристик среды, ей создава-

емыми, а также плоской. Выберем координаты так,

что бы плоскость дефекта проходила через начало

координат и была расположена в плоскости yOz, пер-

пендикулярно оси Ox.

Будем рассматривать возбуждения, однородно

распределенные вдоль плоскости дефекта и неодно-
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родные в перпендикулярном к ней направлении, на

основе одномерной модели, описываемые стационар-

ным НУШ:

Eψ = −
1

2m
ψ′′

xx +Ω(x)ψ + γ(x)|ψ|2ψ + U(x)ψ, (1)

где E – энергия стационарного состояния, m – эф-

фективная масса возбуждения, Ω(x) = Ω1, x < 0,

Ω(x) = Ω2, x > 0, Ω1,2 – постоянные величины.

Параметр нелинейности в НУШ будет иметь вид:

γ(x) = −γ1, x < 0, γ(x) = −γ2, x > 0, где γ1,2 – по-

стоянные величины. Для среды с самофокусировкой

(притяжением) параметр нелинейности γ(x) являет-

ся отрицательным, а для дефокусирующих (оттал-

киванием) сред – положительным. В данной работе

будет рассматриваться только случай среды с само-

фокусировкой, что соответствует γ1,2 > 0.

Нелинейные свойства плоского дефекта будем

описывать одномерным потенциалом в виде [8, 9]:

U(x) = {U0 +W0|ψ|
2}δ(x), (2)

где δ(x) – дельта-функция Дирака, U0 – интенсив-

ность взаимодействия возбуждения с дефектом в ли-

нейном приближении, расположенным в начале ко-

ординат,W0 – параметр нелинейности дефекта, поло-

жительное значение которого соответствует дефоку-

сировке, а отрицательное – самофокусировке в тон-

ком дефектном слое.

Следует отметить, что нелинейное уравнение со

слагаемым вида (2) использовалось при формули-

ровке модели оптической системы, в которой пери-

одическая модуляция линейного показателя прелом-

ления сочетается с одиночным нелинейным дефек-

том [10, 11]. В качестве примера можно привести дан-
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ную физическую модель нелинейной оптической сре-

ды c эффектом Керра, содержащей периодически

расположенные дефектные слои, характеризующие-

ся показателем преломления, сильно отличающимся

от показателя преломления оптической среды дру-

гих слоев между ними [12]. Если считать, что слои

перпендикулярны оси Oz, то вектор электрическо-

го поля E, направленный вдоль оси Oy, подчиняет-

ся уравнению Максвелла: n2(z,E)E′′

tt = c2∆E, где

n(z,E) – показатель преломления, представимый для

среды, для которой характерен эффект Керра, в ви-

де: n(z,E) = n0 + n1 − σα|E|2, n0 и n1 – значения

линейных показателей преломления в широком слое

и узком слое световода, σ – параметр, который в

“фокусирующей” среде равен −1, в “дефокусирую-

щей” среде равен +1, α – коэффициент нелинейности

среды.

Если ввести комплексную функцию ψ = E1+ iE2,

связанную с напряженностью электрического поля

через медленно меняющиеся от z и t функции E1

и E2 выражением E = ey{E1(z, t) cos(kx − ωt) +

+ E2(z, t) sin(kx− ωt)}, описывающим монохромати-

ческую волну с волновым вектором k = exk и час-

тотой ω = ck/n0, то после замены единиц времени

и координаты (t в единицах 2n0/αω, а z заменяется

на x в единицах (n0/α)
1/2/k), для функции ψ при

учете n1 ≪ n0 и α|ψ|2 ≪ n0 получается стандарти-

зованное НУШ: iψ′

t = −ψ′′

xx + 2σ|ψ|2ψ + F (x), где

F (x) = Σ{U0 +W0|ψ|
2}δ(x − 2an)ψ, U0 = −2hn1/n0,

W0 = −aβ/n0, h – ширина световода, 2a – рассто-

яние между ними, β – коэффициент нелинейности

внутри световода. Условие того, что ширина светово-

дов много меньше расстояния между ними позволяет

перейти к точечному взаимодействию, описываемо-

му дельта-функцией. В случае слабой связи между

плоскопараллельными волноводами, амплитуда по-

ля в них намного больше средней амплитуды поля

во всем кристалле, поэтому нелинейные слагаемые

было предложено учитывать и внутри самих волно-

водов [11].

Недавно была предложена новая физическая мо-

дель, приводящая в предельном случае к НУШ

(ультраквантовый предел, описываемый уравнением

Гросса-Питаевского) как с потенциальной ямой ко-

нечной ширины, так и с короткодействующим по-

тенциалом в виде дельта-функции [13]. Потенциаль-

ная яма, задаваемая (2), позволяет учесть обуслов-

ленные нелинейным межэкситонным взаимодействи-

ем свойства ловушки для малоамплитудных экси-

тонных колебательных состояний, получить в яв-

ном виде распределения полей, описываемые реше-

ниями НУШ в элементарных функциях и проана-

лизировать условия их существования и локали-

зации.

Решение НУШ (1) с потенциалом (2) эквивалент-

но нахождению решения контактной краевой задачи

для НУШ без потенциала:

ψ′′

xx + 2m(E − Ω(x) + γ(x)ψ2)ψ = 0, (3)

с двумя граничными условиями сопряжения в точке

x = 0:

ψ(−0) = ψ(+0) = ψ(0), (4)

ψ′(+0)− ψ′(−0) = 2mψ(0){U0 +W0|ψ(0)|
2}. (5)

Нелинейное граничное условие (5) получается по-

сле интегрирования обеих частей уравнения (1) с

потенциалом (2) по x на малом интервале [−ε; ε] и

устремлении ε к нулю [8]. В [9] показано существова-

ние локализованных состояний в нелинейных средах

с фокусировкой и дефокусировкой с нелинейным де-

фектом и проанализирована их устойчивость. В дан-

ной работе будут рассматриваться более общие со-

стояния, описываемые периодическими решениями

НУШ.

В самофокусирующей среде при E < min{Ω1,Ω2}

НУШ (3) имеет пространственно-периодическое ре-

шение в виде:

ψj(x) = kqcj(mγj)
−1/2cn(qcj(x− xcj), k), (6)

где q2cj = 2m(Ωj − E)/(2k2 − 1), k – модуль эллип-

тической функции сn (1 > k2 > 1/2). Здесь и да-

лее значение индекса j = 1 соответствует величинам,

относящимся к характеристикам кристалла слева от

плоскости дефекта при x < 0, а значение индекса

j = 2 – справа от плоскости дефекта при x > 0.

Из граничных условий (4), (5) вытекают соотно-

шения:

ηqc1cn(qc1xc1, k) = qc2cn(qc2xc2, k), (7)

Dc1 −Dc2 = mU0 +W0k
2q2c1cn

2(qc1xc1, k)/γ1, (8)

где η = (γ2/γ1)
1/2, Dcj = qcjsn(qcjxcj , k)/sn(qcjxcj +

+K(k), k)/2,K(k) – полный эллиптический интеграл

первого рода.

В точной форме можно определить энергию со-

стояния, для которого xc2 = xc1 = 0. Тогда из (7)

следует связь qc2 = ηqc1, а из (8) вытекает соотноше-

ние:

q2c1 = −γ1mU0/W0k
2. (9)

Отсюда следует, что такое состояние возможно

только при противоположных знаках параметров де-

фекта. Из (9) получается энергия в виде:

E = Ω1 + γ1mU0(2k
2 − 1)/2mW0k

2. (10)
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Модуль эллиптической функции становится опре-

деленным через параметры кристалла и дефекта:

k2 =
U0(γ2 − γ1)

2{U0(γ2 − γ1) +W0(Ω2 − Ω1)}
. (11)

При k → 1 из (11) можно получить условие ло-

кализации состояния: U0/W0 = (Ω1 − Ω2)/(γ2 − γ1).

В этом случае из (6) получается локализованное со-

стояние, описываемое исчезающей на бесконечности

функцией: ψ(x) = ψ0/ch{(mγ1)
1/2(1+θ(x)η)ψ0x} , где

θ(x) – тета-функция Хевисайда, ψ0 = (−U0/W0)
1/2.

Состояния такого вида с энергией (10) возможны

только, когда плоский дефект разделяет кристаллы

с различными по величине (но не по знаку) харак-

теристиками нелинейности (γ1 6= γ2). Более того, их

существование обусловлено исключительно тем, что

дефект обладает нелинейными свойствами, посколь-

ку при W0 = 0 они не возникают.

НУШ (3) имеет другое пространственно-

периодическое решение:

ψj(x) = qdj(mγj)
−1/2dn(qdj(x− xdj), k), (12)

выражаемое через эллиптическую функцию dn, q2dj =

= 2m(Ωj − E)/(2− k2).

Подстановка (12) в граничные условия (4), (5)

приводит к выражениям:

ηqd1dn(qd1xd1, k) = qd2dn(qd2xd2, k), (13)

Dd1 −Dd2 = mU0 +W0q
2
d1dn2(qd1xd1, k)/γ1, (14)

где Ddj = k2qdjsn(qdjxdj , k)sn(qdjxdj +K(k), k)/2.

В точной форме можно определить энергию со-

стояния, для которого xd2 = xd1 = 0. Тогда из (13)

следует связь qd2 = ηqd1, а из (14) вытекает соотно-

шение: q2d1 = −γ1mU0/W0. Отсюда следует, что так-

же как и для состояний 1-го типа, такое состояние

возможно только при противоположных знаках па-

раметров дефекта. Из этих выражений получается

энергия в виде:

E = Ω1 + γ1mU0(2− k2)/2mW0, (15)

а также модуль эллиптической функции:

k2 = 2
U0(γ1 − γ2) +W0(Ω1 − Ω2)

U0(γ1 − γ2)
. (16)

Можно отметить, что произведение эллиптиче-

ских модулей, определяемых выражениями (11) и

(16), равно единице. Из (16) вытекает такое же усло-

вие локализации состояния. Состояния такого вида,

также как и для состояний 1-ого типа, возможны

только, когда плоский дефект разделяет кристал-

лы с различными характеристиками нелинейности,

причем такой дефект должен обязательно обладать

нелинейными свойствами (W0 6= 0).

Таким образом, установлено, что граница раз-

дела с нелинейными свойствами между нелиней-

ными самофокусирующими кристаллами может по-

рождать два типа стационарных пространственно-

неоднородных периодических состояний, описываю-

щих возбуждения сред, существование которых обу-

словлено исключительно нелинейными свойствами

дефекта. Полученные новые состояния возникают

в случае дефокусирующей нелинейности дефекта

(W0 > 0) и притягивающего дефекта (U0 < 0) или

в случае самофокусирующей нелинейности дефекта

(W0 < 0) и отталкивающего дефекта (U0 > 0). Кроме

того, состояния такого вида могут реализовываться

только в том случае, когда дефект разделяет само-

фокусирующие среды с различными по величине па-

раметрами нелинейности (γ1 6= γ2).

Следует подчеркнуть, что предложенная в дан-

ной работе модель представляет собой обобщение

рассмотренной в [7, 8], в рамках которого удалось по-

лучить новые типы стационарных состояний, суще-

ствование которых в нелинейной среде с “линейным”

дефектом не возможно.
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