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Исследованы особые точки спиновых автокорреляционных функций (АКФ) на оси мнимого времени,

координаты которых определяют показатели экспоненциальных асимптотик в высокочастотной области.

Показано, что случайно распределенные неоднородные магнитные поля увеличивают крылья спектров

АКФ и, тем самым, ускоряют нагревание системы при воздействии на нее переменных магнитных по-

лей, которые применяют для создания эффективных гамильтонианов или при насыщении неоднородно

уширенных линий ЭПР.
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В настоящее время возрос интерес к исследова-

нию высокочастотного поведения динамических кор-

реляционных функций [1–6]. Причина в обнаруже-

нии возможности создания новых состояний веще-

ства с помощью зависящего от времени внешнего

воздействия [7–13]. В том числе, создания топологи-

ческих состояний [8, 9, 11, 13], временных кристаллов

[12], а также моделирования одних квантовых систем

при помощи других [7]. Для увеличения времени су-

ществования созданных состояний необходимо оце-

нивать зависимость скорости нагревания системы от

параметров внешнего воздействия. В работах [1–6]

проведена такая оценка для высокочастотной асимп-

тотики скорости и получена экспоненциальная зави-

симость от частоты внешнего воздействия.

Экспоненциальная частотная зависимость высо-

кочастотных асимптотик спиновых корреляционных

функций (КФ) является следствием наличия у них

особых точек на оси мнимого времени, теорию ко-

торых мы разработали в статьях [14–22]. Коорди-

ната τ0 ближайшей особой точки определяет пока-

затель экспоненты exp(−τ0|ω|). Нами была исследо-

вана зависимость координаты особой точки от раз-

мерности пространства для систем с взаимодействи-

ем между ближайшими соседями [17, 18], а также с

диполь-дипольным взаимодействием (ДДВ) [19, 20].

В одномерных спиновых системах особые точки от-

сутствуют [23] и корреляционные функции имеют бо-

лее сильные частотные зависимости: ∼ exp(−ω2) для
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XY-модели [24] и ∼ exp(−|ω| ln |ω|) для XXZ-модели

[25]. В трехмерных решетках получено хорошее со-

гласие теоретических результатов с эксперименталь-

ными: как в гомоядерных [19], так и в гетероядерных

[20] системах. Наконец, в работах [21, 22] мы иссле-

довали концентрационную зависимость τ0 в магни-

торазбавленных спиновых решетках.

В указанных работах мы рассматривали спино-

вые системы в однородном магнитном поле. Однако

не меньший интерес вызывает динамика спиновых

систем в неоднородном магнитном поле. Во-первых,

при увеличении неоднородности наблюдается пере-

ход из термализованного состояния в многочастич-

ное локализованное состояние [26]. При этом суще-

ственно меняются многие свойства спиновых систем

[27–31]. Во-вторых, в магниторазбавленных систе-

мах электронных спинов с неоднородно уширенны-

ми линиями ЭПР поглощение энергии переменно-

го магнитного поля и установление спиновой тем-

пературы происходит иначе, чем в однородных си-

стемах [32]. При описании указанных процессов ши-

роко используется понятие спинового пакета – со-

вокупности спинов, имеющих одинаковую ларморо-

ву частоту [32, 33]. В работе [33] из эксперименталь-

ных данных по насыщению линии ЭПР найдено, что

крылья спектра спинового пакета спадают по экс-

поненциальному закону. В настоящей работе мы ис-

следуем влияние неоднородного магнитного поля на

координаты ближайших особых точек КФ на оси

мнимого времени, которые определяют высокоча-

стотные асимптотики КФ и, тем самым, медленные
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процессы релаксации и крылья спектра спинового

пакета.

Рассмотрим систему спинов с секулярной частью

ДДВ и неоднородным зеемановским взаимодействи-

ем:

H =
∑

i

ωiSzi +
∑

i6=j

bijSziSzj −
1

2

∑

i6=j

bijS+iS−j , (1)

где bij = γ2
~(1−3 cos2 θij)/2r

3
ij – константа ДДВ, rij –

вектор, соединяющий спины i и j, θij – угол, образуе-

мый вектором rij с постоянным внешним магнитным

полем, Sαi – α-компонента (α = x, y, z) векторного

оператора спина в узле i, S±j = Sxj ± iSyj. Здесь

и ниже энергия выражается в частотных единицах.

Будем предполагать, что ларморовы частоты спинов

ωi принимают случайные значения. Наиболее часто

используются два вида распределения:

1) нормальный закон распределения:

P (ωi) =
1√

2πW 2
exp

(

− (ωi − ω0)
2

2W 2

)

, (2)

где ω0 – средняя частота, W 2 – дисперсия.

2) равномерное распределение в интервале

[−W
√
3,W

√
3] с той же дисперсией.

Автокорреляционную функцию спина (АКФ),

расположенного в узле решетки j, зададим в

высокотемпературном приближении следующей

формулой

Γαj(t) = (3)

= Tr {exp(iHjt)Sαj exp(−iHjt)Sαj}
/

Tr
{

(Sαj)
2
}

,

где Hj = H − ωjSzj – гамильтониан в системе коор-

динат, вращающейся с ларморовой частотой спина j

[34]. Для АКФ возьмем за основу систему уравнений

работы [16]:

Γx(t) = exp







−B2

t
∫

0

t′
∫

0

Γz(t
′′)dt′dt′′







, (4)

d

dt
Γz(t) = −1

2
B2

t
∫

0

D2(t1)Γz(t− t1)dt1, (5)

где B2 = 1
N

∑

i6=j

b2ij , а Γα(t) = 〈Γαj(t)〉 – АКФ, усред-

ненная по распределению ларморовых частот. Для

нормального распределения

D(t) = exp(−W 2t2/2)Γx(t). (6)

Для равномерного распределения

D(t) =
sin

√
3Wt√

3Wt
Γx(t). (7)

Система уравнений получена в приближении самосо-

гласованного флуктуирующего во времени локаль-

ного поля (СФП). Уравнение (4) описывает усред-

ненную прецессию спина в поле, заданном гауссов-

ским случайным процессом, корреляционная функ-

ция которого определена уравнением (5) через флип-

флоп перевороты спинов с разными ларморовыми

частотами.

В магниторазбавленных системах ядерных спи-

нов важную роль играют пары спинов, расположен-

ных в соседних узлах решетки на минимальном рас-

стоянии. Например, сигнал от таких пар виден на

спектре ЯМР 29Si в кристалле кремния [35, 36], а

вкладом от таких пар определяется концентраци-

онная зависимость крыльев спектра ЯМР [22]. В

магниторазбавленных системах электронных спинов

ситуация другая. Электронный магнитный момент

больше ядерного в 1000 раз, поэтому у пар электрон-

ных спинов, расположенных на минимальном рассто-

янии, резонансные частоты могут превосходить не

только ширину спектра ЭПР, но и среднюю лармо-

рову частоту ω0 [37]. Тем более, что величину этих

частот зачастую задают не только ДДВ, но и обмен-

ные взаимодействия. По этой причине при расчете

спектра ЭПР мы не будем учитывать такие пары

спинов. Введем расстояние R, при превышении ко-

торого спектр пар попадает в границы спектра ЭПР,

и параметр δ2 =
∑

|rij |>R

b2ij . Параметр δ2 будем рас-

сматривать как эмпирический параметр. В этом слу-

чае в уравнениях (4) и (5) возьмем B2 = cδ2, где c –

концентрация спинов, равная отношению числа маг-

нитных атомов (спинов) к полному числу узлов ре-

шетки. Теперь Γα(t) = 〈Γαj(t)〉 – АКФ, усредненная

не только по распределению ларморовых частот, но

и по независимому расположению спинов, занимаю-

щих узлы решетки с вероятностью c.

Выполненные ранее [15, 16] исследования нели-

нейных уравнений для АКФ (4)–(5) без неоднород-

ного уширения (W 2 = 0) показали наличие особых

точек на оси мнимого времени. В окрестности бли-

жайших к началу координат особых точек АКФ име-

ет вид

Γα(t) ≈
Aα

(it± τ0)2
. (8)

В работе [16] найдено значение координаты ближай-

шей особой точки τ0 = 2.61/B. При W 2 6= 0, под-

ставив (8) в (4)–(5) и приравняв коэффициенты при

сингулярных членах, находим для случая нормаль-

ного распределения (6)

Az = 2/B2, Ax = exp(−W 2τ20 /2)
√
24/B2,
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AD =
√
24/B2, (9)

а для равномерного распределения (7)

Az = 2/B2, Ax =
6
√
2Wτ0

B2sh
√
3Wτ0

, AD =
√
24/B2. (10)

Найдем оценку для величины τ20 при W 2/B2 ≫ 1.

Начнем с нормального распределения (6). Рассмот-

рим на оси мнимого времени t = iτ линеаризованный

вариант системы уравнений (4)–(6)

Γz(iτ) = 1 +
1

2
B2

τ
∫

0

τ1
∫

0

D2(iτ2)dτ1dτ2 ≈

≈ B2

8M2
2 τ

2
exp(M2τ

2), (11)

D(iτ) = exp(M2τ
2/2), (12)

где M2 = B2+W 2, а для интеграла от функции оши-

бок мнимого аргумента взято асимптотическое зна-

чение. Функции (11) и (12) не имеют особых точек на

конечном расстоянии от начала координат. Появле-

ние таких особенностей обусловлено нелинейностью

уравнений (4)–(6). Нелинейность проявится при тех

значениях мнимого времени, при которых в показа-

теле экспоненты для D(iτ) (6) нелинейный вклад от

Γx(t) превзойдет линейный (12). Отсюда получаем

условие
B4

32M3
2 τ

2
exp(M2τ

2) ≥ M2τ
2

2
, (13)

которое приводит к уравнению для оценки τ0

M2τ
2
0 = 2 ln

(

4M2

B2
M2τ

2
0

)

. (14)

Из (14) находим искомую оценку

M2τ
2
0 = 2 ln

{

8M2

B2
ln

(

4M2

B2

)}

+ b1. (15)

Константа b1 в (15) будет определена ниже из срав-

нения с результатом численного расчета.

Для равномерного распределения (7) тем же спо-

собом найдем уравнение для оценки τ0

2
√
3Wτ0 = 2 ln

(

12W 2

B2

)

+ 3 ln
(

2
√
3Wτ0

)

. (16)

Заменим в (16) W 2 на M2 = B2 +W 2. Такая замена

не скажется на асимптотике W 2/B2 ≫ 1, но позво-

лит избежать нефизичной расходимости при W 2 = 0.

После чего из (16) находим искомую оценку

τ0
√

M2 =
1√
3
ln

{

12M2

B2

(

2 ln
12M2

B2

)3/2
}

+ b2. (17)

Точную величину координаты особой точки τ0
определим через радиус сходимости рядов по степе-

ням времени для АКФ:

Γz(t) =

∞
∑

n=0

(−1)nZnt
2n/(2n)!,

D(t) =

∞
∑

n=0

(−1)nDnt
2n/(2n)!

(18)

по формуле

τ20 = lim
n→∞

2n(2n+ 1)Zn−1

Zn
. (19)

Рекуррентные уравнения для коэффициентов полу-

чим, подставив ряды (18) в уравнения (4)–(5) и при-

равняв коэффициенты при равных степенях време-

ни:

Xn+1 = B2
n
∑

k=0

(

2n+ 1

2k

)

Xn−kZk,

Dn =
n
∑

k=0

(

2n

2k

)

Xn−kPk, (20)

D(2)
n =

n
∑

k=0

(

2n

2k

)

Dn−kDk, Zn+1 = B2 1

2

n
∑

k=0

D
(2)
n−kZk,

где для нормального распределения Pk =

(W 2/2)k(2k)!/k!, а для равномерного – Pk =

(3W 2)k/(2k + 1). Результаты расчета приведены на

рис. 1.

Рис. 1. Зависимости координат особых точек τ0
√
M2 от

отношения B2/M2. Сплошные линии – результаты чис-

ленного расчета по формуле (19) (нижняя линия – для

нормального распределения, верхняя линия – для рав-

номерного); пунктирная линия проведена по формуле

(15) при b1 = 2.3, штриховая – по формуле (17) при

b2 = −0.22
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Как видно из рисунка, полученные выше для

оценки τ0 формулы (15) и (17) хорошо представля-

ют рассчитанные зависимости, соответственно, при

b1 = 2.3 и b2 = −0.22. Эти формулы позволяют опи-

сать зависимости координаты особой точки от вели-

чины неоднородного уширения и от концентрации.

После выполнения преобразования Фурье от

функции Γx(t) (8)–(10) для высокочастотной асимп-

тотики спектра АКФ спина находим

gx(ω) ∼= Ax|ω| exp(−τ0|ω|), (21)

где для величины координаты особой точки τ0 мож-

но использовать формулы (15), (17) или результаты

расчета, приведенные на рисунке.

В магниторазбавленных системах с неоднород-

но уширенными линиями ЭПР формула (21) при

B2 = cδ2 определяет крылья спектра спинового па-

кета. Крыло спадает по экспоненциальному закону.

При этом масштаб частотной зависимости определя-

ется неоднородным уширением, т.е. с ростом неод-

нородного уширения увеличивается протяженность

крыльев спинового пакета. Причина в том, что фор-

ма крыла определяется модуляцией локального поля

на спине вследствие флип-флоп взаимодействия спи-

нов окружения, создающих это поле посредством zz-

взаимодействия. Большая разница ларморовых час-

тот флиппирующих спинов дает большой вклад в

частоту такой модуляции. Это означает, что погло-

щение энергии СВЧ поля с частотой Ω на крыле

спинового пакета с резонансной (ларморовой) час-

тотой ωj сопровождается флип-флоп переворотами

окружающих спинов. При этом энергия расстройки

ω = Ω − ωj переходит в энергию т. н. резервуара

локальных полей [32, 38], образованного ДДВ и раз-

ностями зеемановских энергий спинов с различными

ларморовыми частотами. Таким образом, изложен-

ная выше теория объясняет, во-первых, сохранение

при большом неоднородном уширении протяженных

крыльев спектров спиновых пакетов, обуславлива-

ющих достаточно быстрое установление общей спи-

новой температуры в резервуаре локальных полей,

наблюдаемое экспериментально [32]. Во-вторых, она

объясняет экспоненциальную форму крыльев спек-

тров спиновых пакетов, наблюдавшуюся в экспери-

менте [33].

Теория может быть применена к оценкам нагре-

вания спиновых систем под воздействием периодиче-

ски изменяющегося во времени магнитного поля или

периодических последовательностей импульсов пере-

менного магнитного поля. Необходимые выражения,

связывающие скорости процессов со спиновыми кор-

реляционными функциями, выведены в работе [39].

Полученные выше результаты позволяют оценить за-

висимость высокочастотных асимптотик от неодно-

родного магнитного поля. Используемое приближе-

ние СФП является строгим для решеток бесконечной

размерности [18]. Для трехмерных решеток эффект

исключенного объема и учет петель из связей [17–

20] приведет к увеличению координаты особой точ-

ки на оси мнимого времени. Полученный результат

нужно скорее рассматривать в качестве приближен-

ной оценки сверху для высокочастотной асимптоти-

ки КФ (для нахождения более точной границы сле-

дует перейти к более сложным уравнениям, выведен-

ным в работах [15, 16]). Наконец, для полного опи-

сания поглощения энергии высокочастотного поля и

описания перехода из термализованного состояния в

многочастичное локализованное состояние предсто-

ит получить оценку для скорости распространения

энергии по неоднородной спиновой системе (диффу-

зия или кросс-релаксация) и вывести соответствую-

щие кинетические уравнения.
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