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Получен закон дисперсии для системы трехуровневых атомов с эквидистантным энергетическим

спектром, взаимодействующих с резонансным лазерным излучением с учетом двух последовательных

однофотонных оптически разрешенных переходов и оптически разрешенного двухфотонного перехода

между нижним и верхним уровнями. Показано, что закон дисперсии состоит из трех поляритонных вет-

вей. Предсказываются эффекты расталкивания и притяжения ветвей закона дисперсии, их пересечение,

самосогласованное изменение силы связи фотонов с атомами.
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1. Введение. Повышенное внимание в настоящее

время уделяется исследованию процессов взаимодей-

ствия лазерного излучения с веществом в размерно-

ограниченных средах. В ряде работ [1–5] пред-

ставлены результаты исследований явления Бозе-

Эйнштейновской конденсации и сверхтекучести в

системах экситон-поляритонов в микрорезонаторах.

Особый интерес представляют исследования явле-

ний, обусловленных сильной связью фотонов с атом-

ными системами. Нелинейно-оптические явления в

трех- и многоуровневых атомных системах исследо-

вались с учетом однофотонных индуцированных пе-

реходов между последовательными парами соседних

уровней под действием света [6–10]. Вместе с тем

в атомных трехуровневых системах, например, воз-

можны оптически разрешенные прямые двухфотон-

ные переходы между первым и третьим уровнями.

В рамках этой модели из системы “вырезаются” ряд

активных уровней, например, три уровня, которые

находятся в резонансе с действующим лазерным из-

лучением. В экситонной области спектра имеют ме-

сто индуцированные светом однофотонные переходы

из основного состояния кристалла в экситонное и из

экситонного в биэкситонное, а также прямой двух-

фотонный переход из основного состояния кристалла

на биэкситонный уровень. В полупроводниках типа

CdS, CdSe, где энергия связи биэкситона исчезаю-

ще мала, эта модель вещества по сути дела являет-

ся эквидистантной трехуровневой моделью. Эквиди-

стантные многоуровневые системы часто используют
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в теории каскадных лазеров [11, 12]. Отметим, что

модель квантового осциллятора также является эк-

видистантной. Насколько нам известно, одновремен-

ный учет однофотонных и двухфотонных переходов

в динамике трехуровневых атомов не проводился.

2. Постановка задачи. Дисперсионное урав-

нение. Ниже представлены результаты исследова-

ний закона дисперсии трехуровневых атомов с эк-

видистантным энергетическим спектром, взаимодей-

ствующих с фотонами ультракороткого импульса ре-

зонансного лазерного излучения. Состояния 1 и 3

(рис. 1) имеют одинаковую четность и поэтому од-

нофотонный переход между ними является оптиче-

ски запрещенным. Однако прямой двухфотонный пе-

реход между этими уровнями является оптически

разрешенным. Поэтому мы учитываем однофотон-

ные переходы между уровнями 1 ⇆ 2 и 2 ⇆ 3, а

также двухфотонные переходы под действием фото-

нов одного и того же импульса между уровнями 1 и

3 (рис. 1). Хотя используемая схема эквидистантно-

го энергетического спектра кажется специфической,

тем не менее Λ, V и Σ – модели трехуровневых ато-

мов широко используются в атомной оптике [10]. Га-

мильтониан взаимодействия атома с фотонами мож-

но записать в виде:

1

~
Ĥint = −g12â1ĉâ

+
2 − g∗12â2ĉ

+â+1 − g23â2ĉâ
+
3 −

− g∗23â3ĉ
+â+2 − g13â1ĉĉâ

+
3 − g∗13â3ĉ

+ĉ+â+1 , (1)

где âj (j = 1, 2, 3) – оператор уничтожения атома,

находящегося на уровне j, ĉ – оператор фотона с час-

тотой ωc, gij – константы однофотонной конверсии
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Рис. 1. Схема эквидистантного энергетического спек-

тра трехуровневого атома, взаимодействующего с фо-

тонами с частотой ωc

атома с уровня i на уровень j. Собственные частоты

атомов на уровнях 2 и 3 равны, соответственно, ω0 и

2ω0 (рис. 1). Однофотонные последовательные пере-

ходы между уровнями 1 ⇆ 2 и 2 ⇆ 3 считаются оп-

тически разрешенными. Вместе с тем возможен так-

же оптически разрешенный двухфотонный переход

между уровнями 1 ⇆ 3 под действием фотонов того

же импульса, что отражено последними двумя сла-

гаемыми в (1). Предполагаем также, что падающий

импульс имеет полуширину меньшую времени релак-

сации атомов. В этом случае процессами релаксации

можно пренебречь, т.к. они не успевают срабатывать

за время действия импульса.

Используя (1), можно получить уравнения дви-

жения для операторов âj и ĉ, после усреднения ко-

торых в приближении среднего поля (“mean field

approximation”) приходим к системе нелинейных эво-

люционных уравнений для амплитуд aj = 〈âj〉 (j =

1, 2, 3) и c = 〈ĉ〉:






















iȧ1 = −g∗12c
∗a2 − g∗13c

∗c∗a3,

iȧ2 = ω0a2 − g12a1c− g∗23c
∗a3,

iȧ3 = 2ω0a3 − g23a2c− g13a1cc,

iċ = ωcc− g∗12a
∗

1a2 − g∗23a
∗

2a3 − 2g∗13a
∗

1c
∗a3.

(2)

Найдем теперь дисперсионное уравнение системы в

окрестности частоты ω0 второго уровня атома. Беря

за основу уравнение для ȧ2, видим, что скорость из-

менения амплитуды a2 определяется выражениями

a1c и c∗a3. Слагаемое с (a1c) описывает вклад в ско-

рость изменения амплитуды a2 за счет гибели атома

на первом уровне и гибели фотона с частотой ωc, в

результате чего атом переходит на уровень 2. Сла-

гаемое с (c∗a3) описывает процесс гибели атома на

уровне 3 с рождением фотона на частоте ω2, в ре-

зультате чего атом переходит на уровень 2. Соответ-

ствующие им операторы ĉâ1 и ĉ∗â3 описывают состо-

яния с энергиями ~ωc и ~(2ω0 − ωc), равные энергии

~ω0 второго атомного уровня. Следовательно, состо-

яние атома на уровне 2 и реплика возбужденного со-

стояния 3, сдвинутая вниз на энергию ~ωc фотона,

вырождены по энергии.

Далее мы будем считать, что амплитуда c намно-

го превосходит амплитуды атомов на соответствую-

щих уровнях (c ≫ a1, a2, a3). Назовем этот предел

приближением заданной плотности фотонов. В этом

приближении второе, третье и четвертое слагаемые

в последнем уравнении в (2) исчезающе малы и ими

можно пренебречь. Тогда решение этого уравнения

имеет простой вид: c = c0e
−iωct, где c0 – начальное

значение амплитуды фотонов. Таким образом, вид-

но, что огибающая функции c(t) в приближении за-

данной плотности фотонов не изменяется со време-

нем: |c|2 = c20 ≡ f0 = const. Также видно, что по-

следние два слагаемых в обоих уравнениях (2) также

исчезающе малы по сравнению с остальными слага-

емыми. Тогда уравнение для a2 из (2) и уравнения

для a1c и c∗a3 в приближении заданной плотности

фотонов образуют замкнутую систему из трех урав-

нений для амплитуд квазичастиц с одной и той же

квазиэнергией ~ω0 ≈ ~ωc ≈ ~(Ω0 − ωc):

iȧ2 = ω0a2 − g12(a1c)− g∗23(c
∗a3),

i(a1c) = ωc(a1c)− g∗12f0a2 − g∗13f0(c
∗a3), (3)

i(c∗a3) = (Ω0 − ωc)(c
∗a3)− g23f0a2 − g13f0(a1c),

где f0 – (заданная) плотность фотонов. Таким обра-

зом, в приближении заданной плотности фотонов по-

лученная система уравнений (3) для функций a2, a1c,

c∗a3 является линейной. Решение ее будем искать в

виде: a2, a1c, c
∗a3 ∼ e−iωt, где ω – искомая, собствен-

ная частота атомных поляритонов. Тогда для стацио-

нарных амплитуд получаем алгебраическую систему

из трех линейных уравнений, детерминант которой

определяет закон дисперсии атомных поляритонов

вида:

(ω − ω0)(ω − ωc)(ω − 2ω0 + ωc)−Ω2
12(ω − 2ω0 + ωc)−

−Ω2
23(ω−ωc)−Ω2

13(ω−ω0)+2Ω12Ω23Ω13 cosϑ = 0, (4)

где Ω2
12 = g212f0, Ω2

23 = g223f0, Ω2
13 = g213f

2
0 – соот-

ветствующие частоты Раби и ϑ – разность фаз меж-

ду константами взаимодействия. Отсюда видно, что

квадрат частоты Раби Ω2
12 оптически разрешенного
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однофотонного перехода между первым и вторым

уровнями пропорционален произведению квадрата

матричного элемента g212 перехода и плотности фо-

тонов f0. Квадрат частоты Раби Ω2
23 однофотонного

оптически разрешенного перехода между уровнями 2

и 3 пропорционален квадрату матричного элемента

дипольного момента перехода g223 и плотности фо-

тонов. Наконец, квадрат частоты Раби Ω2
13 пропор-

ционален квадрату матричного элемента g213 двух-

фотонного оптически разрешенного перехода между

уровнями 1 и 3 и квадрату плотности фотонов. В

(4) содержатся шесть частотных параметров (ω, ω0,

ωc, Ω12, Ω23 и Ω13) и разность фаз ϑ. Далее частоты

ω, ω0, ωc, Ω23 и Ω13 нормируем на нижайшую ча-

стоту Раби Ω12. Частоты ω, ω0 и ωc в большинстве

полупроводников порядка 1015 c−1, тогда как часто-

ты Раби Ω12, Ω23 и Ω13, на два-три порядка меньше.

Кроме того, из общих соображений ясно, что часто-

ты Раби примерно одинаковы при умеренных уров-

нях возбуждения, а при низких (высоких) уровнях

частота Ω13 меньше (больше) частот Ω12 и Ω23. С

ростом плотности фотонов частота Раби Ω13 будет

возрастать быстрее, чем частоты Ω12 и Ω23.

Из (4) видно, что закон дисперсии атомных по-

ляритонов имеет три действительных корня, кото-

рые формируют три дисперсионные ветви в зависи-

мости частоты поляритонной волны ω от частоты

ωc = ckc фотонов падающего импульса, где kc – вол-

новой вектор. Форма и расположение ветвей суще-

ственно определяются плотностями фотонов f0. В (4)

имеются три слагаемых, каждое из которых пропор-

ционально квадрату соответствующей частоты Раби

либо квадрату модуля соответствующего матрично-

го элемента перехода. Эти три слагаемых описыва-

ют независимые вклады каждого из процессов в за-

кон дисперсии. При этом знак соответствующей кон-

станты взаимодействия по отношению к двум дру-

гим в гамильтониане (1) не играет роли. Последнее

слагаемое в (4) пропорционально произведению трех

различных Раби-частот (либо трех констант взаимо-

действия g12, g23 и g13). Его появление обусловлено

одновременным действием (квантовой интерферен-

цией) всех трех процессов. Если хотя бы одна из кон-

стант взаимодействия равна нулю, то это слагаемое

отсутствует. При этом учет знаков констант или, точ-

нее, фазовых соотношений между ними играет чрез-

вычайно важную роль, т.к. закон дисперсии зависит

еще и от разности фаз ϑ между этими константа-

ми. Наличие последнего слагаемого в (4) является

следствием когерентности процесса взаимодействия

фотонов с атомами. По этой причине эксперимен-

тальное установление особенностей поведения закона

дисперсии при одновременном учете всех трех опти-

ческих переходов может способствовать установле-

нию фазовых соотношений между константами вза-

имодействия.

3. Закон дисперсии трехуровневого атома

с эквидистантным энергетическим спектром.

Рассмотрим подробнее особенности поведения за-

кона дисперсии для трехуровневого атома с экви-

дистантным энергетическим спектром. Собственные

частоты второго и третьего (возбужденных) уров-

ней, соответственно, равны ω0 и 2ω0. На атом падают

фотоны одного и того же импульса с частотой ωc. Из

(4) видно, что при Ω13 = 0 и Ω23 = 0 (предел двух-

уровневого атома) уравнение (4) распадается на два

уравнения: (ω−ω0)(ω−ωc)−Ω2
12 = 0 и ω−2ω0+ωc = 0,

первое из которых представляет хорошо известное

уравнение поляритонного типа, а второе – диспер-

сию “голых” фотонов, не взаимодействующих со сре-

дой. Обе поляритоноподобные ветви закона диспер-

сии пересекаются с прямой ω − 2ω0 + ωc = 0 в двух

точкахC(ω−Ω12/
√
2, ω+Ω12/

√
2) и D(ω+Ω12/

√
2, ω−

− Ω12/
√
2) (рис. 2а).

Если теперь положить, например, Ω23 6= 0, но

Ω13 = 0, т.е. если включить взаимодействие фотона

с атомом на переходе 2 ⇆ 3, то в этом случае урав-

нение (4) не распадается на два независимых урав-

нения. Благодаря взаимодействию ветви закона дис-

персии пересекаются в точках вырождения по энер-

гии C и D, в результате чего происходит расщепле-

ние и формируются три отдельные ветви закона дис-

персии: верхняя, средняя и нижняя. Верхняя и сред-

няя ветви имеют экстремумы в окрестности точки C,

а средняя и нижняя – в окрестности точки D. С рос-

том Ω23 величины расщеплений растут и положения

экстремумов изменяются.

Введем далее нормированные частоты

∆ =
ω − ω0

Ω12
, δ =

ωc − ω0

Ω12
, ω23 =

Ω23

Ω12
, ω13 =

Ω13

Ω12
.

(5)

Тогда дисперсионное уравнение (4) представляется в

виде:

∆3−∆(1+δ2+ω2
23+ω2

13)+δ(ω2
23−1)+2ω23ω13 cosϑ = 0.

(6)

Из (6) видно, что закон дисперсии ∆(δ) состоит из

трех ветвей, имеющие как восходящие, так и нисхо-

дящие участки зависимости ∆(δ). В общем случае

решения уравнения (6) выражаются формулами:

∆1 = (2/
√
3)
√

1 + δ2 + ω2
23 + ω2

13 cos
α

3
,

∆2,3 = −(2/
√
3)
√

1 + δ2 + ω2
23 + ω2

13 cos
α± π

3
, (7)
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Рис. 2. Законы дисперсии ∆ =
ω−ω0

Ω12
от δ =

ωc−ω0

Ω12
при значениях Ω23, равных 0 (а), 0.5 (b) при различных значениях

Ω13 (0 – сплошные, 0.5 – штриховые, 1 – пунктирные, 1.5 – штрихпунктирные) и разности фаз ϑ = π/2

где

cosα =
(ω2

23 − 1)δ + 2ω23ω13 cosϑ

(2/3
√
3)(1 + δ2 + ω2

23 + ω2
13)

3/2
. (8)

Рассмотрим ϑ = π
2 (рис. 2). Из рис. 2а видно, что

при ω13 6= 0 и ω23 6= 0 точки C и D расщепля-

ются, возникают три отдельных ветви закона дис-

персии, которые характеризуются наличием восхо-

дящих и нисходящих участков зависимости ∆(δ). С

ростом ω13 ветви закона дисперсии удаляются друг

от друга (рис. 2а, b). Минимумы верхней ветви посте-

пенно смещаются в коротковолновую сторону, мак-

симумы нижней ветви – в длинноволновую сторо-

ну, а средняя ветвь медленно изменяет свой про-

филь с ростом δ, оставаясь в окрестности прямой

∆ = 0. При ω23 = ω13 верхняя и нижняя ветви ста-

новятся зеркально симметричными как относитель-

но ∆ = 0, так и относительно δ = 0, а средняя

ветвь располагается на прямой ∆ = 0 при любых

значениях ω13. Соответственно, координаты верхней

и нижней поляритонных ветвей определяются фор-

мулами ∆ = ±
√

1 + δ2 + ω2
23 + ω2

13. Таким образом

с ростом |δ| собственные частоты нижней и верх-

ней поляритонных ветвей растут. Экстремумы ниж-

ней и верхней поляритонных ветвей при больших ω23

продолжают свое смещение. Кроме того, возникает

более яркое поведение средней ветви, ее изменение

вдоль оси ∆ существенно увеличивается. Следует от-

метить, что средняя ветвь закона дисперсии распо-

лагается на прямой ∆ = 0 (т.е. она не изменяется

при изменении δ) при значениях параметров ω23 = 1

и любых значениях ω13. Таким образом, из рис. 2а, b

следует, что форма и положение ветвей закона дис-

персии атомных поляритонов существенно определя-

ются частотами Раби Ω12, Ω23, Ω13.

Обсудим теперь поведение ветвей закона диспер-

сии для случая ϑ = 0 (рис. 3). Графики зависимо-

сти ∆(δ) при ϑ = π
2 и ϑ = 0 на рис. 3а совпадают с

Рис. 3. Законы дисперсии ∆ =
ω−ω0

Ω12

от δ =
ωc−ω0

Ω12

при значениях Ω23 = 0.5 при различных значениях Ω13

(0 – сплошные, 0.5 – штриховые, 1 – пунктирные, 1.5 –

штрихпунктирные) и разности фаз ϑ = 0

рис. 2а при ω23 = 0. Это обусловлено тем, что при

ω23 = 0 слагаемое с cosϑ обращается в нуль. Отли-

чие в поведении ветвей закона дисперсии возникают,

только когда все частоты Раби отличны от нуля, т.е.

когда слагаемое с cosϑ отлично от нуля. Из (6) вид-

но, что средняя ветвь закона дисперсии совпадает с

прямой ∆ = 0 при ω23 = 1 и ω13 = 0. Существен-
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ные отличия видны на рис. 2b и 3. Если на рис. 2b

имеет место все возрастающее расталкивание сред-

ней и верхней ветвей закона дисперсии с ростом ω13

при фиксированном значении ω23 = 0.5, то на рис. 3

этот процесс замедлен, и ветви закона дисперсии с

ростом ω13 располагаются в определенной области,

ограниченной средней и нижней ветвями (сплошные

кривые). С ростом ω13 сначала имеет место эффект

притяжения между средней и верхней ветвями, а за-

тем возникает расталкивание, тогда как между ниж-

ней и средней ветвями существуют только расталки-

вание ветвей. Верхняя и нижняя поляритонные вет-

ви при ω13 = 0 располагаются симметрично отно-

сительно средней ветви. Асимметрия возникает при

увеличении ω13, где средняя и верхняя ветви сначала

сближаются с ростом ω13, затем начинают удалять-

ся друг от друга. Кроме того, при ω23 = ω13 = 1

верхняя и средняя ветви закона дисперсии пересека-

ются, затем снова расталкиваются. Таким образом,

имеет место эффект спектрального сближения верх-

ней и средней ветвей с ростом ω13 и их пересечение

при ω23 = ω13 = 1 (пунктирные линии) и затем по-

следующее удаление (рис. 3).

Из рис. 3 следует, что имеет место сильное рас-

талкивание между нижней и средней ветвями зако-

на дисперсии. Эту особенность поведения ветвей за-

кона дисперсии можно интерпретировать также как

изменение силы связи фотона с атомом. Таким обра-

зом, перенормировка энергетического спектра поля-

ритонов ярко проявляется в возникновении эффекта

сильной связи в длинноволновой области от часто-

ты ω0 и в ослаблении связи в коротковолновой об-

ласти. Это указывает также на смещение актуаль-

ных точек k-пространства. Можно утверждать, что

экспериментально увеличение интенсивности накач-

ки приведет к изменению силы связи и к спектраль-

ному смещению актуальных точек в k-пространстве.

Результаты, представленные на рис. 4 для ϑ = π,

подобны результатам с рис. 3 для ϑ = 0 (после заме-

ны ∆ и δ на −∆ и −δ соответственно). Видно, что ос-

новные особенности, а именно эффект спектрально-

го сближения, пересечения и последующего растал-

кивания возникает теперь между нижней и средней

ветвями закона дисперсии.

Собственные частоты трех ветвей поляритонов

существенно зависят от уровня возбуждения атом-

ной системы. Они определяют частоты нутации Ω̃12,

Ω̃23, Ω̃13 (новые Раби-частоты) поляритонов, кото-

рые представляют собой три разности собственных

частот поляритонов. Если частоты двух полярито-

нов, например, верхнего и среднего поляритонов сов-

падают, то соответствующая частота нутации оказы-

Рис. 4. Законы дисперсии ∆ =
ω−ω0

Ω12
от δ =

ωc−ω0

Ω12

при значениях Ω23 = 0.5 при различных значениях Ω13

(0 – сплошные, 0.5 – штриховые, 1 – пунктирные, 1.5 –

штрихпунктирные) и разности фаз ϑ = π

вается равной нулю. В этом случае процесс нутации

не является результатом биения трех поляритонных

ветвей, а представляет собой нутационные колебания

на одной единственной частоте.

4. Заключение. Оттметим, что в статье пред-

ставлены результаты теоретического исследования

закона дисперсии атомных поляритонов для трех-

уровневых атомов с эквидистантным энергетическим

спектром, взаимодействующих с мощным резонанс-

ным лазерным излучением. Показано, что закон дис-

персии атомных поляритонов состоит из трех вет-

вей, положение и форма которых определяется Раби-

частотами оптически разрешенных однофотонных

переходов между уровнями 1 ⇆ 2 и 2 ⇆ 3, а так-

же оптически разрешенным двухфотонным перехо-

дом между уровнями 1 ⇆ 3. Предсказываются эф-

фекты расталкивания и притяжения ветвей закона

дисперсии, их пересечение, самосогласованное изме-

нение силы связи фотонов с атомами, а также силь-

ная зависимость от разности фаз между константами

взаимодействия.
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