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На основе модели нижней хаббардовской подзоны найдены решения уравнения Бардина–Купера–

Шриффера с учетом трехцентровых корреляций, суперобменного, кулоновского, фононного и спин-

флуктуационного механизмов спаривания квазичастиц. В качестве примера рассмотрено соединение

Pr0.89LaCe0.11CuO4. Зависимость сверхпроводящей щели от волнового вектора вдоль контура Ферми

хорошо аппроксимируется выражением вида ∆φ = ∆0 (B cos(2φ) + (1−B) cos(6φ)), где угол φ отсчиты-

вается от границы зоны Бриллюэна. Рассчитанные значения параметров ∆0 и B соответствуют экспери-

ментальным данным. Роль фононного механизма относительно мала. Конкуренция же других указанных

механизмов в формировании величины ∆0 оказалась довольно сильной и эффект их интерференции ва-

жен, причем он различен на различных участках поверхности Ферми. Основной вклад в формирование

компоненты пропорциональной cos(6φ) (высшая гармоника щели) обусловлен спин-флуктуационным и

кулоновским взаимодействиями. Численно и аналитически доказано, что роль трехцентровых корреля-

ций сводится к ослаблению суперобменного механизма.

DOI: 10.1134/S0370274X18240050

Зависимость сверхпроводящей щели от волно-

вого вектора несет в себе важную информацию о

механизме спаривания квазичастиц. К настояще-

му времени различными экспериментальными ме-

тодами обнаружено, что как в дырочно-, так и в

электронно-допированных купратах она существен-

но отклоняется от простой зависимости вида ∆k =

= ∆(cos kxa − cos kya), которую часто представляют

формулой ∆φ = ∆0 cos(2φ).

Имеющиеся экспериментальные данные, как

правило, аппроксимируются феноменологическим

выражением ∆φ = ∆0 (B cos(2φ) + (1−B) cos(6φ))

[1–5]. Множитель (1−B) для дырочно-допированных

купратов положителен [1–3], в то время как для

электронно-допированных он отрицателен [4, 5].

Исследование природы этой загадочной асим-

метрии может помочь выяснить важные детали

спаривания.

Происхождение высшей гармоники в дырочных

купратах анализировалось в работах [6, 7]. В [6] по-

лагалось, что высшая гармоника в сверхпроводящей

щели есть следствие спин-флуктуационного механиз-

ма спаривания, однако при этом другие возможные

механизмы не анализировались. Рассмотрение роли
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других упомянутых механизмов проведено в [7]. Бы-

ло найдено, что наряду со спин-флуктуационным

важный вклад в формирование высшей гармоники

вносит взаимодействие квазичастиц через поле фо-

нонов.

Основная цель данной работы – попытать-

ся выяснить происхождение обеих гармоник в

сверхпроводящей щели электронно-допированных

купратов, приняв во внимание при решении урав-

нения Бардина–Купера–Шриффера (БКШ) супер-

обменный, фононный, плазмоный (кулоновский)

и спин-флуктуационный механизмы на равных

основаниях, а также трехцентровые корреляции

на важную роль которых для оценки критиче-

ских температур обращалось внимание в [8, 9].

В [10] отмечалось, что в дырочно-допированных

купратах трехцентровые корреляции подавле-

ны сильным обменным взаимодействием дырок

на позициях кислородов с локализованными

дырками на позициях меди. И это одна из важ-

нейших причин в асимметрии значений крити-

ческих температур в электронных и дырочных

купратов.

При допировании купратов электронами носите-

ли тока распределяются по орбитальным состояниям

меди |x2 − y2〉. В этом случае гамильтониан модели

имеет вид
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(1)

Хаббардовские операторы Xσ,0
i имеют смысл опе-

раторов рождения квазичастичного возбуждения в
нижней хаббардовской зоне со спиновым квантовым
числом σ = ± 1

2 . Коммутационное соотношение опе-
раторов рождения и уничтожения имеет вид

Xσ,0
i X0,σ

j +X0,σ
j Xσ,0

i =

[

1 + δi
2

+ 2σSz
i

]

δij , (2)

где δi – оператор числа квазичастиц в расчете на
одну элементарную ячейку. Второй член в (1) опи-
сывает кулоновское взаимодействие между электро-
нами из различных элементарных ячеек, третий и
четвертый члены учитывают поправки второго по-
рядка теории возмущений, обусловленные виртуаль-
ными возбуждениями квазичастиц из нижней хабар-
довской зоны в верхнюю. Энергетический интервал
между зонами равен U [8]. Слагаемое с параметром
Jlm соответствует суперобменному взаимодействию
спинов меди через промежуточные ионы кислоро-
да (их номера для краткости опущены). Последний
член (четвертый) отсутствует в случае диэлектриче-
ской фазы купратов, так как нижняя хаббардовская
зона полностью заполнена.

Энергия квазичастиц, как это принято при опи-
сании экспериментов по фотоэмиссии с угловым раз-
решением (ARPES – Angle Resolved Photo Emission
Spectroscopy), записывается в виде:

εk = −µ+ 2t(cos kxa+ cos kya) +

+ 4t′ cos kxa cos kya+ 2t′′(cos 2kxa+ cos 2kya).
(3)

Эффективные параметры перескока квазичастиц
“одетых зарядовыми и спиновыми корреляциями”
выражаются через затравочные параметры переско-
ка электронов между первыми (t1), вторыми (t2) и
третьими соседями (t3) следующим образом:

t = t1
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+
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(
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t21
U
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(4)
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U
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1

2
K1 −

1− δ0
2

P
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, (5)

t′′ = t3P +
t21
U
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1

2
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1− δ0
2

P

)

. (6)

Через K1 = 4〈Sz
0S

z
1 〉 обозначены спин-спиновые кор-

реляционные функции, которые оцениваются само-
согласованно через динамическую спиновую воспри-
имчивость. P = (1 + δ0)/2 – среднее значение анти-
коммутаторов операторов рождения и уничтожения,
δ0 – число носителей тока в расчете на одну элемен-
тарную ячейку. Формула для параметра проектиро-
вания F t

1 , полученная из условия эквивалентности
электронного и дырочного представлений имеет сле-
дующий вид:

F t
1 =
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J
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1

U
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)

t−1
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4P 2 + 2K1
.

(7)
Корреляционные функции 〈X0,σ

0 Xσ,0
1 〉 рассчитыва-

ются самосогласованно через числа заполнения ква-
зичастиц.

В результате проектирования вклад в щель, обу-
словленный трехцентровыми членами гамильтониа-
на имеет вид

∆T
k
= 2

t21
U
(1 + FT

1 )×

×
∑

k′

〈X0,↓
k′ X

0,↑
−k′〉(2 cos (kx − k′x)a+ 2 cos (ky − k′y)a+

+ 4 cos kxa cos k
′
ya+ 4 coskya cos k

′
xa).

(8)
В случае d-типа спаривания это выражение может
быть упрощено. Так как 〈X0,↓

k′ X0,↑
−k′〉 ∝ cos k′xa −

cos k′ya, имеем следующее соотношение:

∑

k′

〈X0,↓
k′ X0,↑

−k′〉 cos k′xa = −
∑

k′

〈X0,↓
k′ X

0,↑
−k′〉 cos k′ya (9)

и, следовательно,

∆T
k
= −2

t21
U
(1 + FT

1 )×

×
∑

k′

〈X0,↓
k′ X0,↑

−k′〉(2 cos (kx − k′x)a+ 2 cos (ky − k′y)a).

(10)
Сопоставляя это выражение с вкладом в щель от су-
перобменного взаимодействия

∆J
k =

J1F
J
1

P
×

×
∑

k′

〈X0,↓
k′ X0,↑

−k′〉(2 cos (kx − k′x)a+ 2 cos (ky − k′y)a),

(11)
приходим в выводу – трехцентровые корреляции в
случае d-типа спаривания просто перенормируют па-
раметр суперобменного взаимодействия

J1F
J
1 → J1F

J
1 − 2

t21
U
(1 + FT

1 ) ≡ J∗
1 . (12)
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При проектировании оператора кинетической энер-
гии на пространство операторов рождения и уни-
чтожения в узельном представлении получается ано-
мальное среднее вида

∆t
jn = δjn

∑

m

tjmF t
jm〈X0,↓

j X0,↑
m − 1

2
X0,↑

j X0,↓
m 〉. (13)

Фурье-образ этого вклада в сверхпроводящую щель
записывается следующим образом:

∆t
k
= 6

∑

k′

[tF t]k′〈X0,↓
k′ X0,↑

−k′〉. (14)

Видно, что он не зависит от волнового вектора k,
т.е. способствует изотропному s-типу спаривания.
Эти двухцентровые корреляции не могут быть ответ-
ственны за дисперсию сверхпроводящей щели. Как
видно из приведенного выражения (14), при исполь-
зованном нами способе проектирования, роль ки-
нематического механизма по сравнению с работами
[11, 12] существенно ослаблена. Это обстоятельство
объясняет преобладание d-типа спаривания над s-
типом в решениях уравнения БКШ.

Вклады, рассматриваемых в данной работе меха-
низмов, в d-тип спаривания удобно пояснить в инте-
гральной форме, как они фигурируют в уравнении
БКШ

∆k = − 1

N

∑

k′

Vk,k′

∆k′

2Ek′

tanh

(

Ek′

2kBT

)

, (15)

Ek =
√

ε2
k
+ |∆k|2. (16)

При решении уравнения БКШ на сверхпроводя-
щую щель нами учитывались спин-флуктуационный
(V sp), кулоновский (V C), перенормированный трех-
центровыми корреляциями суперобменный (V J∗

) и
фононный (V ph) механизмы спаривания:

Vk,k′ = V sp
k,k′ + V C

k,k′ + V J∗

k,k′ + V ph
k,k′ . (17)

Спин-флуктуационное взаимодействие считается од-
ним из основных в формировании сверхпроводимо-
сти в купратах. В сверхпроводящей фазе у купратов
нет антиферромагнитного упорядочения, но суще-
ствуют антиферромагнитные флуктуации. За счет
этого корреляции спинов ближнего порядка поляри-
зуют среду, т.е. “наводят” магнитное поле на окру-
жающих их спинах, пропорциональное спиновой вос-
приимчивости. Это косвенное взаимодействие носи-
телей тока между собой приводит к спариванию.
Так как в плоскостях CuO корреляционная дли-
на составляет лишь несколько постоянных решет-
ки, в первом приближении можно пренебречь эф-
фектами запаздывания и считать, что фурье-образ

спин-флуктуационного взаимодействия пропорцио-
нален реальной части спиновой восприимчивости,
взятой на нулевой частоте [13, 14]:

V sp
k,k′ = g2Reχsp(ω = 0,k− k

′)×
× θ(ωsp − |εk|)θ(ωsp − |εk′ |)θ(ωsp − |εk − εk′ |).

(18)

Здесь g – константа взаимодействия, которая под-
биралась для соответствия максимального значения
щели с экспериментом. В наших расчетах она ока-
залась равной 0.341. Это в 4.7 раза меньше шири-
ны зоны проводимости (W ∼ 8t1). В расчетах [6]
g/t1 = 1.6/0.13 = 12.3, т.е. константа взаимодей-
ствия g почти в 1.5 раза больше ширины зоны W , что
ставит под сомнение справедливость вывода о доми-
нировании спин-флуктуационного взаимодействия в
формировании высшей гармоники cos(6φ) в диспер-
сии сверхпроводящей щели.

Что касается фурье-образа эффективного куло-
новского взаимодействия между носителями тока, то
он записывается более определенно при использова-
ния диэлектрического формализма, предложенного
Гинзбургом и Киржницем [15]:

V C
k,k′ = Gk−k′(1−Gk−k′Reχch(ω = 0,k− k

′))×
× θ(εF − |εk|)θ(εF − |εk′ |)θ(εF − |εk − εk′ |).

(19)
Здесь εF – уровень Ферми, отсчитываемый от дна
зоны. Gk−k′ – неэкранированное кулоновское взаи-
модействие носителей тока в слоях CuO [16]:

Gk−k′ =
2πde2

ε⊥a2
√
A2 − 1

, (20)

A = 2
ε‖d

2

ε⊥a2

(

sin2
(kx − k′x)a

2
+ sin2

(ky − k′y)a

2

)

+ 1.

(21)
Аналитическое выражение для спиновой воспри-

имчивости было получено в работе [14], для зарядо-
вой – в [17]. Их единообразное представление при-
ведено в Дополнительных материалах. Там же ил-
люстрируются соответствие рассчитанного спектра
коллективных спиновых колебаний новейшим дан-
ным по рассеянию нейтронов [18–20].

Фурье-образ перенормированного трехцентрови-
ми корреляциями суперобменного взаимодействия
имеет вид

V J∗

k,k′ = −J∗
1 (2 cos (kx − k′x)a+ 2 cos (ky − k′y)a). (22)

Фурье-образ взаимодействия носителей через ды-
хательную фононную моду записывается следующим
образом [21]:

V ph
k,k′ = − p2

Ωl

(

sin2
(kx − k′x)a

2
+ sin2

(ky − k′y)a

2

)

×

× θ(ωD − |εk|)θ(ωD − |εk′ |)θ(ωD − |εk − εk′ |).
(23)
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Здесь p = 0.05 эВ – параметр взаимодействия с
продольной фононной модой c частотой Ωl, равной
0.07 эВ, ωD – частота Дебая.

Параметры зоны брались согласно эксперимен-
тальным данным [5], равными t = 0.2 эВ, t′ = −0.4t,
t′′ = 0.1t, µ = −0.4t. Обменный интеграл между
ближайшими соседями брался аналогично работам
[14, 17], где это значение успешно использовалось;
J1 = 0.11 эВ. Параметры проектирования для су-
перобменного и трехцентрового взаимодействия счи-
тались равными друг другу и равными 0.7. Спин-
спиновая корреляционная функция K1 = −0.22.

Результаты решения уравнения (15) приведены
на рис. 1. Как видно на рис. 1а, результаты расче-
та соответствуют экспериментальным данным. Аб-
солютные значения обоих параметров ∆0 и B по-
лучились правильными, причем в соответствии с
экспериментальными данными [4, 5] знак парамет-
ра B отрицательный. В дырочно-допированных куп-
ратах B > 0 и абсолютная величина относитель-
ной амплитуды перед высшей гармоникой (1 − B)
примерно в 3 раза меньше [1–3]. Как видно на
рис. 1c, в формировании высшей гармоники наряду
со спин-флуктуационным механизмом важную роль
играет также кулоновское взаимодействие (плазмон-
ный механизм). Различие в знаке параметра B для
электронно- и дырочно-допированных купратов в ра-
боте [6] связывалось с различием поверхностей Фер-
ми. В дополнение к этому мы обращаем внима-
ние на различие спектров коллективных спиновых
возбуждений. Если в дырочно-допированных купра-
тах он имеет форму вертикального сечения песоч-
ных часов (“hour-glass” dispersion), то в электронно-
допированных купратах это форма вертикально-
го сечения затупившегося карандаша (“pencil-shape”
form) [18–20]. Кулоновское взаимодействие мешает d-
типу спаривания, но по-разному на различных участ-
ках контура Ферми, вследствие чего способствует по-
явлению высшей гармоники (рис. 1c). Суперобменное
взаимодействие, будучи короткодействующим, как
известно [22, 23], способствует d-типу спаривания но-
сителей тока. Решение только при учете суперобмен-
ного взаимодействия, перенормированного трехцен-
тровыми корреляциями, аппроксимируется с помо-
щью cos(2φ) (B = 1). Вместе с тем следует иметь
ввиду, что его нельзя отбрасывать при исследовании
причин происхождения высшей гармоники в диспер-
сии сверхпроводящей щели. Это можно пояснить сле-
дующим образом. Парциальные вклады в параметр
щели в (16) входят в виде квадрата суммы. Урав-
нение нелинейно. В процессе самосогласованного ре-
шения уравнения (15) проявляются детали “интерфе-
ренции” различных механизмов и, как следствие это-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Дисперсия сверхпроводя-

щей щели вдоль фрагмента контура Ферми. Сим-

волы с погрешностями изменений из эксперимен-

тальной работы [5] для Pr0.89LaCe0.11CuO4. Зеле-

ным цветом представлены результаты решения урав-

нения (15) при учете всех механизмов спаривания,

описанных в тексте. Серым – при B = 1, чер-

ным – при B = 1.43 изображены графики функции

∆φ = ∆0 (B cos(2φ) + (1−B) cos(6φ)), изменение угла

φ вдоль контура Ферми поясняется на рис. 1b. (с) – При

решении уравнения (15) “отключено” кулоновское вза-

имодействие (красная пунктирная линия)

го, отбрасывание одного из них искажает значения
амплитуд обоих гармоник. Влияние фононного взаи-
модействия на высшую гармонику оказалось незна-
чительно, однако оно важно, как уже это отмечалось
[9], для понимания происхождения изотопического
эффекта.
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В заключение интересно сопоставить резуль-
таты полученные для дырочно- и электронно-
допированных купратов.

В работах [24–26] считается, что основным меха-
низмом спаривания в дырочно-допированных купра-
тах является спин-флуктуационное, а роль кулонов-
ского и суперобменного сводится к взаимному ослаб-
лению друг друга. В работе [7] схожая интерпре-
тация – доминирующими в d-типе спаривания счи-
таются спин-флуктуационный и суперобменный, а
кулоновский ослабевает первые два. Определяющие
же вклады в высшую гармонику связаны с спин-
флуктуационным и фононным механизмами спари-
вания.

В электронно-допированных купратах спин-
флуктуационное и суперобменное также, как и
в дырочно-допированных купратах, при допи-
ровании близком к оптимальному, способствует
d-типу спаривания. Кулоновское взаимодействие и
трехцентровые корреляции мешают им. Высшая
гармоника в дисперсии сверхпроводящей щели
формируется в результате совместного действия
спин-флуктуационого и кулоновского механизмов.

Работа М.А. Малахова поддержана за счет
средств субсидии, выделенной Казанским (При-
волжским) федеральным университетом для выпол-
нения госзадания в сфере научной деятельности,
проект # 3.2166.2017/4.6.
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