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Получена новая интегрируемая система уравнений, описывающая эффект самоиндуцированной про-

зрачности для терагерцовых импульсов с малым числом колебаний, распространяющихся в системе ре-

зонансных туннельных переходов. При выводе этой системы применен подход, основанный на использо-

вании понятий огибающих для электрического поля импульса и дипольных моментов, задействованных

во взаимодействии с ним резонансных и нерезонансных переходов. Такой подход позволяет описывать

солитоны, скорость которых может быть значительно меньше линейной групповой скорости света в сре-

де. Это выгодно отличает его от метода, при котором понятие огибающих не используется, но плотность

среды предполагается малой.
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Введение. В последнее время довольно актив-

но исследуются вопросы взаимодействия терагерцо-

вого электромагнитного излучения с веществом [1–

5]. Терагерцовое излучение уже сейчас находит раз-

личные приложения в системах безопасности, вос-

становления изображений, связи, астрономии, меди-

цине, спектроскопии и т. д. К настоящему времени в

различных научных лабораториях генерируются те-

рагерцовые сигналы настолько высоких интенсивно-

стей, что в самую пору говорить о необходимости

развития “нелинейной терагерцовой оптики” [6, 7].

Это утверждение усиливается тем фактом, что нели-

нейные эффекты в терагерцовом диапазоне проявля-

ются при интенсивностях излучения, на много поряд-

ков меньших, чем соответствующие интенсивности в

оптическом диапазоне [8].

Одно из направлений развития нелинейной оп-

тики связано с исследованиями солитонных режи-

мов распространения коротких оптических импуль-

сов в нелинейных диспергирующих средах [9]. При

этом различают резонансные и нерезонансные соли-

тоны. Как известно, первые солитоны, эксперимен-

тально наблюдавшиеся в нелинейной оптике, были

резонансными. Ими были импульсы самоиндуциро-

ванной прозрачности (СИП) [10, 11].

1)e-mail: sazonov.sergey@gmail.com

Возвращаясь к терагерцовым сигналам, прихо-

дим к выводу о желательности исследования для

них эффекта СИП. В терагерцовой области спектра

лежат колебательные, вращательные, колебательно-

вращательные и туннельные квантовые переходы

среды. Поэтому именно эти переходы могут сильно

возбуждаться терагерцовыми импульсами, испыты-

вая с ними резонансное взаимодействие. В работах

[7, 12, 13] рассмотрены туннельные переходы прото-

на в двухъямном молекулярном потенциале. В этом

случае туннельное расщепление приводит к образо-

ванию двух близколежащих квантовых состояний,

разделенных по частоте терагерцовым интервалом.

В связи с изложенным выше актуальным пред-

ставляется развитие резонансной нелинейной опти-

ки терагерцового диапазона. Проводя здесь актив-

ные параллели с резонансной нелинейной оптикой

видимого диапазона, следует ожидать соответствую-

щих сходств и различий. Это обстоятельство может

оказаться важным как со стороны фундаментальных

исследований, так и с прикладной точки зрения.

При оптическом методе генерации терагерцово-

го излучения, основанном на эффекте оптического

выпрямления, генерируемые сигналы содержат по-

рядка всего нескольких периодов электромагнитных

колебаний [14, 15]. Поэтому в спектральном смыс-

ле они являются широкополосными. Тем не менее в
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спектре таких импульсов можно выделить домини-

рующую частоту ω, определяемую периодом содер-

жащихся в них нескольких осцилляций.

Помимо нерезонансного эффекта оптического вы-

прямления для генерации импульсов длительностью

в несколько периодов колебаний (включая терагер-

цовые сигналы) может быть использована пассивная

синхронизация мод при резонансном эффекте СИП

[16, 17].

Ситуация, описанная выше, позволяет при по-

строении теории сделать акцент на двух аспектах.

Первый состоит в том, что в среде можно выделить

два квантовых уровня, частота перехода между ко-

торыми близка к доминирующей частоте в спектре

терагерцового импульса. Тем не менее, достаточно

широкий спектр таких импульсов приводит к необхо-

димости отойти от приближения двухуровневой сре-

ды, учтя и другие квантовые переходы. Суть вто-

рого аспекта состоит в том, что в этом случае мож-

но использовать понятия огибающих для импульса и

нестационарных дипольных моментов среды. Важно,

однако, что эти огибающие здесь не являются мед-

ленно меняющимися.

Первый аспект был принят во внимание в работах

[7, 12, 13], где примешивающиеся к резонансному вза-

имодействию переходы на вышележащие квантовые

уровни учитывались в приближении оптической про-

зрачности. Как результат, в работе [13] была получе-

на обобщенная редуцированная система Максвелла–

Блоха (ОРМБ), интегрируемая методом обратной за-

дачи рассеяния (МОЗР) [18–20]. В этой системе не

используются понятия огибающих для поля и мате-

риальных переменных. Ее бризерные решения в ре-

зонансном случае описывают терагерцовые солито-

ны СИП с малым числом электромагнитных колеба-

ний. Однако вывод системы ОРМБ схож во многом

с выводом обычной редуцированной системы урав-

нений Максвелла–Блоха [21] и предполагает, что она

описывает эффект СИП только при малой плотности

туннельных переходов. В этом случае скорость рас-

пространения солитонов близка к линейной скорости

света в среде.

Если отвлечься от приближения малой плотно-

сти квантовых переходов, то при эффекте СИП ско-

рость резонансных солитонов может на 2 – 4 порядка

быть меньше, чем линейная скорость света в среде

[10, 11, 22]. Чтобы рассмотреть терагерцовые соли-

тоны с малым числом колебаний в достаточно плот-

ной резонансной среде, следует учесть второй от-

меченный выше аспект. А именно, использовать по-

нятие огибающих для электрического поля терагер-

цового импульса и для нестационарных дипольных

моментов возбуждаемых квантовых переходов. За-

метим, что такой подход хорошо себя зарекомендо-

вал в нерезонансной нелинейной оптике импульсов

длительностью в несколько колебаний [23]. Здесь же

этот подход позволит исследовать резонансные те-

рагерцовые солитоны с малым числом колебаний и

скоростями, значительно меньшими линейной скоро-

сти света в среде. Такое исследование и составляет

содержание настоящей работы.

Уравнения самоиндуцированной прозрач-

ности для импульсов из малого числа коле-

баний. В качестве среды будем рассматривать про-

тоны, способные туннелировать между минимумами

молекулярных двухъямных потенциалов [7, 12, 13].

Такая ситуация реализуется, например, в кристаллах

типа KDP [24]. Из-за туннелирования протонов про-

исходит расщепление основного состояния с образо-

ванием двух близких квантовых уровней с номерами

1 и 2, разделенных частотным интервалом терагер-

цового диапазона. С этих уровней разрешены перехо-

ды на удаленные вверх по энергии состояния. Из-за

правил отбора по четности с уровней 1 и 2 разреше-

ны переходы на разные состояния. По этой причине

аппроксимируем удаленные состояния двумя кванто-

выми уровнями с номерами 3 и 4 противоположных

четностей. Таким образом, в условиях рассматрива-

емой задачи приходим к четырехуровневой модели с

разрешенными переходами 1 ↔ 2, 1 ↔ 3 и 2 ↔ 4,

частоты переходов которых равны ω21 ≡ ω0, ω31 и

ω42 соответственно. При этом выполняется условие

[24, 25]

ω0 ≈ ω ≪ ω31, ω42. (1)

Переходом между удаленными состояниями 3 и 4

будем пренебрегать вследствие их сильной ослаблен-

ности. Анализ показывает, что включение в модель

большего, чем двух удаленных состояний принципи-

ально ситуации не меняет [13].

Пусть световой импульс распространяется вдоль

оси z. Тогда имеем следующую систему материаль-

ных уравнений для элементов ρml матрицы плотно-

сти ρ (m, l = 1, 2, 3, 4) и волнового уравнения для

электрического поля E терагерцового импульса:

∂ρml

∂t
= −iωmlρml +

i

~
E
[

d̂, ρ̂
]

ml
, (2)

∂2E

∂z2
−

1

c2
∂2E

∂t2
=

=
4πn

c2
∂2

∂t2
(d21ρ12 + d31ρ31 + d42ρ24 + c.c.) . (3)

Здесь ~ – постоянная Планка, c – скорость света

в вакууме, n – концентрация задействованных тун-
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нельных переходов, d̂ – симметричная матрица ди-

польного момента с отличными от нуля элементами

d21 = d12, d31 = d13, d42 = d24, t – время.

Пусть центральная частота спектра терагерцово-

го сигнала равна E. Тогда представим поле E и, со-

гласно (2) и (3), недиагональные элементы матри-

цы плотности, соответствующие разрешенным пере-

ходам, в виде

E = E ei(ωt−kz) + c.c., ρµγ = Rµγei(ωt−kz) + c.c., (4)

где µ < γ, k – волновое число, соответствующее час-

тоте ω.

Подставив (4) в (2) и (3) и отбросив быстро осцил-

лирующие слагаемые на частоте ω, придем к системе

∂R12

∂t
= i∆R12 −

− i
E

~

[

d21(ρ11 − ρ22)− (d31ρ
∗
23 − d42ρ14)

]

, (5)

∂R13

∂t
= iω31R13 − i

E

~

[

d31(ρ11 − ρ33)− d21ρ23

]

, (6)

∂R24

∂t
= iω42R24 − i

E

~

[

d42(ρ22 − ρ44)− d21ρ14

]

, (7)

∂ρ23
∂t

= iω32ρ23 −
i

~

(

d31ER
∗
12 − d21E

∗R13

)

, (8)

∂ρ14
∂t

= iω41ρ14 −
i

~

(

d42E
∗R12 − d21ER

∗
24

)

, (9)

∂ρ11
∂t

= −i
d21
~

(

E∗R12 − ER∗
12

)

−

− i
d31
~

(

E∗R13 − ER∗
13

)

, (10)

∂ρ22
∂t

= i
d21
~

(

E∗R12 − ER∗
12

)

−

− i
d42
~

(

E∗R24 − ER∗
24

)

, (11)

∂ρ33
∂t

= i
d31
~

(

E∗R13 − ER∗
13

)

, (12)

∂ρ44
∂t

= i
d42
~

(

E∗R24 − ER∗
24

)

, (13)

[

1 + i
c

2ω

(

∂

∂z
−

1

c

∂

∂t

)](

∂E

∂z
+

1

c

∂E

∂t

)

=

= −i
2πnω

c

(

1−
2i

ω

∂

∂t

)

Θ, (14)

где ∆ = ω0 − ω – отстройка центральной частоты

спектра импульса от резонансной частоты перехода

1 ↔ 2, введено обозначение

Θ = d21R12 + d31R13 + d42R24,

а также принято, что k = ω/c.

В правой части (14) мы пренебрегли вторыми

производными по времени от R12, R13 и R24. При

этом с хорошей точностью имеем ρ34 = 0. Кроме

того, при получении материальных уравнений (6) и

(7) мы, в соответствии с (1), учли, что ω31 − ω ≈

≈ ω31 − ω0 ≈ ω31 и ω42 − ω ≈ ω42 − ω0 ≈ ω42.

В силу того же условия (1) имеем 1 ≫ ω0/ω31 ∼

∼ ω/ω31 ∼ ω/ω42. Так как импульс вмещает все-

го несколько, но все же более одного колебания, то

ω > 1/τp, где τp – временная длительность импульса.

Тогда ω31τp ∼ ω42τp ≫ 1. Поскольку как ω31 ≈ ω32

и ω42 ≈ ω41, то с очевидностью выполняются нера-

венства ω32/ω ∼ ω41/ω ≫ 1. Перепишем отмеченные

неравенства, введя малые параметры:

ε1 ∼ (ω31τp)
−1 ∼ (ω42τp)

−1 ≪ 1, (15)

ε2 ∼
ω

ω32
∼

ω

ω41
≪ 1. (16)

Ограничимся ниже приближениями первого по-

рядка по этим параметрам.

В силу условий (15), (16) в первом порядке по ε1
и ε2 в уравнениях (6)–(9) можно пренебречь левыми

частями, превратив их из дифференциальных урав-

нений в алгебраические. Тогда из (6)–(9) имеем

R13 =
E

~ω31

[

d31(ρ11 − ρ33)− d21ρ23

]

, (17)

R24 =
E

~ω42

[

d42(ρ22 − ρ44)− d21ρ14

]

, (18)

ρ23 =
d31ER

∗
12 − d21E

∗R13

~ω32
, (19)

ρ14 =
d42E

∗R12 − d21ER
∗
24

~ω41
. (20)

Отсюда легко видеть, что последними слагаемыми в

квадратных скобках (17), (18) и в числителях (19),

(20) следует пренебречь, поскольку они второго по-

рядка малости относительно ε1 и ε2. Тогда, подста-

вив (17) и (18) в уравнения (12) и (13), получим

∂ρ33/∂t = ∂ρ44/∂t = 0. Ниже будем считать, что до

воздействия импульса на среду были заселены толь-

ко два нижних состояния 1 и 2. В результате имеем

ρ33 = ρ44 = 0. Таким образом,

R13 =
d31E

~ω31
ρ11, ρ23 =

d31ER
∗
12

~ω32
≈
d31ER

∗
12

~ω31
, (21)

R24 =
d42E

~ω42
ρ22, ρ14 =

d42E
∗R12

~ω41
≈
d42E

∗R12

~ω42
. (22)

Введем разность населенностей двух нижних со-

стоянийW = (ρ22−ρ11)/2. Так как верхние состояния
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в принятом приближении не заселяются, то выпол-

няется условие нормировки ρ11 + ρ22 = 1. Отсюда

имеем

ρ11 =
1

2
−W, ρ22 =

1

2
+W. (23)

Подставив теперь вторые выражения (21) и (22) в

(5), а первые – в (10) и (11), после использования

(23) придем к уравнениям

∂R12

∂t
= i

[

∆+

(

d 2
31

ω31
−
d 2
42

ω42

)

|E|2

~2

]

R12 + 2i
d21E

~
W,

(24)
∂W

∂t
= i

d21
~

(E∗R12 − ER∗
12) . (25)

Таким образом, из материальных уравнений мы

исключили переменные, относящиеся к удаленным

квантовым состояниям и к переходам на них из двух

нижних состояний. Проделаем теперь аналогичные

операции с волновым уравнением (14).

Пусть для нерезонансных переходов 1 ↔ 3 и

2 ↔ 4 выполняется условие малой плотности

η =
πn

~

(

d 2
31

ω31
+
d 2
42

ω42

)

≪ 1. (26)

Тогда в квадратных скобках левой части (14) можно

приближенно положить ∂
∂z = − 1

c
∂
∂t . Перенося затем

оператор в квадратных скобках в правую часть, бу-

дем иметь

∂E

∂z
+

1

c

∂E

∂t
=

= −i
2πnω

c

(

1−
i

ω

∂

∂t

)−1 (

1−
2i

ω

∂

∂t

)

Θ ≈ ,

≈
2πnω

c

(

1 +
i

ω

∂

∂t

)(

1−
2i

ω

∂

∂t

)

Θ ≈ ,

≈ −i
2πnω

c

(

1−
i

ω

∂

∂t

)

Θ.

Подставив сюда первые выражения (21) и (22), с уче-

том (23) получим

∂E

∂z
+

1

vg

∂E

∂t
= −i

ω

c
ηE −

−
2πn

c

(

iω +
∂

∂t

)[

d21R12 −

(

d 2
31

ω31
−
d 2
42

ω42

)

E

~
W

]

,

(27)

где линейная групповая скорость vg определяется

выражением vg = c/(1 + η).

Теперь используем фазовые преобразования

2d21
~

E = ψ e−iωηz/c, R21 = R e−iωηz/c. (28)

Тогда система уравнений (24), (25), (27) примет вид

∂R

∂τ
= i

(

∆+ β|ψ|2
)

R+ iψW, (29)

∂W

∂τ
=
i

2
(ψ∗R− ψR∗) , (30)

∂ψ

∂z
= −α

(

iω +
∂

∂τ

)

(R− 2βψW ) . (31)

Здесь

τ = t−
z

vg
, α =

4πd 2
21n

~c
, β =

1

4d 2
21

(

d 2
31

ω31
−
d 2
42

ω42

)

.

Системой (29)–(31) описывается эффект СИП

для терагерцовых импульсов с малым числом коле-

баний в системе туннельных переходов.

Пренебрегая производной ∂
∂τ в правой части

уравнения (31), придем к системе, описывающей

СИП для квазимонохроматических терагерцовых

импульсов. Если к тому же положить β = 0, то си-

стема (29)–(31) перейдет в систему СИП в двухуров-

невой среде [10, 11]. В этой связи заметим, что слага-

емые с коэффициентом β в (29) и (31), учитывающие

влияние квантовых переходов на удаленные уровни,

в общем случае нельзя рассматривать как малые по-

правки к уравнениям СИП для двухуровневой сре-

ды. Например, в случае точного резонанса (∆ = 0)

слагаемое β|ψ|2 в скобках уравнения (29) становится

доминирующим и способно оказать принципиальное

влияние на эффект СИП.

Терагрецовые солитоны СИП. Система (29)–

(31) тоже оказалась интегрируемой в рамках МОЗР

[18–20], как и обычные уравнения СИП. Эту систему

удалось записать в виде условия нулевой кривизны

∂L̂

∂z
−
∂Â

∂τ
+ [L̂, Â] = 0,

в котором матрицы L̂ и Â имеют вид

L̂ =
i

16







Ξ
2ρ−
σ

(λ− λ0)ψ

−
2ρ−
σ

(λ + λ0)ψ
∗ −Ξ






,

Â =
iα

2







−ΦW
2σ(λ− λ0)

λ− 1
R

−
2σ(λ+ λ0)

λ− 1
R∗ ΦW







+ 2αβWL̂.

Здесь использованы следующие обозначения:

Ξ = λρ−
ω+ + β|ψ|2

βω+
−

4βω− − 1

β
+
ρ+
ω+

|ψ|2,

3 Письма в ЖЭТФ том 112 вып. 1 – 2 2020



34 С. В. Сазонов, Н. В. Устинов

Φ =
8βω+

ρ−(λ − 1)
+ 1− 2βω,

λ0 =
ρ+
ρ−

, σ =
√

βω+,

ρ± = 4βω+ ± 1, ω± = ω ±∆,

λ – спектральный параметр.

С помощью алгебраических методов, связанных с

МОЗР, нами были получены солитонные решения си-

стемы (29)–(31). Эти решения записываются в неяв-

ной форме и имеют чрезвычайно громоздкий вид.

Поэтому мы не приводим здесь выражения для соли-

тонных решений и представим только графики обез-

размеренной напряженности электрического поля

Q =
ψ

ω0
eiωτ + c.c.,

соответствующей этим решениям.

Односолитонное решение системы (29)–(31) име-

ет один свободный параметр, в качестве которого

можно выбрать длительность τp солитона, исходя из

того, что на его хвостах имеется экспоненциальный

спад: ψ ∼ exp
(

− |t−z/v|
τp

)

, где v – групповая скорость

солитона (см. ниже). Две постоянные, определяю-

щие положение центра солитона и его начальную фа-

зу, можно положить равными нулю, выбрав соответ-

ствующим образом начала отсчета координаты z и

времени t. Центральная частота ω спектра терагер-

цового солитона задается изначально в системе (29)–

(31). Значение безразмерного параметра ωτp пропор-

ционально количеству N колебаний, содержащихся

в солитоне. Так, однопериодному солитону соответ-

ствует ωτp ≈ 2π. На рисунках 1 и 2 представлены гра-

фики переменной Q для случаев β > 0 и β < 0 соот-

ветственно. Импульсы, для которых ωτp ≈ 6π (трех-

периодные солитоны), изображены толстыми линия-

ми. Тонкой линией на рис. 1 показан солитон, содер-

жащий полтора колебания (ωτp ≈ 3π). На рисунках 2

тонкой линией изображен однопериодный солитон.

Имеются отличия в свойствах односолитонных

решений системы (29)–(31) при разных знаках па-

раметра β. В случае β > 0 у солитонов имеются

предельные наименьшая длительность и наибольшая

амплитуда. Импульс, изображенный тонкой линией

на рис. 1, имеет параметры, близкие к предельным.

В случае β < 0 у солитонов возникает осцилля-

ция заостренной формы при уменьшении длитель-

ности (см. график, изображенный тонкой линией,

на рис. 2). Здесь амплитуда солитона неограниченно

растет при уменьшении длительности. Отмеченные

эффекты ярко проявляются для однопериодных со-

литонов. При этом трехпериодные солитоны близки

Рис. 1. Временные зависимости полуторапериодных

(тонкая линия) и трехпериодных (толстая линия) соли-

тонных профилей электрического поля лазерного им-

пульса в случае β > 0

Рис. 2. Временные зависимости однопериодных (тонкая

линия) и трехпериодных (толстая линия) солитонных

профилей электрического поля лазерного импульса в

случае β < 0

по своим свойствам к квазимонохроматическим им-

пульсам, практически не проявляя свойств предель-

ных и заостренных солитонов.

Выражение для скорости v солитонов можно по-

лучить, используя метод аналитического продол-

жения дисперсионных параметров на комплексную

плоскость [26–28]. Согласно этому методу, снача-

ла линеаризуем систему (29)–(31). Затем, полагая

ψ, R ∼ ei(Ωt−qz), придем к дисперсионному уравне-

нию

q =
Ω

vg
+ α

w1 − w2

2
(ω +Ω)

(

1

∆− Ω
+ 2β

)

,
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где w1 и w2 – начальные населенности первого и

второго уровней соответственно. Теперь совершим в

этом уравнении замены q → q + iκ, Ω → i/τp. Выде-

лив после этого в обеих частях мнимые части, с по-

мощью соотношения 1/v = 1/(κτp) и при учете (23)

придем к выражению

1

v
=
n0

c
+ α

w1 − w2

2

ω0

1 + (∆τp)2
τ2p . (32)

Здесь

n0 = 1 +
2πn

~

(

d 2
31

ω31
w1 +

d 2
42

ω42
w2

)

– показатель преломления, создаваемый переходами

1 ↔ 3 и 2 ↔ 4.

Выражение (32) практически не отличается от

выражения для обратной скорости квазимонохрома-

тических солитонов СИП в резонансной двухуровне-

вой среде.

В соответствии с (26) имеем n0 ≈ 1. Взяв, кроме

того, d21 ∼ 10−18 СГСЭ, n ∼ 1022 см−3, ∆ = 0, ω0 ∼

∼ 1013 с−1, τp ≈ 5/ω0, получим v ∼ (0.01−0.1) с. Эта

оценка соответствует однопериодному терагерцово-

му импульсу. Таким образом, скорость однопериод-

ного терагерцового солитона СИП может на один –

два порядка быть меньше, чем скорость света в ва-

кууме.

Пусть длительность рассматриваемого терагер-

цового сигнала τp ∼ 10−12 с. Тогда |E| ∼ ~/d21τp ∼

∼ 103 СГСЭ. Следовательно, интенсивность импуль-

са I ∼ c|E|2/4π ∼ 108 Вт/см2. Такие интенсивности

терагерцовых сигналов вполне достижимы в совре-

менных лабораториях [8]. Поэтому можно ожидать

экспериментального обнаружения теоретически ис-

следованных здесь терагерцовых солитонов СИП.

Заключение. Таким образом, здесь нами полу-

чена новая интегрируемая система материальных и

волнового уравнений, описывающая эффект СИП

для терагерцовых импульсов с небольшим числом

колебаний. Проведенное выше исследование показы-

вает, что использование понятия огибающих для по-

ля и дипольных моментов среды имеет свое преиму-

щество перед подходом, где это понятие не исполь-

зуется (система ОРМБ [13]).

Преимущество заключается в том, что при ис-

пользовании огибающих скорость найденных соли-

тонов СИП не обязательно должна быть близка к

линейной скорости света в среде, а может на поряд-

ки быть меньше этой скорости. Это обусловлено тем,

что при использовании огибающей отпадает необ-

ходимость применять приближение однонаправлен-

ного распространения, справедливого в случае ма-

лой плотности задействованных квантовых перехо-

дов [13, 21]. Здесь мы такое приближение использо-

вали только для нерезонансных переходов 1 ↔ 3 и

2 ↔ 4 (см. (26)). В то же время для резонансного пе-

рехода 1 ↔ 2 такое приближение не использовалось.

Значительное уменьшение скорости распростра-

нения терагерцовых сигналов при эффекте СИП мо-

жет быть использовано в терагерцовых линиях за-

держки. Такие линии могут оказаться полезными,

например, для реализации голографической записи

информации с помощью широкополосных сигналов

[29]. В этом случае можно говорить о развитии тера-

герцовой динамической голографии.

В качестве резонансной среды, на которую воз-

действуют мощные терагерцовые сигналы, здесь

мы предложили использовать сегнетоэлектрик типа

KDP, содержащий туннельные переходы протонов.

Однако не следует ограничиваться только этим при-

мером. Квантовые переходы, аналогичные рассмот-

ренным здесь, реализуются еще в таких объектах,

как квантовые точки, квантовые ямы [30–32], много-

слойные гетероструктуры [33] и т.д. Более того, час-

тоты соответствующих квантовых переходов могут

принадлежать терагерцовому диапазону [34]. Поэто-

му можно ожидать экспериментальной реализации

исследованного здесь эффекта СИП и на таких объ-

ектах.

Пренебрежение быстро осциллирующими слага-

емыми при выводе материальных уравнений (29)

и (30) (приближение вращающейся волны [22]), а

также отбрасывание высших (после первой) степе-

ней оператора 1
ω

∂
∂t при выводе волнового уравне-

ния (31) могут проявить себя как недостатки исполь-

зуемого здесь подхода при рассмотрении солитонов

длительностью в одно колебание. В то же время,

как отмечалось выше, для однопериодного солитона

ωτp ≈ 2π. Тогда учет второй и высших степеней раз-

ложения данного оператора в волновом уравнении,

а также быстро осциллирующих слагаемых в мате-

риальных уравнениях эквивалентны относительным

поправкам ∼ (ωτp)
−2 ≈ 0.025. Поэтому мы можем

утверждать, что уже однопериодные солитоны опи-

сываются системой (29)–(31) с хорошей точностью.

Это утверждение тем более справедливо для двух- и

трехпериодных солитонов, не говоря о солитонах с

еще большим количеством колебаний.

Немаловажным и естественным представляется

обобщение системы (29)–(31) на случай учета неод-

нородного уширения резонансного туннельного пе-

рехода и исследование такой системы на интегрируе-

мость с поиском соответствующих солитонных реше-

ний. Однако данное исследование выходит за рамки

настоящей работы.
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