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Теоретически исследована волновая функция широкополосного бифотонного поля, возникающего

при параметрическом рассеянии в апериодически поляризованном нелинейном кристалле с линейным

чирпом под действием короткого импульса накачки. Найден вид мод Шмидта как в спектральном, так

и во временном представлении. Найдена зависимость числа мод Шмидта от длительности импульса

накачки и показано, что она имеет минимум при достаточно малой длительности импульса накачки

порядка 100 фс. Найден вид волновой функции бифотонов во временном представлении и исследовано,

как область максимума корреляции между моментами детектирования фотонов сигнального и холостого

рассеянного излучения меняется при изменении длительности импульса накачки. Показано, что макси-

мум временной корреляционной функции интенсивностей сигнального и холостого излучения имеет су-

щественно асимметричную форму. Более резкая из его границ в случае достаточно длинных импульсов

накачки имеет малую ширину, не превышающую 30 фс, и может использоваться для задач синхрониза-

ции событий даже без компенсации дисперсионного расплывания волновых пакетов бифотонного поля.
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Параметрическое рассеяние (ПР) света – хорошо

известный нелинейно-оптический процесс генерации

сильно коррелированных бифотонных полей. Кван-

товые корреляции между сигнальными и холосты-

ми рассеянными фотонами нашли свое применение

во многих областях нелинейной и квантовой оптики,

включая приготовление различных неклассических

состояний света, проверку неравенств Белла, постро-

ение “фантомных” изображений, безэталонную фо-

тометрию, методы нелинейной спектроскопии и мно-

гое другое [1–3]. Корреляция между парой фотонов,

родившихся в результате распада одного фотона на-

качки, проявляется, в частности, в синхронности по-

падания этих двух фотонов на регистрирующие их

детекторы. Под синхронностью в данном случае по-

нимается совпадение моментов появления фотоим-

пульсов детекторов с точностью до времени корреля-

ции этих фотонов, обратно пропорционального ши-

рине спектра детектируемых фотонов. Поэтому один

из возможных способов применения коррелирован-

ных фотонов – возможность синхронизации различ-

ных событий с высокой точностью при помощи ши-

рокополосных бифотонных полей [4].

Метод генерации бифотонных полей с широким

спектром в апериодически поляризованных нелиней-
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ных кристаллах был предложен еще в 2003 г. [5]. В

таких кристаллах условие коллинеарного квазисин-

хронизма между волновыми векторами сигнального

и холостого рассеянного излучения выполняется на

разных частотах в разных областях кристалла бла-

годаря изменению вектора обратной решетки сегне-

тоэлектрических доменов. В работе Харриса [6], а

также в ряде последующих работ [7–11] обсуждалась

возможность приготовления предельно коротких би-

фотонных состояний, в которых оба фотона могут

быть представлены как волновые пакеты, содержа-

щие всего несколько периодов колебания поля, в кри-

сталлах с линейным “чирпом”, т.е. линейной зависи-

мостью вектора обратной решетки от координаты.

Это требует не только получения коллинеарного ПР

в апериодически поляризованном нелинейном кри-

сталле, но и компенсации дисперсионного расплыва-

ния бифотонных состояний в процессе генерации, из-

за которого возникающий на выходе кристалла би-

фотон не является фурье-ограниченным – его время

корреляции существенно превышает обратную ши-

рину спектра [9]. Эксперимент с попыткой компенса-

ции нелинейного фазового набега широкополосных

бифотонных состояний описан в работе [10].

Однако компенсация фазового набега рассеянно-

го излучения сразу в широкой полосе частот яв-

ляется нетривиальной задачей. В работе [12] бы-
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ло показано, что в случае кристаллов с линейным

чирпом зависимость фазового набега, связанного с

дисперсионным расплыванием бифотона, от часто-

ты имеет сложный вид и не может быть полно-

стью компенсирована при помощи пассивных опти-

ческих элементов. Поэтому в работе [12] был пред-

ложен квадратично-гиперболический закон измене-

ния вектора обратной решетки в кристалле, для

которого фазовый набег должен иметь более про-

стую частотную зависимость. В работе [13] была по-

казана экспериментальная возможность получения

широкополосных бифотонных полей в кристалле с

квадратично-гиперболическим чирпом, хотя и без

фазовой компенсации. А в работе [14] было показано,

как нетривиальная частотная зависимость фазового

набега проявляется в схеме нелинейной интерферен-

ции типа Маха–Цандера с двумя нелинейными кри-

сталлами.

В то же время во всех работах при описании

широкополосного бифотонного поля использовалось

приближение непрерывной накачки. Однако если

длительность импульса накачки сравнима или даже

меньше длины дисперсионного расплывания импуль-

сов в кристалле, то спектр накачки может оказывать

дополнительное влияние на структуру бифотонного

поля [15]. В связи с этим в данной работе рассмотре-

но, как спектральная и временная структура широ-

кополосного бифотонного поля зависит от длитель-

ности импульса накачки. Анализ структуры рассе-

янного излучения будет производиться на языке мод

Шмидта, который является удобным инструментом

для описания сильно перепутанных бифотонных по-

лей [16–19]. В частности, в работе [18] было показано,

как число мод Шмидта бифотонного поля зависит от

длительности импульса накачки в случае ПР в од-

нородном кристалле. Поэтому полученные в данной

работе результаты для изменения числа мод Шмид-

та и временной волновой функции широкополосных

бифотонов при уменьшении длительности импульса

накачки будет полезно сравнивать именно с резуль-

татами работы [18].

Рассмотрим коллинеарное ПР в нелинейном кри-

сталле под действием импульса накачки на централь-

ной частоте ωp:

Ep(t, z) = E0e
−iωpt

∫

f(ν)eik(ωp+ν)z−iνtdν. (1)

Будем считать, что импульс имеет гауссову фор-

му, поэтому спектр накачки также гауссов: f(ν) =

= e−ν2τ2/2, где τ – длительность импульса.

Оператор положительно-частотной части поля

рассеянного излучения можно записать в виде

Ê(+)(t, z) = e−iω0t

ω0
∫

−ω0

CΩâ(Ω)e
i{k(ω0+Ω)z−Ωt}dΩ, (2)

где ω0 = ωp/2 – половина частоты накачки, â(Ω) –

оператор уничтожения фотонов на частоте ω0 + Ω,

причем компоненты поля с Ω > 0 соответствуют сиг-

нальному, а с Ω < 0 – холостому рассеянному из-

лучению. Слабой частотной зависимостью коэффи-

циентов разложения CΩ в нашем случае можно пре-

небречь. Волновые вектора рассеянного излучения в

выражении (2) сонаправлены с волновым вектором

накачки. Приготовление широкополосного бифотон-

ного поля в случае неколлинеарного синхронизма со-

здает дополнительные сложности, связанные с необ-

ходимостью сбора рассеянных под разными углами

сопряженных компонент сигнального и холостого из-

лучения. Поэтому обычно при описании широкопо-

лосного бифотонного поля ограничиваются только

коллинеарным синхронизмом и не задумываются о

структуре поперечных пространственных мод.

Квадратичная восприимчивость в апериодически

поляризованном кристалле также зависит от коорди-

наты. Учитывая только первую гармонику в ее раз-

ложении, можно записать ее в виде [12]

χ(2)(z) ≈ χ
(2)
0 exp



−i

z
∫

0

K(z′)dz′



 , (3)

где K(z) – закон изменения обратного вектора до-

менной решетки в кристалле.

Оператор нелинейного взаимодействия накачки

и рассеянного излучения в кристалле теперь можно

представить в виде

Ĝnl(z) = ~γ

∫

f(Ωs − Ωi)e
i∆k(Ωs,Ωi)z−i

z∫

0

K(z′)dz′

×

× â+s (Ωs)â
+
i (Ωi)dΩsdΩi + э.с., (4)

где ∆k(Ωs,Ωi) = k(ωp+Ωs−Ωi)−k(ω0+Ωs)−k(ω0−
− Ωi) – расстройка фазового синхронизма, а γ – ко-

эффициент параметрического взаимодействия, кото-

рый пропорционален амплитуде поля накачки и ве-

личине квадратичной нелинейности.

Используя полученный оператор нелинейного

взаимодействия, можно сразу записать состояние

рассеянного излучения на выходе из кристалла в

виде

|Ψ(L)〉 = e
− i

~

L∫

0

Ĝnl(z)dz|vac〉. (5)
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В общем случае вычисление оператора эволюции

представляет собой сложную задачу, однако в слу-

чае спонтанного ПР при малых значениях коэффи-

циента параметрического взаимодействия экспонен-

ту можно разложить в ряд и получить для состояния

бифотонного поля выражение

|Ψ〉 = −iγL

∫

F (Ωs,Ωi)â
+
s (Ωs)â

+
i (Ωi)dΩsdΩi|vac〉,

(6)

где функцию

F (Ωs,Ωi) =
1

L
f(Ωs − Ωi)×

×
L
∫

0

exp







i∆k(Ωs,Ωi)z − i

z
∫

0

K(z′)dz′







dz (7)

называют волновой функцией бифотона – квадрат ее

модуля определяет вероятность рождения пары фо-

тонов: сигнального на частоте ω0+Ωs и холостого на

частоте ω0 − Ωi.

Далее ограничимся рассмотрением кристалла с

линейным законом изменения обратного вектора ре-

шетки K(z) = K0 − ξz. Для расчетов будем исполь-

зовать те же параметры возможного эксперимента,

что и в работе [12]: ПР в кристалле ниобата лития

толщиной L = 5мм под действием импульса накачки

с длиной волны λp = 532 нм, параметры линейного

чирпа K0 = 894мм−1, ξ = 38.5мм−2 обеспечивают

генерацию непрерывного спектра бифотонов в поло-

се от Ωs,i/ω0 = 0.1 до Ωs,i/ω0 = 0.5.

В случае линейной зависимости K(z) в выраже-

нии (7) показатель экспоненты квадратично зависит

от координаты z, поэтому внешний интеграл можно

записать в виде

F (Ωs,Ωi) =

√

2

L2ξ
e

(Ωs−Ωi)
2τ2

2 −
i(∆k−K0)2

2ξ ×

×
[

E

(
√

ξ

2
L+

∆k −K0√
2ξ

)

− E

(

∆k −K0√
2ξ

)

]

, (8)

где функция E(x) =
x
∫

0

eiy
2

dy = C(x)+ iS(x) выража-

ется через интегралы Френеля (также ее можно вы-

разить через интеграл ошибок на комплексной плос-

кости [6, 8]).

Используя разложение Шмидта [16], всегда мож-

но представить волновую функцию бифотона в виде

F (Ωs,Ωi) =
∑

j

RjUj(Ωi)Vj(Ωs), (9)

где функции Uj(Ωi) и Vj(Ωs) определяют спектр от-

дельных мод Шмидта холостого и сигнального рас-

сеянного поля, а Rj – их собственные значения. Сле-

дует отметить, что так как функция F (Ωs,Ωi) несим-

метрична относительно частот Ωs и Ωi, собственные

значения Rj в общем случае комплексные.

Если волновую функцию бифотона можно пред-

ставить в виде произведения двух функций линей-

ных комбинаций частот Ωs и Ωi, которые имеют уз-

кий максимум, эти функции можно приближенно за-

менить гауссианами и в этом приближении анали-

тически найти моды Шмидта [17, 18]. Однако в слу-

чае широполосных бифотонов это совсем не так. Мо-

дуль выражения в квадратных скобках в формуле

(8) имеет относительно узкий максимум только как

функция разности частот Ωs − Ωi. А вот как функ-

ция суммы частот Ωs + Ωi он остается практиче-

ски постоянным в широкой полосе частот, что как

раз и обеспечивает генерацию широкополосных би-

фотонов. Поэтому разложение Шмидта для функ-

ции (8) производилось численно. Используя найден-

ные при этом собственные значения Rj , можно вы-

числить число Шмидта, определяющее эффективное

число мод Шмидта рассеянного излучения:

K =





∑

j

|Rj |2




2
/

∑

j

|Rj |4. (10)

На рисунке 1 показана зависимость числа Шмид-

та широкополосного бифотонного поля от длитель-

Рис. 1. Зависимость числа Шмидта K (10) от длитель-

ности импульса накачки τ

ности импульса накачки. C ее уменьшением эффек-

тивное число мод Шмидта уменьшается, пока не до-

стигает минимума при длительности импульса на-

качки τ ≈ 100 ÷ 120фс. Но даже в этом случае эф-
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фективное число мод Шмидта достаточно велико –

порядка 50. При дальнейшем уменьшении длитель-

ности импульса число Шмидта снова начинает расти.

В работе [18] было показано, что в случае ПР в од-

нородном кристалле зависимость числа Шмидта от

длительности импульса накачки имеет схожий вид и

тоже достигает минимального числа мод порядка 70,

но при существенно большей длительности импуль-

са – порядка 1 пс.

Используя разложение Шмидта, несложно полу-

чить интенсивность рассеяния холостого излучения

на заданной частоте в виде суммы интенсивностей

отдельных мод Шмидта на этой частоте:

〈I(Ωi)〉 = 〈Ψ|â+i (Ωi)âi(Ωi)|Ψ〉 =

=

∫

|F (Ωs,Ωi)|2dΩs =
∑

j

|RjUj(Ωi)|2. (11)

Аналогичное выражение получается и для интен-

сивности рассеяния сигнального излучения: I(Ωs) =

=
∑

j

|RjVj(Ωs)|2. При этом вклад отдельной моды

пропорционален квадрату модуля ее собственного

значения Rj . На рисунке 2 показан спектр отдель-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектр отдельных мод

Шмидта сигнального (λ < 1064 нм) и холостого (λ >

> 1064 нм) рассеянного излучения. Для удобства мо-

ды сдвинуты на величину их собственного значения:

Ij(λ) = |Rj |
2(1 + |Uj(λ)|

2. Пунктиром показан суммар-

ный спектр широкополосного бифотонного излучения

ных мод Шмидта широкополосных бифотонов в слу-

чае длительности импульса накачки τ = 100фс. Для

удобства график для каждой моды сдвинут на вели-

чину квадрата ее собственного значения. Видно, что

структура мод имеет достаточно сложный вид. Моды

накладываются друг на друга, и вряд ли возможно в

эксперименте их разделить, так что поле находится в

сильно перепутанном состоянии. Пунктиром на том

же графике изображен суммарный спектр холостого

и сигнального излучения. Как и следовало ожидать,

в результате сложения большого числа мод Шмидта

формируется спектр с практически постоянной ин-

тенсивностью в заданной широкой полосе длин волн.

Теперь рассмотрим временные характеристики

рассеянного бифотонного излучения. Вероятность

обнаружить на выходе из кристалла фотон холосто-

го излучения в момент времени ti, а фотон сигналь-

ного излучения – в момент времени ts определяется

квадратом модуля волновой функции бифотона во

временном представлении [4, 18]:

F (ti, ts) =

∫∫

F (Ωs,Ωi)×

× e−ik(ω0−Ωi)L−ik(ω0+Ωs)L−iΩiti+iΩstsdΩsdΩi. (12)

Используя разложение Шмидта, ее можно предста-

вить в виде

F (ti, ts) =
∑

j

RjUj(ti)Vj(ts), (13)

где Uj(ti) и Vj(ts) – моды Шмидта во временном

представлении:

Uj(ti) =

ω0
∫

0

Uj(Ωi)e
−ik(ω0−Ωi)L−iΩitidΩi,

Vj(ts) =

ω0
∫

0

Vj(Ωs)e
−ik(ω0+Ωs)L+iΩstsdΩs.

(14)

Безусловно, для вычисления функции F (ti, ts) раз-

ложение Шмидта не обязательно. Однако если мо-

ды Шмидта уже известны, то процедура вычисле-

ния волновой функции бифотона упрощается: вместо

двукратного интегрирования по формуле (12) доста-

точно найти вид мод Шмидта во временном пред-

ставлении (14) путем однократного интегрирования.

При этом зависимость полной интенсивности сиг-

нального и холостого рассеянного излучения от вре-

мени по-прежнему определяется суммой интенсивно-

стей мод Шмидта:

〈Ii(t)〉 = 〈Ψ|Ê−
i (t, L)Ê+

i (t, L)|Ψ〉 =
∑

j

|RjUj(t)|2,

〈Is(t)〉 = 〈Ψ|Ê−
s (t, L)Ê+

s (t, L)|Ψ〉 =
∑

j

|RjVj(t)|2.

(15)

Корреляция между сигнальными и холостыми

фотонами в различные моменты времени может
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Рис. 3. (Цветной онлайн) (a) – Волновая функция бифотона во временном представлении |F (ti, ts)|
2 (12) и (b) – формы

импульсов сигнального и холостого рассеянного излучения (15) на выходе из кристалла в случае импульса накачки

длительностью τ = 100фс. Момент времени t = 0 соответствует положению середины импульса накачки

Рис. 4. (Цветной онлайн) “Частичные” волновые функции бифотона |Fj(ti, ts)|
2 (17) для первых трех j = 1; 2; 3 мод

Шмидта в случае импульса накачки длительностью τ = 100фс

быть описана при помощи корреляционной функ-

ции интенсивностей рассеянного излучения. Избы-

точная корреляция, связанная с бифотонным харак-

тером рассеянного поля, выражается через ковари-

ацию интенсивностей. Несложно показать, что она

определяется квадратом модуля волновой функции

бифотона:

cov(Ii(ti)Is(ts)) ≡
≡ 〈Ii(ti)Is(ts)〉 − 〈Ii(ti)〉〈Is(ts)〉 = |F (ti, ts)|2. (16)

Рассмотрим, как меняется форма волновой функ-

ции бифотона при изменении длительности импульса

накачки. На рисунке 3 показана функция |F (ti, ts)|2
для случая минимального числа мод Шмидта при

τ = 100фс, а также формы импульсов сигнального

и холостого рассеянного излучения. Видно, что об-

ласть максимальной корреляции между сигнальным

и холостым излучением представляет собой узкую

полосу на всей длине импульсов сигнального и холо-

стого излучения. Эта полоса не прямая, что связано с

дисперсией различных частотных компонент накач-

ки и рассеянного излучения в кристалле.

На рисунке 4 показаны “частичные” волновые

функции бифотона

|Fj(ti, ts)|2 = |RjUj(ti)Vj(ts)|2 (17)

отдельно для первых трех мод Шмидта. Видно, что

для отдельных мод Шмидта “частичные” волновые

функции имеют значительно большую ширину, чем

для полной волновой функции бифотона на рис. 3a –

узкий корреляционный максимум получается толь-

ко в результате суперпозиции большого числа мод

Шмидта.
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Волновая функция бифотона во временном представлении |F (ti, ts)|
2 (12) для случаев дли-

тельности импульса накачки τ = 1пс (a) и τ = 10фс (b)

Рис. 6. (Цветной онлайн) (a) – Зависимость функции избыточной корреляции сигнального и холостого рассеянно-

го излучения от временной задержки между ними ∆G(t) (18) для случаев длительностей импульсов накачки 1 пс,

100 и 10фс. Пунктирным прямоугольником выделена область резкого возрастания функции. (b) – Область резкого

возрастания корреляционной функции в крупном масштабе

На рисунке 5a показана волновая функция бифо-

тона в случае достаточно длинного импульса накач-

ки τ = 1 пс. При этом область максимальной корре-

ляции имеет форму узкой полосы, соответствующей

максимумам импульсов сигнального и холостого из-

лучения. По сравнению с волновой функцией бифо-

тона для τ = 100фс на рис. 3a, здесь она практически

прямая, но при этом заметно более короткая.

В случае короткого импульса накачки τ = 10фс

(рис. 5b) область максимальной корреляции уже не

выглядит узкой полосой. Она становится существен-

но более широкой и имеет приблизительно треуголь-

ную форму. Сходная треугольная форма волновой

функции бифотонов с максимумом в остром углу

треугольника была получена и в работе [18] для слу-

чая ПР в однородном кристалле в случае предельно

короткого импульса накачки.

Безусловно, в экспериментальных условиях

невозможно измерить двумерную корреляционную

функцию интенсивностей сигнального и холосто-

го рассеянного излучения. Вместо этого обычно

измеряют одномерную корреляционную функцию,

зависящую от временного сдвига t между сигналь-

ным и холостым излучением. Величина избыточной

корреляции будет определяться интегралом от

квадрата модуля волновой функции бифотона по

всей длине импульсов рассеянного излучения вдоль

прямой ti − ts = t = const:
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∆G(t) =

∫

|F (ts + t, ts)|2dts. (18)

Характерное время корреляции в случае широ-

кополосных бифотонов крайне мало, и быстродей-

ствия современных детекторов недостаточно для его

измерения. Поэтому в работах [10, 13] для регистра-

ции узкого пика корреляции между сигнальной и хо-

лостой компонентами широкополосного бифотонного

поля измерялась интенсивность генерации сигнала

суммарной частоты, полученного в еще одном нели-

нейном кристалле.

На рисунке 6a показана корреляционная функ-

ция ∆G(t) для тех же трех длительностей импульсов

накачки, что и на рис. 3 и 5. Видно, что из-за дис-

персионного расплывания ширина корреляционного

пика существенно больше обратной ширины спек-

тра бифотонного поля ∆ω−1 ≈ 9фс. Однако в слу-

чае длинных импульсов накачки этот пик имеет рез-

кую границу со стороны отрицательных значений t.

На рисунке 6b видно, что ширина области резкого

возрастания корреляционной функции в случае им-

пульса накачки длительностью τ = 1 пс составляет

приблизительно 30 фс. Наличие столь резкой грани-

цы связано с существенной асимметрией волновой

функции бифотона (рис. 5a) – область максимальной

корреляции находится с краю и резко обрывается в

сторону отрицательных t = ti − ts. С уменьшением

длительности импульса накачки резкая граница кор-

реляционного максимума постепенно расплывается.

Таким образом, форма волновой функции бифо-

тона во временном представлении (рис. 5a), а так-

же полученный из нее пик корреляционной функ-

ции интенсивностей (рис. 6) показывает, что даже

без компенсации дисперсионного расплывания одна

из границ корреляционного максимума имеет весьма

малую ширину, которая может использоваться для

синхронизации событий с помощью широкополосно-

го бифотонного поля с точностью до нескольких де-

сятков фемтосекунд. При этом уменьшение длитель-

ности импульса накачки приводит к расплыванию

этой границы, т.е. предпочтительнее использовать

импульсы длиннее 1 пс. Впрочем, длинная и узкая

область корреляционного максимума в случае мини-

мума числа мод Шмидта при τ = 100фс (рис. 3a)

позволяет предположить, что компенсация диспер-

сионного расплывания могла бы позволить выпря-

мить эту область. Поэтому при наличии фазовой

компенсации импульс накачки с длительностью, со-

ответствующей минимуму числа мод Шмидта, ве-

роятно, мог бы также обеспечить достаточно узкий

корреляционный максимум.

Таким образом, в работе исследован вид волно-

вой функции широкополосного бифотонного поля,

возникающего при ПР в апериодически поляризо-

ванном нелинейном кристалле с линейным чирпом,

как в спектральном, так и во временном представ-

лении. Структура мод Шмидта для этой волновой

функции имеет достаточно сложный вид даже в слу-

чае минимального числа мод Шмидта, которое в на-

ших условиях составляет приблизительно 50 и дости-

гается при длительности импульса накачки, равной

100 ÷ 120фс. Анализ волновой функции широкопо-

лосных бифотонов во временном представлении по-

казал, что хотя максимум корреляционной функции

интенсивностей сигнального и холостого рассеянного

излучения имеет большую ширину из-за дисперсион-

ного расплывания бифотонных волновых пакетов в

кристалле, в случае достаточно длинных импульсов

накачки одна из границ корреляционного максимума

остается достаточно резкой и может использоваться

для задач синхронизации.
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