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�àññìîòðåíà êâàíòîâàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ çàäà÷à Êóëîíà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Âìåñòî èíòå-

ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôîêà íàéäåíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñâÿçàííîå ñ ãðóïïîé SO(4). Â êîîð-

äèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå ýòî ñóììà êâàäðàòîâ îïåðàòîðîâ óãëîâîãî ìîìåíòà è íîðìèðîâàííîãî âåêòîðà

�óíãå�Ëåíöà. Â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå òàêîé ïîäõîä íå èçâåñòåí è îïåðàòîð �óíãå�Ëåíöà íå èñ-

ïîëüçóåòñÿ. Íàéäåííàÿ �îðìà îïåðàòîðà �óíãå�Ëåíöà ïðîùå, ÷åì â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî

ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó Êóëîíà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàéäåíà ñâÿçü ñ îïå-

ðàòîðîì èí�èíèòåçèìàëüíîãî âðàùåíèÿ òðåõìåðíîé ñ�åðû Ôîêà.
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1. Ââåäåíèå. Êâàíòîâàÿ çàäà÷à Êóëîíà, ïîç-

âîëÿþùàÿ ðàññ÷èòûâàòü ñïåêòð ñèñòåìû èç äâóõ

ïðîòèâîïîëîæíûõ çàðÿäîâ, ÿâëÿåòñÿ äî ñèõ ïîð

�óíäàìåíòàëüíîé â êâàíòîâîé òåîðèè [1�4℄. Ñ íåé

ñâÿçàíû èìåíà îñíîâàòåëåé �èçèêè XXâ. Í.Áîðà,

À.Çîììåð�åëüäà, Â.Ïàóëè, Ý.Øðåäèíãåðà, Â.Ôîêà.

Ñ íåå íà÷èíàåòñÿ ââåäåíèå â òåîðèþ àòîìíûõ ñïåê-

òðîâ, è îíà ïðåêðàñíî èçó÷åíà ìåòîäàìè òåîðèè ñïå-

öèàëüíûõ �óíêöèé. Áëàãîäàðÿ ñâîåé ïðîñòîòå è çà-

ëîæåííîé â íåé ñèììåòðèè � ãðóïïå âðàùåíèé 4-õ

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà SO(4), çàäà÷à Êóëîíà ÿâëÿ-

åòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïîëåçíûì è òîíêèì èíñòðóìåí-

òîì òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷-

íûõ êîíöåïöèé [5�7℄.

Ïåðåõîä â èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâî â òåîðåòè÷å-

ñêîé �èçèêå, â ÷àñòíîñòè, â êâàíòîâîé ýëåêòðîäè-

íàìèêå, èñêëþ÷èòåëüíî ý��åêòèâåí, ïîñêîëüêó ëî-

êàëüíûå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïðåâðàùà-

þòñÿ â ïîëèíîìû è ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê àë-

ãåáðàè÷åñêèì. Çàäà÷à Êóëîíà çäåñü çàíèìàåò îòäåëü-

íóþ íèøó. Ïðè ïåðåõîäå â èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâî

óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (ÓØ) ñòàíîâèòñÿ èíòåãðàëü-

íûì. Ôîê ïðèìåíèë ê èìïóëüñíîìó 3d-ïðîñòðàíñòâó

ñòåðåîãðà�è÷åñêóþ ïðîåêöèþ, ñâîðà÷èâàÿ åãî â 3d-

ñ�åðó [8�10℄.

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â óðàâ-

íåíèå äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé íà ñ�åðå â

4d-ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå óñëîâíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ

êàê ñâîáîäíîå äâèæåíèå êâàíòîâîé ÷àñòèöû íà

3d-ñ�åðå.

Íàïîìíèì ïðåäûñòîðèþ äîñòèæåíèÿ Ôîêà. Äâà

1)
e-mail: serg.e�mo2012�yandex.ru

êëàññè÷åñêèõ âåêòîðíûõ èíòåãðàëà � óãëîâîé ìî-

ìåíò è âåêòîð Ëàïëàñà��óíãå�Ëåíöà â êâàíòîâîé ìå-

õàíèêå ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðíûì îïåðàòîðàì, êîòî-

ðûå êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì ýíåðãèè. Àíàëèç èõ

êîììóòàòîðîâ, ïðîâåäåííûé â [11℄, ïîêàçûâàåò, ÷òî

îíè ïîðîæäàþò àëãåáðó Ëè (ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

ñ îïåðàöèåé êîììóòèðîâàíèÿ), ñîâïàäàþùóþ ñ àë-

ãåáðîé Ëè ìàëûõ (èí�èíèòåçèìàëüíûõ) îïåðàòîðîâ

ïîâîðîòîâ 4-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà [1, 3℄.

Äëÿ �èçèêîâ ýòî ñîîòâåòñòâèå îçíà÷àåò, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ è îïåðàòî-

ðîâ, êîòîðîå ïåðåâîäèò èñõîäíóþ êâàíòîâóþ çàäà-

÷ó Êóëîíà â íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû íà òðåõ-

ìåðíîé 3d-ñ�åðå, âëîæåííîé â ÷åòûðåõìåðíîå 4d-

ïðîñòðàíñòâî. Îïåðàòîð ýíåðãèè ïðè ýòîì áóäåò èí-

âàðèàíòåí ïðè âðàùåíèÿõ 3d-ñ�åðû è âîçíèêàåò,

åñòåñòâåííî, âåêòîðíûé îïåðàòîð ðîæäåíèÿ íà òðåõ-

ìåðíîé ñ�åðå, ðàçðàáîòàííûé äëÿ ñ�åðû äâóìåð-

íîé [13℄.

Â ðàáîòå [14℄ ÓØ òðàíñ�îðìèðóåòñÿ òàê, ÷òî âñå

ðàäèóñû îðáèò ñâîäÿòñÿ ê åäèíèöå. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êâàíòîâàíèþ âåëè÷èíû çàðÿ-

äà Z = n. ÓØ âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò è âîçíèêàþ-

ùèé îïåðàòîð ïåðåñòàåò áûòü ýðìèòîâûì, íå òåðÿÿ

íóæíûõ ñâîéñòâ. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïðèìåíèòü ïå-

ðåõîä â èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñâîéñòâîì ëî-

êàëüíîñòè. Âîçíèêàåò äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé â èìïóëüñíîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Â ýòîé ðàáîòå íàéäåí �èçè÷åñêèé ñìûñë óðàâ-

íåíèÿ, åãî ðåøåíèÿ, è ñ ïîìîùüþ íåãî äè��åðåí-

öèàëüíûé îïåðàòîð �óíãå�Ëåíöà ïðîñòîé �îðìû â

èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèìåíåíèå åãî â òåîðå-

òè÷åñêîé �èçèêå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ. Ïîêàçàíà
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ñâÿçü ñ èí�èíåòèçåìàëüíûì îïåðàòîðîì íà 3d-ñ�åðå

Ôîêà.

Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâàÿ çàäà÷à Êóëîíà çàíè-

ìàåò íóæíóþ ïîçèöèþ ïðè ïåðåõîäå â èìïóëüñíîå

ïðîñòðàíñòâî, ÷òî âåñüìà ïîëåçíî äëÿ òåîðèé, ðàñ-

ñìàòðèâàþùèõ êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå âìåñòå ñ

òåîðèåé âîçìóùåíèé.

2. Òåîðèÿ Ôîêà. ÓØ äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíê-

öèé ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè àòîì-

íûõ åäèíèö, êîãäà åäèíèöà ýíåðãèè åñòü

Z2me2

~2 , à

åäèíèöà äëèíû � ðàäèóñ Áîðà aB = ~
2

Zme2
, èìååò âèä

(

−
1

2
∆−

1

2

)

Ψnl = −
1

2n2
Ψnl. (1)

Óäîáíî äàëåå âñå îðáèòû ðàäèóñîâ naB ïðèâåñòè ê

îäíîìó ðàäèóñó [1℄, ò.å. ñäåëàòü çàìåíó ðàäèóñà âåê-

òîðà (äëÿ êàæäîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè): x′ = x

n
.

Óðàâíåíèå (1) ïðèîáðåòàåò ïðîñòóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ

�îðìó:

(−∆+ 1)Ψnl =
2n

r
Ψnl, (2)

ãäå îïÿòü ïðèìåíåíû îáîçíà÷åíèÿ: äëÿ âåêòîðà x, à

äëÿ åãî ìîäóëÿ r. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè â èìïóëüñ-

íîì ïðåäñòàâëåíèè áóäóò òîãäà èìåòü �ðàñòÿíóòûé�

àðãóìåíò: p′ = np.

ÓØ (2) ïðè ïåðåõîäå ê èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëå-

íèþ (~ = 1):

Ψnl(x) =
1

(2π)3

∫

anl(p)e
i(px)d3p, (3)

ñîäåðæèò ñâåðòêó ïî èìïóëüñàì. Ïîñêîëüêó ïîòåí-

öèàë 1/r ïåðåõîäèò â 4π/p2
, ÓØ â èìïóëüñíîì ïðî-

ñòðàíñòâå íåëîêàëüíî:

(p2 + 1)anl(p)−
2n

2π2

∫

anl(p
′)d3p′

|p− p′|2
= 0. (4)

Ôîê ïðèìåíèë ê ýòîìó óðàâíåíèþ ñòåðåîãðà�è÷å-

ñêóþ ïðîåêöèþ [11℄, êîòîðàÿ ñãèáàåò òðåõìåðíîå

ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî â òðåõìåðíóþ ñ�åðó. ×åòûðå

êîîðäèíàòû íà ñ�åðå ñâÿçàíû ñ èìïóëüñàìè ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

2)

:

ξ =
2p

(1 + p2)
, ξ0 =

(p2 − 1)

(p2 + 1)
, ξ2 + ξ20 = 1. (5)

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ, ñ ó÷åòîì ìíîæèòåëÿ, âûáðàí-

íûì Ôîêîì äëÿ �óíêöèè anl(p), ñîáñòâåííàÿ �óíê-

öèÿ ðàâíà:

bnl(ξ, ξ0) = (p2 + 1)2anl(p). (6)

2)

Â ìîíîãðà�èè [3℄ èçìïåíåí çíàê ζ.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîí�îðì-

íûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Óãëû ìåæäó ïåðåñåêàþùèìè-

ñÿ êðèâûìè ñîõðàíÿþòñÿ. (Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðîåê-

öèþ èçîáðåëè äëÿ ìîðñêèõ êàðò.) Ìåòðèêà íà ñ�åðå â

êîîðäèíàòàõ ïðîñòðàíñòâà èìïóëüñîâ (3d-ïëîñêîñòè

p) ðàâíà:

4

(p2 + 1)2
(dp2). (7)

Îòñþäà êîý��èöèåíò ñæàòèÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàí-

ñòâà p ðàâåí (1 + p2)/2. Ýëåìåíò îáúåìà â �îðìóëå

(10) çàìåíÿåì ÷åðåç ýëåìåíò òðåõìåðíîé ïîâåðõíî-

ñòè :

d3p =
1

8
(1 + p2)3dS3. (8)

ßäðî èíòåãðàëà óäà÷íî äëÿ �èçèêè (è íå î÷åâèäíî

äëÿ ìàòåìàòèêè) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

|p− p′|2
=

2

(p2 + 1)

1

[(ξ − ξ′)2 + (ξ0 − ξ′0)
2]

2

(p′2 + 1)
,

(9)

÷òî íå âûòåêàåò èç êîí�îðìíîñòè.

Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (6), (8) è (9) â

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4). Ïîëó÷àåì:

bnl(ξ, ξ0)−
n

2π2

∫

bnl(ξ
′, ξ′0)dS

′

3

[(ξ − ξ′)2 + (ξ0 − ξ′0)
2]

= 0. (10)

Ýòî óðàâíåíèå, êàê çàìåòèë Ôîê, äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ

�óíêöèé íà òðåõìåðíîé ñ�åðå [15℄.

Äëÿ �èçèêè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ,

êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíû (îáû÷íûì) äâóìåðíûì

ñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿì:

Yn,l(θ, φ)P
l+1
n−1−l(ξ, ζ), (11)

ãäå âòîðîé ìíîæèòåëü åñòü ïîëèíîì �åãåíáàóýðà [15℄.

Àðãóìåíòû ïîëèíîìà �åãåíáàóýðà åñòü êîîðäèíàòû

íà ñ�åðå Ôîêà, ñâÿçàííûå ñ èìïóëüñàìè ïî �îðìó-

ëàì (5). Òàêèì îáðàçîì, Ôîê âïåðâûå íàøåë îáùóþ

�îðìóëó äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé â èìïóëüñíîì

ïðîñòðàíñòâå.

3. Äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà ÓØ â èì-

ïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå.

3.1. Âûâîä óðàâíåíèÿ. Ñëåäóÿ ðàáîòå [13℄, èñõî-

äèì èç óðàâíåíèÿ (2), êîãäà ðàäèóñ îðáèòû (ïðè

óìíîæåíèè àðãóìåíòà íà n) ñâåäåí ê åäèíèöå. Óìíî-

æèì (2) íà ìîäóëü r è âîçâåäåì îáå ÷àñòè â êâàäðàò:

r(−∆+ 1)r(−∆+ 1)Ψnl = 4n2Ψnl. (12)

Ïåðåñòàâëÿÿ îïåðàòîðû, èìååì:

[r2(∆− 1)2 + 2(l̂r + 1)(∆− 1)]Ψnl = 4n2Ψnl, (13)
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ãäå îïåðàòîð �ñòåïåíè� l̂n = (r∇). Â ñîîòâåòñòâèè ñ

òåîðåìîé Ýéëåðà, êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ îä-

íîðîäíûõ �óíêöèé (íå òîëüêî äëÿ ïîëèíîìîâ, íà-

ïðèìåð äëÿ ìíîæèòåëÿ 1/r è åãî ñòåïåíåé), îïåðàòîð

óìíîæàåò îäíîðîäíûé ïîëèíîì íà åãî ñòåïåíü.

Ïåðåõîäèì ê íîâîé �óíêöèè

Φnl = (∆− 1)2Ψnl,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ ñïåêòðà íà (p2 + 1)2

(ñì. â ìåòîäå Ôîêà (6)). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ê óðàâ-

íåíèþ (13) îïåðàòîð (∆ − 1)2 ñëåâà è ïåðåñòàâèì

îïåðàòîðû l̂r è ∆ ìåñòàìè. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ

�óíêöèè Φnl(x):

[(∆− 1)2r2 + 2(∆− 1)(l̂r + 3)]Φnl = 4(n2 − 1)Φnl.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê ñïåêòðàì anl(p) è bnl(p),

çàìåíÿÿ ∇r íà ip è x íà i∇p:

[

−
(p2 + 1)4

4
∆p +

(p2 + 1)

2
l̂p

]

bnl = (n2 − 1)bnl,

bnl(p) = (p2 + 1)2anl(p), (14)

ãäå l̂p = (p∇p) � èìïóëüñíûé îïåðàòîð ñòåïåíè. Âìå-

ñòî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôîêà ïîëó÷àåì çàäà÷ó,

íå ñëîæíåå ÓØ â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå, ïî-

ñêîëüêó îíî íàïîìèíàåò ÓØ ñ ñóììîé äâóõ ïîòåí-

öèàëîâ. Òåïåðü íåîáõîäèìî âûÿñíèòü åãî ãðóïïîâîé

ñìûñë.

3.2. �åøåíèå óðàâíåíèÿ. �åøåíèå óðàâíåíèÿ

èùåì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

bnl(p) = Yl(p)
1

(p2 + 1)l
Pk

(

1

(p2 + 1)

)

, (15)

ãäå Yl(p) � øàðîâàÿ �óíêöèÿ (ò.å. îäíîðîäíûé ïîëè-

íîì), ìíîæèòåëü Pk(u) � ïîëèíîì ñòåïåíè k. Èñïîëü-

çóåì ïðè ïîäñòàíîâêå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ øà-

ðîâûõ �óíêöèé:

∆Yl(p) = 0, Yl(cp) = clYl(p), (p∇)Yl(p) = lYl(p).

(16)

Äëÿ ïîëèíîìà Pk(u) óðàâíåíèå (16) äàåò �óíêöèþ

�àóññà

3)

:

F (α, β, γ, u) = 1 +
αβ

γ

u

1!
+

α(α + 1)β(β + 1)

γ(γ + 1)

u

2!
+ ...,

ãäå ïàðàìåòðû ñëåäóþùèå:

α = −k, β = 2l+ k + 2, γ = l +
3

2
,

3)

�èïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ 2F1.

k = n− l − 1, u =
1

(p2 + 1)
. (17)

Íàïîìíèì, ÷òî ïåðåõîä ê ðåàëüíîìó ñïåêòðó òðåáóåò

óìíîæåíèå àðãóìåíòà p íà n.

Íàéäåííàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé (15) â òî÷íîñòè ñîîò-

âåòñòâóåò îáðàçàì Ôóðüå ðåøåíèé ÓØ. Ýòî ñëåäóåò

õîòÿ áû èç òîãî, ÷òî óãëîâûå çàâèñèìîñòè èõ ñîâïà-

äàþò (l â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåõîäèò â l

â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå, êàê è ñàì îïåðàòîð óã-

ëîâîãî ìîìåíòà). Êðîìå òîãî, êàê ñëåäóåò èç òåîðèè

ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé [15℄, �óíêöèÿ �àóññà ïðè çà-

ìåíå êîîðäèíàò (5) ïåðåõîäèò â òî÷íîñòè â ïîëèíîì

�åãåíáàóåðà, ò.å. â ðåøåíèå (11), íàéäåííîå Ôîêîì.

Ïðèìåðû.

a) n = 2, l = 0, k = 1 (èçîòðîïíîå ñîñòîÿíèå).

Èìïóëüñ óäâîèì, âîçâðàùàÿñü ê ðàäèóñó 2.

a20(p) = (onst)
1

(1 + 4p2)2

(

1−
2

(1 + 4p2)

)

.

Âûâîä ýòîé �îðìóëû ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Õàíêåëÿ óæå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäîê.

b) n = l+ 1, k = 0 (l ìàêñèìàëüíî).

Ψn(n−1)(x) = Y(n−1)(x)e
−r,

anl(p) =
Yl(p)

(1 + p2)(2+l)
.

Âîçâðàùàÿñü ê �èçè÷åñêîìó àðãóìåíòó np è èñ-

ïîëüçóÿ îäíîðîäíîñòü ïîëèíîìà Yl(p), ïîëó÷àåì:

anl(p) = (onst)
Y(n−1)(p)

(1 + n2p2)(n+1)
.

4. Îïåðàòîð �óíãå�Ëåíöà â èìïóëüñíîì

ïðîñòðàíñòâå. Â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ îïåðà-

òîð �óíãå�Ëåíöà R̂x åñòü [1℄:

R̂r =
r

r
−

1

2
([p̂L̂]− [L̂p̂]). (18)

Ïðè ïåðåõîäå ê ðàäèóñó, ðàâíîìó åäèíèöå, ñëåäó-

åò óìíîæèòü îïåðàòîð (18) íà n, ÷òîáû ïðàâèëà êîì-

ìóòàöèè ñîîòâåòñòâîâàëè ãðóïïå SO(4) [1, 11℄. Ïîñëå

ðàñêðûòèÿ ñêîáîê âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé, ïîëó÷à-

åì íîðìèðîâàííûé îïåðàòîð,

Âr =
nr

r
−

1

2
([p̂l]− [lp̂]) =

nr

r
+ r∆− (l̂r + 1)∇, (19)

ãäå l̂r = (r∇).

Ïåðåõîä â èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâî äàåò èí-

òåãðàëüíûé îïåðàòîð, ïîñêîëüêó âõîäèò ïîòåíöèàë

1/r. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îïåðàòîð �óíãå�Ëåíöà â èì-

ïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå èñòîðè÷åñêè íå �èãóðèðóåò

[1, 3℄.
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Èñïîëüçóåì ïðèåì, êîòîðûé ïîçâîëèë â [13℄ ïî-

ëó÷èòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Ïîäñòàâèì â

(19) çíà÷åíèå

nr
r
èç óðàâíåíèÿ (2). Ïîëó÷àåì âûðà-

æåíèå

Âr = r
(∆ + 1)

2
− (l̂r + 1)∇, (20)

ê êîòîðîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå.

Çàìåíÿÿ îïåðàòîðû:

r → i∇p, ∇r → ip, l̂x → −(l̂p + 3), (21)

ïåðåõîäèì ê (ìîäè�èöèðîâàííîìó) îïåðàòîðó

�óíãå�Ëåíöà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå:

Âp = i(l̂p + 1)p−
(p2 − 1)

2
i∇p, (22)

äåéñòâóþùèé íà �óíêöèè anl(p). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ

òåîðèåé Ôîêà, íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê ïðîñòðàíñòâó

�óíêöèé bnl(p):

Âp = (p2 + 1)2i

[

(l̂p + 1)p−
(p2 − 1)

2

]

1

(p2 + 1)
=

= ipl̂p −
(p2 − 1)

2
i∇p. (23)

5. Ñâîéñòâà îïåðàòîðà �óíãå�Ëåíöà. Îïåðà-

òîð �óíãå�Ëåíöà îêàçàëñÿ ïðîùå, ÷åì â êîîðäèíàò-

íîì ïðîñòðàíñòâå:

Âp = ipl̂p −
(p2 − 1)

2
i∇p. (24)

Åãî ñâîéñòâà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ñîõðàíÿþò-

ñÿ. Ñâîéñòâà êîììóòàöèè:

{Li, Âpk} = ieiklÂpl, {Âpi, Âpk} = ieiklLl. (25)

Ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè:

ÂpL̂ = L̂Âp = 0.

Íàêîíåö, íàèáîëåå âàæíîå äëÿ ãðóïïû SO(4) (ñóììà

êâàäðàòîâ):

L̂2 + Â2
p
= −

(p2 + 1)4

4
∆p +

(p2 + 1)

2
l̂p. (26)

Ñðàâíèâàÿ ñ îïåðàòîðîì èç óðàâíåíèÿ (14), ìîæ-

íî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñóììû

êâàäðàòîâ îïåðàòîðîâ ðàâíî (n2 − 1), òàêæå êàê è â

êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå [1℄.

Ïðîâåðèì, êàêîìó îïåðàòîðó íà ñ�åðå Ôîêà ñî-

îòâåòñòâóåò íàéäåííûé îïåðàòîð. Â ñîîòâåòñòâèè ñ

(5), íà ñ�åðå Ôîêà ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ f(ξ, ζ) ïðè

ïåðåõîäå â ïëîñêîå èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåâðà-

ùàåòñÿ â �óíêöèþ

f

(

2p

(p2 + 1)
,
(p2 − 1)

(p2 + 1)

)

, (27)

ó êîòîðîé ñóììà êâàäðàòîâ àðãóìåíòîâ ðàâíà åäèíè-

öå. Ïðèìåíèì ê íåé îïåðàòîð �óíãå�Ëåíöà (24).

Ïîñëåäîâàòåëüíîå äè��åðåíöèðîâàíèå àðãóìåí-

òîâ äàåò:

(

l̂p
2p

(p2 + 1)

)

∇ξ =
2p(1− p2)

(p2 + 1)2
∇ξ = (−ζ)(ξ∇ξ),

(

l̂p
(p2 − 1)

(p2 + 1)

)

∂

∂ζ
=

4p2

(p2 + 1)2
∂

∂ζ
=

2

(p2 + 1)
(1 + ζ)

∂

∂ζ
,

∇p

(

2p

(p2 + 1)

∂

∂ξ

)

=
2

(p2 + 1)

∂

∂ξ
−

4p

(p2 + 1)2

(

p
∂

∂ξ

)

,

(

∇p

(p2 − 1)

(p2 + 1)

)

∂

∂ζ
=

4p

(p2 + 1)2
∂

∂ζ
.

Óìíîæèì ïåðâûå äâà ñîîòíîøåíèÿ íà ìíîæèòåëü ip,

äâà ñëåäþùèõ çà íèìè íà âåëè÷èíó − i(p2
−1)
2 . Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷àåì :

Âpf(ξ, ζ) = i

(

ξ
∂

∂ζ
− ζ

∂

∂ξ

)

f(ξ, ζ). (28)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðíûé îïåðàòîð �óíãå�

Ëåíöà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåõîäèò â ïðåä-

ñêàçàííûå ðàíåå òåîðåòèêàìè òðè îïåðàòîðà èí�è-

íèòèçåìàëüíûõ âðàùåíèé òðåõìåðíîé ñ�åðû Ôîêà.

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà êîììóòàöèè íà ñ�åðå Ôîêà

î÷åâèäíû. Ñóììà êâàäðàòîâ (26) ïåðåõîäèò â óãëî-

âóþ ÷àñòü ÷åòûðåõìåðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì (n2 − 1).

6. Çàêëþ÷åíèå. Íàéäåííîå äè��åðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå è îïåðàòîð �óíãå�Ëåíöà âîçâðàùàþò

êâàíòîâóþ çàäà÷ó Êóëîíà â ãðóïïó ìåòîäîâ, èñ-

ïîëüçóþùèõ èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâî. Êðîìå òîãî,

îïåðàòîð ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ �îðìóëèðîâîê

ðàçëè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé, ãäå �èãóðèðóåò ãðóïïà

SO(4). Ìåòîä Ôîêà òàêæå óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó

ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è

�îñòàòüñÿ� â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîáñòâåííûå

�óíêöèè íå ñëîæíåå, ÷åì â êîîðäèíàòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå è õîðîøî èíòåãðèðóþòñÿ äëÿ ïðîñòûõ

âîçìóùåíèé.
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