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Ïîêàçàíî, ÷òî â ñèñòåìàõ ñ äèðàêîâñêèìè òî÷êàìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ïåðåñå÷åíèè çîí, ïðèíàäëå-

æàùèõ ýêâèâàëåíòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû ñèììåòðèè âîçìîæíî ïåðåêðûòèå ýòèõ çîí. Òàêîå ïåðå-

êðûòèå ïðèâîäèò ê íàêëîíó è äîïîëíèòåëüíîé àíèçîòðîïèè äèðàêîâñêîãî ñïåêòðà, à òàêæå ïåðåíîðìè-

ðîâêå ñêîðîñòè. Â òî æå âðåìÿ, ó÷åò ïåðåêðûòèÿ íå íàðóøàåò îáùèõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîé

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ çîí. Ý��åêòèâíûé äèðàêîâñêèé ãàìèëüòîíèàí ïðè íàëè÷èè ïåðåêðûòèÿ çîí ÿâëÿåòñÿ

ïñåâäîýðìèòîâûì è ñîîòâåòñòâóåò ý��åêòèâíîìó äåéñòâèþ áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ â èñêðèâëåí-

íîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.

DOI: 10.31857/S1234567823100105, EDN: nsjbg

Äèðàêîâñêèå è âåéëåâñêèå ïîëóìåòàëëû íàõîäÿò-

ñÿ â öåíòðå âíèìàíèÿ ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé èç-çà

èõ óíèêàëüíûõ ñâîéñòâ, òàêèõ êàê êèðàëüíàÿ àíî-

ìàëèÿ, îòðèöàòåëüíîå ìàãíèòñîïðîòèâëåíèå, �åðìè-

àðî÷íûå ïîâåðõíîñòíûå ñîñòîÿíèÿ è ò.ä. [1℄. Â ýòèõ

ìàòåðèàëàõ ðåàëèçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå áåçìàññî-

âûå ìîäû, ïîä÷èíÿþùèåñÿ óðàâíåíèÿì Äèðàêà è

Âåéëÿ [2, 3℄. Òðåõìåðíûå äèðàêîâñêèå ïîëóìåòàëëû

èíòåðåñíû ñ �óíäàìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ òåì, ÷òî

îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óäîáíóþ ïëàò�îðìó äëÿ

èçó÷åíèÿ 3 + 1 äèðàêîâñêîãî âàêóóìà. Â îòëè÷èå

îò âåéëåâñêîãî ïîëóìåòàëëà, â äèðàêîâñêîì ïîëóìå-

òàëëå ëèíåéíûé ñïåêòð îáðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïå-

ðåñå÷åíèÿ âûðîæäåííûõ çîí (ñì., íàïðèìåð, [4, 5℄).

Âîçíèêíîâåíèå äèðàêîâñêîé òî÷êè â ðåçóëüòàòå òàêî-

ãî ïðåñå÷åíèÿ, êàê ïðàâèëî, çàùèùåíî ñèììåòðèÿìè

ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè

(ñàìûé èçâåñòíûé ïðèìåð � òî÷êè Äèðàêà â ãðà�åíå

[6, 7℄), à íå îòëè÷íûì îò íóëÿ ÷èñëîì ×åðíà, êàê â

âåéëåâñêèõ ïîëóìåòàëëàõ, èëè íåýêâèâàëåíòíîñòüþ

ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ñèììåòðèè çîíû Áðèëëþýíà,

ê êîòîðûì ïðèíàäëåæàò ïåðåñåêàþùèåñÿ çîíû.

Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äèðàêîâñêèå

ñèñòåìû ñ íàêëîííûì ñïåêòðîì. Òàêîé ñïåêòð âîç-

íèêàåò ïðè ïåðåñå÷åíèè ýëåêòðîííûõ è äûðî÷íûõ

�åðìè-êàðìàíîâ [8�12℄. Â ýòîé ñòàòüå ìû èçó÷àåì

1)
e-mail: zaur0102�gmail.om

âîçìîæíîñòè ïåðåêðûòèÿ çîí â îêðåñòíîñòè òî÷êè

Äèðàêà è èíäóöèðîâàííûé òàêèì ïåðåêðûòèåì íà-

êëîí ñïåêòðà. Ïðî �èçè÷åñêèå ïðè÷èíû ïåðåêðûòèÿ

çîí áóäåò óïîìÿíóòî íèæå. Çäåñü óêàæåì íà ñàìûå

îáùèå òðåáîâàíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå, òàêîå ïåðåêðû-

òèå âîçìîæíî, êîãäà ïåðåñåêàþùèåñÿ çîíû îòíîñÿò-

ñÿ ê ýêâèâàëåíòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû ñèììåò-

ðèè. Òàêèì îáðàçîì, ìû èçó÷àåì ñèòóàöèþ, êîãäà ñ

îäíîé ñòîðîíû ìåæäó çîíàìè èìååòñÿ ïåðåêðûòèå,

à ñ äðóãîé � ýòè çîíû ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðûõ

òî÷êàõ çîíû Áðèëëþýíà. Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâà-

íèÿ òàêèõ óñòîé÷èâûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ áûëà ïðåä-

ñêàçàíà åùå â ïèîíåðñêîé ðàáîòå Õåððèíãà [13℄. Ñî-

ãëàñíî Õåððèíãó, òàêèå èçîëèðîâàííûå òî÷êè ïåðå-

ñå÷åíèÿ çîí ìîãóò âîçíèêàòü â êðèñòàëëàõ áåç öåí-

òðà èíâåðñèè, ïðè÷åì îíè ìîãóò ëåæàòü â ïëîñêîñòè

ñèììåòðèè çîíû Áðèëëþýíà èëè â ïëîñêîñòè, ïåð-

ïåíäèêóëÿðíîé îñè âòîðîãî ïîðÿäêà. Â êðèñòàëëàõ

ñ öåíòðîì èíâåðñèèè ïåðåñå÷åíèå çîí, ïðèíàäëåæà-

ùèõ ýêâèâàëåíòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì, òàêæå âîçìîæ-

íî, òîëüêî îáëàñòüþ ïåðåñå÷åíèÿ áóäóò íå èçîëèðî-

âàííûå òî÷êè, à çàìêíóòûå êðèâûå â çîíå Áðèëëþ-

ýíà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé èçî-

ëèðîâàííûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî çîíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì,

íî ýêâèâàëåíòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ìîãóò ïåðåêðû-

âàòüñÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë

ïåðåêðûòèÿ
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Sαβ
k =

∫

d3rψ
(α)∗
k ψ

(β)
k (1)

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â ýòîì âûðàæåíèè k � ýòî

êâàíòîâîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå çîíó (â íàøåì

ñëó÷àå ýòî âîëíîâîé âåêòîð), à âåðõíèå èíäåêñû

(α, β) îáîçíà÷àþò ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû,

ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çîíû, ò.å.

ψ
(α,β)
k =

∑

q

G
(α,β)
kq ψ(α,β)

q . (2)

Ïîäñòàâëÿÿ â (1) è ñóììèðóÿ îáå ÷àñòè ïî âñåì ýëå-

ìåíòàì ãðóïïû, ïîëó÷àåì

gSαβ
k =

∑

qq′

∫

d3rψ(α)∗
q ψ

(β)
q′

∑

G

G
(α)∗
kq G

(β)
kq′ , (3)

ãäå g åñòü ðàçìåðíîñòü ãðóïïû. Òàê êàê ìû ðàññìàò-

ðèâàåì ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, òî

G(β) = AG(α)A−1. (4)

Ó÷èòûâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, èç ïðåäûäóùåãî ðàâåí-

ñòâà ïîëó÷àåì

Sαβ
k =

Akk

fα

∑

qq′

∫

d3rψ(α)∗
q ψ

(β)
q′ A

−1
qq′ , (5)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü óñëîâèåì îðòîíîðìèðîâàí-

íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ

∑

G

G
(α)∗
ki G(α)

mn =
g

fα
δkmδin, (6)

ãäå fα åñòü ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ. Åñëè ó÷åñòü

îðòîãîíàëüíîñòü áëîõîâñêèõ çîí ïî âîëíîâîìó âåê-

òîðó, òî ïîëó÷àåì

Sαβ
k =

Akk

fα − 1

∑

q 6=k

Sαβ
q A−1

qq . (7)

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ïåðåêðûòèÿ íå îáðàùàåòñÿ

òîæäåñòâåííî â íóëü â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ, íî ýêâè-

âàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ëåãêî ïî-

êàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå íåýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëå-

íèé èíòåãðàë ïåðåêðûòèÿ òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ

â íóëü.

Ïîëó÷èì ý��åêòèâíûé äèðàêîâñêèé ãàìèëüòîíè-

àí è ñïåêòð â ðàìêàõ äâóõçîííîé ìîäåëè ïðè íàëè-

÷èè ïåðåêðûòèÿ ìåæäó çîíàìè. Äëÿ ýòîãî ìû ïî-

âòîðèì ïðîñòåéøèé âûâîä äâóõçîííîãî ãàìèëüòîíè-

àíà. Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â äâóõçîííîé ìîäåëè èìååò

âèä |Ψp〉 = Cu |up〉+ Cv |vp〉, ãäå àìïëèòóäà Cu/v ñî-

îòâåòñòâóåò áëîõîâñêèì �óíêöèÿì |up〉 / |up〉. Óìíî-

æàÿ ñëåâà âîëíîâîå óðàâíåíèå H |Ψp〉 = Ep |Ψp〉 íà

〈up| è 〈υp|, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(

Hp
uu Hp

uv

Hp
vu Hp

vv

)(

Cu

Cv

)

=

= Ep

(

Sp
uu Sp

uv

Sp
vu Sp

vv

)(

Cu

Cv

)

=

= [f0(p) + σifi(p)]

(

Cu

Cv

)

, (8)

ãäå Hp

ab = 〈ap|H |bp〉 åñòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ãà-

ìèëüòîíèàíà ñ a, b = u, v, à Sab
p = 〈ap|bp〉 =

=
∫

a∗p (r) bp (r) d3r åñòü èíòåãðàë ïåðåêðûòèÿ çîí,

σi åñòü ìàòðèöà Ïàóëè ñ i = x, y, z, à f0(p) óìíî-

æàåòñÿ íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó 2 × 2. Îáû÷íî áëî-

õîâñêèå �óíêöèè ñ÷èòàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, òàê

÷òî ìàòðèöà ïåðåêðûòèÿ â (8) ñòàíîâèòñÿ åäèíè÷-

íîé Sab
p = δab. Îäíàêî â ðåàëüíûõ ìàòåðèàëàõ ýòî,

ñòðîãî ãîâîðÿ, íå òàê (íàïðèìåð, îäíîé èç ãëàâ-

íûõ ïðè÷èí òàêîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷àñòè÷íûå ý�-

�åêòû) [14�19℄. Âîçìîæíîñòü ïåðåêðûòèÿ áëîõîâ-

ñêèõ �óíêöèé ìîæíî óâèäåòü è èç ïðîñòûõ ðàñ-

ñóæäåíèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì áëîõîâñêèå �óíêöèè â

ïðîñòåéøåì âèäå up(r) =
∑

R e
−ip(r−R)φu(r − R) è

vp(r) =
∑

R e
−ip(r−R)φv(r−R), ãäå φu, φv åñòü àòîì-

íûå îðáèòàëè, ñîîòâåòñòâóþùèå çîíàì u, v, à R åñòü

ðàäèóñ-âåêòîð àòîìà â óçëå ðåøåòêè. Òîãäà èíòåãðàë

ïåðåêðûòèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàí â ñëåäóþùåì âèäå:

∫

u∗p(r)vp(r)d
3r =

=
∑

RR′

eip(R−R′)

∫

φ∗u(r−R′)φv(r−R)d3r. (9)

Îðáèòàëè, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîìó àòîìó (R =

= R′
), âñåãäà îðòîãîíàëüíû:

∫

φ∗a(r − R′)φb(r −

R)d3r = δab. Îäíàêî, äëÿ ðàçëè÷íûõ àòîìîâ R 6= R′
,

ñòðîãî ãîâîðÿ, òàêîé îðòîãîíàëüíîñòè íåò, ÷òî ïðè-

âîäèò ê îòëè÷íûì îò íóëÿ íåäèàãîíàëüíûì ýëåìåí-

òàì ìàòðèöû ïåðåêðûòèÿ Sab
p . Ýòî äàåò íåíóëåâîå ïå-

ðåêðûòèå ìåæäó áëîõîâñêèìè çîíàìè. Ñëåäóåò ïðè

ýòîì îòìåòèòü, ÷òî â ñàìîé òî÷êå âûðîæäåíèÿ ïåðå-

êðûòèå òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü èç-çà òåîðå-

ìû Êðàìåðñà. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå

â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ p0 ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó çî-

íàìè T |up0
〉 = |υp0

〉, ãäå T � îïåðàòîð îáðàùåíèÿ

âðåìåíè. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 〈up0
|T up0

〉 = 0

[20, 21℄. Óðàâíåíèå (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(Sp)
−1 [f0(p) + σifi(p)]

(

Cu

Cv

)

= H̃

(

Cu

Cv

)

, (10)
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ãäå Sab
p åñòü ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8).

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè Äèðàêà ìû èìååì fi(p) ≈ υF pi
è f0(p) = 0. Åñëè çàïèñàòü êîìïîíåíòû èíòåãðàëà

ïåðåêðûòèÿ â âèäå S
uu(vv)
p = 1 (ýòî ñëåäóåò èç íîð-

ìèðîâêè �óíêöèé Áëîõà), Suv
p = (iϑy − ϑx)/υF =

(Svu
p )∗, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ý��åêòèâíûé ãàìèëüòî-

íèàí H̃ = (Sp

ab)
−1 [f0(p) + σifi(p)] ïðèíèìàåò âèä

H̃ =
1

1− β2
(ϑ · p+ σ · (υFp+ i [p× ϑ])) , (11)

ãäå β = ϑ/υF , ϑ = |ϑ|. Ñïåêòð òàêîãî ãàìèëüòîíèàíà

èìååò âèä

ε (p) =
ϑ · p±

√

(ϑ · p)
2
+ (1 − β2)υ2F p

2

1− β2
. (12)

Êàê âèäíî, â ãàìèëüòîíèàíå èç-çà ïåðåêðûòèÿ âîç-

íèêàåò íîâûé âåêòîðíûé ïàðàìåòð ϑ = (ϑx, ϑy, 0),

ïðèâîäÿùèé ê íàêëîíó ñïåêòðà. Íà ðèñóíêå 1 ïîêà-

çàí ñïåêòð ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïå-

ðåêðûòèÿ. Äàëåå â ñòàòüå ìû ïîëàãàåì, ÷òî υF = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí (11) ÿâëÿåòñÿ íåýð-

ìèòîâûì. Îäíàêî ñïåêòð òàêîãî ãàìèëüòîíèàíà äåé-

ñòâèòåëåí. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíî-

ñòè ýòîò ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîýðìèòîâûì,

ò.å. îáëàäàåò ñâîéñòâîì

H̃† = ηH̃η−1, (13)

ãäå îïåðàòîð η ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå η =

= D†D, ãäå D åñòü íåêîòîðûé íåâûðîæäåííûé îïå-

ðàòîð. Óñëîâèå ïñåâäî-ýðìèòîâîñòè (13) ÿâëÿåòñÿ áî-

ëåå îáùèì óñëîâèåì äåéñòâèòåëüíîñòè ñïåêòðà ãà-

ìèëüòîíèàíà [22�25℄. Äëÿ ýðìèòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà

îïåðàòîð D óíèòàðåí è óñëîâèå (13) ïðåâðàùàåòñÿ

â îáû÷íîå óñëîâèå ýðìèòîâîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ

íàøåãî ãàìèëüòîíèàíà (11) ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ

âñåãäà èç-çà òîãî, ÷òî β < 1. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü,

÷òî óñëîâèå

ησ · (p+ i [p× ϑ]) η−1 = σ · (p− i [p× ϑ]) (14)

ñ η = D†D âûïîëíÿåòñÿ ïðè ϑ < 1. Èç ýðìèòîâîñòè

ìàòðèöû η = D†D ñëåäóåò îáùèé âèä ýòîé ìàòðèöû

η = a0 + σ · a, (15)

ãäå a0, a ∈ R. Óñëîâèå (14) òåïåðü ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

(a0 + σ · a) (1 + σ · ϑ)σ · p =

= (1− σ · ϑ)σ · p (a0 + σ · a) . (16)

Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè a0 = 1 è a = −ϑ.

Åñëè ïðåäñòàâëåíèå η = D†D âîçìîæíî, òî det η =

= det
(

D†D
)

= |det (D)|
2
> 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

�èñ. 1. (Öâåòíîé îíëàéí) Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò èì-

ïóëüñà (12) ïðè pz = 0 ïðè íàëè÷èè ïåðåêðûòèÿ, êî-

òîðîå äëÿ ïðîñòîòû çàäàíî â âèäå ϑ = (ϑx, 0, 0). Âåðõ-

íèé ðèñóíîê ñîîòâåòñòâóåò ϑx = 0, ñðåäíèé � ϑx = 0.3,

íèæíèé � ϑx = 0.6. Ïî ãîðèçîíòàëüíûì îñÿì îòëîæåíû

(px, py)

a20 − a2i > 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè a20 − a2i < 0, òî

ïðåäñòàâëåíèå η = D†D íåâîçìîæíî è óñëîâèå äåé-

ñòâèòåëüíîñòè ñïåêòðà (13) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì

îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñïåêòð ãàìèëü-

òîíèàíà (11) âåùåñòâåíåí ïðè ϑ < 1. Â ÷àñòíîñòè, ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òàêîãî

ãàìèëüòîíèàíà íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ ïðî-

ñòîãî äèðàêîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà σ · p.

Ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè ïåðåêðûòèÿ

ìåæäó çîíàìè èçìåíÿòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî-

÷åê êîíòàêòà ýòèõ çîí, ïîëó÷åííûõ âïåðâûå â [13℄.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîãëî áû ïðèâåñòè ê óñòðàíåíèþ

òî÷åê êîíòàêòà è îòêðûòèþ ùåëè. Äàâàéòå ïîâòî-

ðèì âûâîä ïîâåäåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà âáëè-

çè êîíòàêòà â ðàìêàõ kp-ïðèáëèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè
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ïåðåêðûòèÿ. Â ðàìêàõ òåîðèè kp-ïðèáëèæåíèÿ (ìå-

æýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå V ó÷èòûâàåòñÿ â ðàì-

êàõ ïðèáëèæåíèÿ Õàðòðè) èìååì

[

−
~
2∇2

2m
−
i~2

m
k ·∇+

~
2

2m
+ V

]

|uk〉 = Ek |uk〉 . (17)

Ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå, â îêðåñòíîñòè

êîíòàêòà k + κ, ãäå κ åñòü ìàëîå îòêëîíåíèå, âå-

ëè÷èíà − i~2

m κ ·∇ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âîçìóùåíèå.

Ïðè íàëè÷èè ïåðåêðûòèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðà-

æåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ ýíåðãèè δE (k+ κ) ïðè ìàëîì

îòêëîíåíèè îò êîíòàêòà

δE (k+ κ) =

= ±

√

(

κ · f
)2

+ (κ · Reg)
2
+
(

κ · Img
)2

1− ϑ2x
+ o

(

κ2
)

,

(18)

ãäå f = f + iϑxImg, Img = Img − iϑxf è ìû äëÿ ïðî-

ñòîòû ïîëîæèëè ϑ = (ϑx, 0, 0), à âåêòîðà f è g

f = −i
~
2

m
[〈uk|∇uk〉 − 〈vk|∇vk〉] , (19)

g = i
~
2

m
〈uk|∇vk〉 . (20)

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êîíòàêòà

ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû íè îäèí èç òðåõ âåêòî-

ðîâ f + iϑxImg,Reg, Img − iϑxf òîæäåñòâåííî íå

îáðàùàëñÿ â íóëü. Åñëè êàêîé-íèáóäü èç ýòèõ âåê-

òîðîâ òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî âñåãäà

áóäåò ñóùåñòâîâàòü íàïðàâëåíèå κ, äëÿ êîòîðîãî

îñòàëüíûå äâà âåêòîðà áóäóò â ïåðïåíäèêóëÿð-

íîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñïåêòð áóäåò

êâàäðàòè÷åí ïî èìïóëüñó (òàê êàê ëèíåéíûé ÷ëåí

ðÿäà Òåéëîðà òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü),

ò.å. ëþáîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå âîçìóùåíèå ìîæåò

ñîçäàòü ðàçðûâ çîí. Ïðè íàëè÷èè öåíòðà èíâåðñèè

âåêòîð Reg âñåãäà ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â

ýòîì ñëó÷àå íå áóäåò èçîëèðîâàííîé òî÷êè êîíòàêòà

çîí. Ïðè îòñóñòâèè öåíòðà èíâåðñèè, âîîáùå ãîâîðÿ,

òîæäåñòâåííî â íóëü íå îáðàùàåòñÿ íè îäèí èç

âåêòîðîâ. Äëÿ êàêèõ-òî íàïðàâëåíèé κ ïðè íàëè÷èè

ïåðåêðûòèÿ ìîæíî îæèäàòü, ÷òî Img− iϑxf = 0. Íî

òàêîå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè Img = f ≡ 0,

òàê êàê âåêòîð f äåéñòâèòåëüíûé. Îäíàêî, äàæå

åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåêòîð f ñòàë ïî êàêèì-òî

ïðè÷èíàì êîìïëåêñíûì, òî è â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ

Img − iϑxf = 0 åùå íå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíòàêò

èñ÷åç. Äîëæíî åùå âûïîëíÿòüñÿ äîïîëíèòåëüíîå

óñëîâèå f ,Reg ⊥ κ äëÿ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ âåê-

òîðà κ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó,

÷òî îáðàùåíèå â íóëü ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ â

èçîëèðîâàííîé òî÷êå âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè,

÷òî òðè âåêòîðà f ,Reg, Img êîìïëàíàðíû, ëèáî

õîòÿ áû îäèí èç íèõ òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â

íóëü. Ýòî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ âûâîäàìè ðàáîòû

[13℄, ò.å. ó÷åò ïåðåêðûòèÿ âëèÿåò òîëüêî íà �îðìó

ñïåêòðà è íå çàòðàãèâàåò �óíäàìåíòàëüíûå óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè Äèðàêà.

Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïåðåêðûòèå ìåæäó çî-

íàìè ïðèâîäèò ê íàêëîíó ñïåêòðà. Îäíàêî, åñëè â

òî÷êå Äèðàêà ïåðåñåêàþòñÿ ýëåêòðîííûå è äûðî÷-

íûå �åðìè-êàðìàíû, òî ñïåêòð èìååò íàêëîí è áåç

ïåðåêðûòèÿ. Íàëè÷èå æå ïîñëåäíåãî ïðèâîäèò ëèøü

ê äîïîëíèòåëüíîìó íàêëîíó. Îáùèé ãàìèëüòîíèàí,

ñîäåðæàùèé íàêëîí è ïåðåêðûòèå èìååò âèä (âûâîä

òàêîé æå, ÷òî è â ñëó÷àå ñïåêòðà áåç íàêëîíà, òîëüêî

íàäî ïîëîæèòü f0 (p) = ω · p)

H̃ =
1

1− β2
[(ω + ϑ) · p+

+ σ · (p+ (ω · p)ϑ+ i [p× ϑ])] . (21)

Òåïåðü ãàìèëüòîíèàí ñîäåðæèò äâà ïàðàìåòðà ω,

ϑ. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ïðè ϑ = −ω íàêëîí èñ÷åçàåò

ïîëíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåêðûòèå ìåæäó çîíà-

ìè ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ

ïðÿìûì. Â ñèñòåìå ñ äâóìÿ òî÷êàìè Äèðàêà âåêòîð

íàêëîíà èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè â ðàçëè÷íûõ

òî÷êàõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà ñ÷åò ïåðåêðûòèÿ íà-

êëîí èñ÷åçíåò ïðè ϑ = −ω òîëüêî â îäíîé èç òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíà �àçà, êîãäà â îäíîé òî÷-

êå äèðàêà ñïåêòð íàêëîííûé, à â äðóãîé � ïðÿìîé.

Ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå âîçíèêíåò ðàâ-

íîâåñíûé òîê èç-çà îòëè÷íîãî îò íóëÿ ñóììàðíîãî

íàêëîíà îò äâóõ òî÷åê. Îäíàêî àíèçîòðîïèÿ ñïåêòðà

òàêîâà, ÷òî ðàâíîâåñíûé òîê ïî-ïðåæíåìó ðàâåí íó-

ëþ. Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû ñïåêòðû (ïîâåðõíîñòè

ïîñòîÿííîé ýíåðãèè) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðà ïåðåêðûòèÿ ïðè íàëè÷èè íàêëîíà.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí (21) ñîîò-

âåòñòâóåò äåéñòâèþ ñïèíîðíîãî ïîëÿ â èñêðèâëåí-

íîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ýòî ìîæíî óâèäåòü, åñëè

â ðàìêàõ òåòðàäíîãî �îðìàëèçìà â îáùåì ëàãðàí-

æèàíå

L = iψγνeµν∂µψ (22)

ïîëîæèòü eµν = vF δ
µ
ν + δ0νω

iδµi +ϑiδ
i
νδ

µ
0 . Òàêèå âåéëåâ-

ñêèå �åðìèîíû áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [26, 27℄.

Îòëè÷èå îò íóëÿ êîìïîíåíò e0i , e
i
0 òåòðàäû (ýòè êîì-

ïîíåíòû ðàâíû e0i = ϑi, e
i
0 = ωi

) ãîâîðèò îá èñêðèâ-

ëåííîñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Îäèí èç îñíîâíûõ

âûâîäîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî òàêî-
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�èñ. 2. (Öâåòíîé îíëàéí) Ñïåêòð (ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿí-

íîé ýíåðãèè) ãàìèëüòîíèàíà (21) ïðè pz = 0 ïðè íàëè-

÷èè íàêëîíà ω = (−0.7, 0, 0) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

ïåðåêðûòèÿ ϑ = (ϑx, 0, 0): (a) � ϑx = 0; (b) � ϑx = 0.4;

() � ϑx = 0.7; (d) � ϑx = 0.8

ìó ëàãðàíæèàíó â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëü-

òîíèàí (21). Ýòî ìîæíî óâèäåòü, ñîñòàâèâ óðàâíåíèå

Ýéëåðà�Ëàãðàíæà. Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò ïåðåêðûòèÿ

ìåæäó çîíàìè ý��åêòèâíî ïðîÿâëÿåòñÿ êàê èñêðèâ-

ëåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè äëÿ ñïèíîðíîãî äèðà-

êîâñêîãî ïîëÿ. Ýòî äàåò óíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòü

ìîäåëèðîâàòü â òàêèõ äèðàêîâñêèõ ñèñòåìàõ ðàçëè÷-

íûå ýêçîòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èñêðèâëåíè-

åì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ýòîé ñâÿçè íåîáõîäèìî

óïîìÿíóòü ðàáîòó [28℄ (ñì. òàêæå ðàáîòó Âèëü÷åêà

ñ ñîàâòîðàìè [29℄), â êîòîðîé íåîäíîðîäíûå âåéëåâ-

ñêèå ñïåêòðû ñ íàêëîíîì áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ý�-

�åêòèâíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãîðèçîíòà ñîáûòèé âáëè-

çè ÷åðíûõ è áåëûõ äûð. Îäíàêî, òàêèå ñïåêòðû íå ñî-

äåðæàò ñâÿçè ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåí-

òàìè ìàòðèöû Äèðàêà è âðåìåííîé êîìïîíåíòîé èì-

ïóëüñà (òåòðàäà e0i ), è ïîýòîìó íå ïîçâîëÿþò ìîäåëè-

ðîâàòü âñå îñîáåííîñòè èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-

âðåìåíè. Ýòîò íåäîñòàòîê êîìïåíñèðóåòñÿ ïåðåêðû-

òèåì, çà ñ÷åò êîòîðîãî è âîçíèêàåò íå õâàòàþùèé ïî

ñèììåòðèè âêëàä êîìïîíåíòû e0i .

Èòàê, â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷èëè ý��åêòû ïåðå-

êðûòèÿ çîí íà äèðàêîâñêèé ãàìèëüòîíèàí. Ýòè ý�-

�åêòû äîëæíû áûòü ó÷òåíû ïðè àíàëèçå ðàçëè÷íûõ

ÿâëåíèé â äèðàêîâñêèõ ñèñòåìàõ ñ íàêëîííûì ñïåê-

òðîì (ñì., íàïðèìåð, [30-33℄).

�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �îññèéñêîãî íàó÷íî-
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