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Мы исследуем статистику флуктуаций интенсивности лазерного луча при его распространении в
турбулентной атмосфере. Нас интересуют относительно большие расстояния распространения и дальний
хвост функции распределения вероятности. Хвост определяется растянутой экспонентой, мы находим
ее показатель.

DOI: 10.31857/S1234567823160024, EDN: isxdln

Предметом нашей работы является теоретическое

изучение физических свойств лазерного луча, рас-

пространяющегося в турбулентной атмосфере или,

более общо, электромагнитной волны в турбулентной

среде. Основной эффект, который исследуется в рам-

ках данной проблемы – дифракция лазерного луча

на флуктуациях коэффициента преломления, кото-

рые индуцируются флуктуациями давления турбу-

лентных пульсаций. Флуктуации коэффициента пре-

ломления являются случайным полем, свойства ко-

торого описываются статистически. Поэтому теоре-

тические предсказания поведения лазерного луча

касаются средних значений (или соответствующих

функций распределения вероятности), которые по-

лучаются усреднением по статистике флуктуаций.

Задача о распространении лазерного луча в ат-

мосфере имеет долгую историю. Базисные теорети-

ческие результаты, касающиеся распространения ла-

зерного луча в турбулентной атмосфере, были полу-

чены еще в шестидесятые-семидесятые годы прошло-

го века, они подытожены в ряде монографий [1–5]. В

последнее время наблюдается возрождение интере-

са к данной тематике [6–10], связанное в основном

с численным моделированием процесса распростра-

нения лазерного луча (электромагнитной волны) в

турбулентной среде, которое позволяет получить де-

тальную информацию о процессе.

Известные теоретические результаты описывают

в основном типичное поведение лазерного луча в ат-

мосфере. В то же время в уравнении для электро-

магнитного поля случайный показатель преломле-
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ния является мультипликативным шумом, что ведет

к весьма нетривиальным статистическим свойствам

электромагнитного поля. Можно ожидать, что веро-

ятность редких событий, когда та или иная величи-

на (скажем, интенсивность электромагнитного поля)

имеет аномально большое значение, окажется суще-

ственно выше наивных оценок, основанных на ана-

лизе типичных процессов. В качестве примера подоб-

ного поведения можно привести статистику кванто-

вых частиц в случайном потенциале (см., например,

[11]), который является мультипликативным шумом

в уравнении Шредингера для квантовой частицы.

Мы теоретически изучаем распространение моно-

хроматической электромагнитной волны в неограни-

ченной турбулентной среде. Все характерные мас-

штабы задачи (размер волнового пакета, длина его

распространения) предполагаются значительно пре-

вышающими длину волны, так что применимо описа-

ние волны в терминах комплексной огибающей Ψ. В

силу большого значения скорости света можно счи-

тать, что состояние среды не меняется за время рас-

пространения волны и использовать стационарное

приближение для описания ее огибающей, т.е. счи-

тать Ψ функцией координаты z в направлении рас-

пространения волны, и двумерного радиус-вектора

r в плоскости, перпендикулярной направлению рас-

пространения. Конечно, состояние турбулентной сре-

ды меняется со временем. В принятом приближе-

нии огибающая Ψ(r, z) адиабатически подстраивает-

ся под текущее состояние среды.

В данной работе мы считаем интенсивность элек-

тромагнитной волны достаточно малой, так что

нелинейные эффекты (типа самофокусировки) явля-
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ются несущественными. Тогда уравнение для огиба-

ющей Ψ(r, z) в подходящих единицах измерения име-

ет вид двумерного уравнения Шредингера

i∂zΨ+∇2Ψ+ ξΨ = 0, (1)

где ∇ – двумерный градиент в поперечной к направ-

лению распространения плоскости, а ξ(r, z) – флук-

туирующая составляющая показателя преломления.

В силу уравнения (1) огибающая Ψ является полем,

зависящим от реализации ξ. Последняя меняется со

временем, приводя к изменению огибающей. Поэто-

му Ψ можно рассматривать как случайное поле, ста-

тистические свойства которого можно извлечь усред-

нением по большим временам.

Расстояние, пройденное волной, предполагается

существенно превышающим интегральный масштаб

турбулентности, тогда как поперечный размер вол-

нового пакета предполагается меньшим, чем инте-

гральный масштаб. В этом случае показатель пре-

ломления ξ быстро флуктуирует вдоль направления

распространения волны. Нас интересуют интеграль-

ные характеристики, связанные с ξ, поэтому в силу

центральной предельной теоремы статистика ξ мо-

жет считаться Гауссовой. Эта статистика определя-

ется парной корреляционной функцией флуктуаций

показателя преломления:

〈ξ(r1, z1)ξ(r2, z2)〉 = δ(z1 − z2) [const− rc12] , (2)

где угловые скобки означают усреднение по реализа-

циям состояния среды, r12 = |r1 − r2| и c – некото-

рое число. Выражение (2) справедливо для рассто-

яний r12, лежащих в инерционном интервале турбу-

лентности. Константа в соотношении (2) определяет-

ся турбулентными флуктуациями на интегральном

масштабе, а степенная поправка – флуктуациями на

масштабах ∼ r12. Флуктуации показателя преломле-

ния ξ в турбулентной среде определяются в основ-

ном флуктуациями давления. Для колмогоровского

спектра показатель степени c в выражении (2) ра-

вен c = 5/3. В дальнейшем показатель c будет счи-

таться произвольным числом, лежащим в интервале

1 < c < 2.

Мы сосредоточимся в основном на статисти-

ческих свойствах интенсивности I лазерного луча

(электромагнитной волны) в некоторой точке наблю-

дения, которую мы выберем за начало координат:

I = |Ψ(r = 0, z)|2. Расстояние z, пройденное лучом,

будет считаться большим, z ≫ 1 в наших едини-

цах. Это означает, что эффекты, связанные со слу-

чайной дифракцией, являются сильными. В качестве

начального состояния мы выбираем плоскую волну,

Ψ(r, 0) = 1. Обобщение нашей схемы вычислений на

другие случаи, скажем, на начальный Гауссов пучок,

будет опубликовано в другом месте. Нас будут ин-

тересовать моменты 〈In〉 при больших значениях n.

Именно эти величины определяют вероятность собы-

тий с аномально большим значением интенсивности.

Среднее значение 〈In〉 может быть записано, как

〈In〉 = F2n(0, . . . ,0, z), где F2n – 2n-точечная корре-

ляционная функция огибающей:

F2n(r1, . . . , r2n, z) =

= 〈Ψ(r1, z) . . .Ψ(rn, z)Ψ
⋆(rn+1, z) . . .Ψ

⋆(r2n, z)〉. (3)

Эта корреляционная функция представляется в виде

свертки с функцией Грина G2n:

F2n =

∫

d2x1 . . . d
2x2nG2nΨin(x1) . . .Ψ

⋆
in(x2n). (4)

Здесь Ψin(r) = Ψ(r, z = 0) – начальное значение оги-

бающей, а функция Грина

G2n = G2n(r1, . . . , r2n,x1, . . . ,x2n, z) (5)

зависит от z и 4n радиус-векторов.

Функция Грина может быть представлена в виде

интеграла по путям, который выводится из уравне-

ния Шредингера (1). После усреднения по флуктуа-

циям показателя преломления в соответствии с вы-

ражением (2), мы приходим к интегралу по перемен-

ным yj , которые являются функциями координаты

ζ, 0 < ζ < z:

G2n =

∫ 2n
∏

j=1

Dyj exp

{
∫ z

0

dζ

(

i

4
K +W

)}

, (6)

K =

(

dy1

dζ

)2

+ · · ·+

(

dyn

dζ

)2

−

−

(

dyn+1

dζ

)2

− · · · −

(

dy2n

dζ

)2

, (7)

W =

n
∑

i=1

n
∑

j=i+1

ycij +

2n
∑

i=n+1

2n
∑

j=i+1

ycij −

n
∑

i=1

2n
∑

j=n+1

ycij .

(8)

Граничными условиями для траекторий yj(ζ) при

ζ = 0 и ζ = z являются аргументы функции Гри-

на xj и rj , см. (5). “Потенциал” W (8) зависит от

переменных yij = |yi−yj|. Как и следует, константа,

фигурирующая в выражении (2), выпадает из рас-

смотрения.

Можно найти явное выражение для парной функ-

ции Грина G(r1, r2,x1,x2, z):
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G =
θ(z)

16π2z2
exp

[

i

2z
(r− x)(R −X) −

− z

∫ 1

0

dχ |χx+ (1− χ)r|c
]

, (9)

которая определяет поведение парной корреляцион-

ной функции. Здесь введены обозначения R = (r1 +

r2)/2, r = r1 − r2, X = (x1 + x2)/2, x = x1 − x2.

Для начального состояния в виде плоской вол-

ны, когда Ψin = 1, парная корреляционная функция

имеет простой вид [12, 13]:

F (r1, r2, z) =

∫

d2x d2XG = exp(−z|r1 − r2|
c). (10)

Таким образом, характерное расстояние между точ-

ками 1 и 2 на расстоянии z равно rph = z−1/c ≪ 1.

Эта величина имеет смысл длины сбоя фазы за счет

флуктуаций показателя преломления. Характерное

же значение переменной X оценивается, как z1/c+1.

Анализ 2n-точечной функции Грина (5) показы-

вает, что при z ≫ 1 она имеет резкие максиму-

мы на конфигурациях, когда имеется n пар близ-

ких точек xj , находящихся на расстояниях порядка

rph, и разделенных гораздо большими расстояниями

[13, 14]. При этом первая точка пары берется из на-

бора x1, . . . ,xn, а вторая – из набора xn+1, . . . ,x2n.

Остаются близкими и траектории yj(ζ) в интеграле

по путям (6), стартующие с близких точек xj . В этом

случае “потенциал” W (8) может быть приближен

суммой ycij по парам, а остальные слагаемые в сумме

(8) взаимно сокращают друг друга. Тогда функция

Грина факторизуется. Например, для близких пар

(x1,xn+1), . . . (xn,x2n)

G2n = G(r1, rn+1,x1,xn+1, z)

. . .G(rn, r2n,xn,x2n, z). (11)

Очевидно, имеется n! подобных вкладов, по числу

разбиений xj на пары.

Таким образом, пространство интегрирования по

начальным координатам в выражении для моментов

интенсивности

〈In〉 =

∫

d2x1 . . . d
2x2nG2n(0, . . . ,0,x1 . . .x2n), (12)

в случае начальной плоской волны разбивается на n!

областей, соответствующих различным разбиениям

точек на пары. Вклады всех таких областей одина-

ковы и в главном приближении для моментов интен-

сивности мы получаем 〈In〉 = n!, что означает экспо-

ненциальную функцию распределения вероятности

P (I) = exp(−I). Отметим, что P (I) = exp(−I) соот-

ветствует Гауссовой статистике поля Ψ, естественной

для комплексного поля со случайной фазой.

В работах [13–15] показано, что поправки к при-

ближению (11), связанные с отброшенными членами

в выражении (8) для W , пропорциональны парамет-

ру α:

α = z−a, a =
4

c
− c, (13)

малому при z ≫ 1. Для колмогоровского спектра

турбулентности показатель a равен a = 11/15. По-

правки к значению 〈In〉 = n! растут с номером n

и становятся существенными, когда αn ∼ 1. В дан-

ной работе мы определяем значение 〈In〉 при αn ≫ 1

и демонстрируем, что они существенно превыша-

ют n!. Другими словами, при I ≫ α−1 возникает

хвост функции распределения вероятности P (I), су-

щественно превышающий exp(−I).

При αn ≫ 1 пространство интегрирования в ин-

теграле (12) по-прежнему разбивается на n! обла-

стей, соответствующих хорошо разделенным парам

траекторий yj(ζ), дающим одинаковый вклад в 〈In〉.

Выберем для определенности одно из таких разби-

ений на пары: (y1,yn+1), . . . (yn,y2n). Вводя пере-

менные Yj = (yj + yj+n)/2 и ρj = yj − yj+n, где j

пробегает значения от 1 до n, мы получим функци-

ональное представление для функции Грина с аргу-

ментами в выбранной области в виде:

G =

∫ n
∏

j=1

DYj Dρj exp (−S) . (14)

В интеграле по путям (14) подразумеваются некото-

рые ненулевые начальные значения Yj(0) = Xj и ну-

левые конечные значения (при ζ = z) для траекторий

Yj и ρj , которые диктуются исследуемой величиной

〈In〉.

Как следует из представления (6), действие S в

выражении (14) равно

S = −
i

2

∑

j

∫ z

0

dζ
dYj

dζ

dρj

dζ
+
∑

j

∫ z

0

dζ ρcj +

+
∑

j>k

∫ z

0

dζ U(Yj −Yk,ρj ,ρk). (15)

В этом выражении индексы j, k пробегают значения

от 1 до n. Величина U при ρj , малых в сравнении

с характерными значениями Yj −Yk, определяется

формулой, следующей из выражения (8):

U(R,ρ1,ρ2) ≈ ρ1,αρ2,βVαβ(R), (16)

Vαβ(R) = cRc−2

[

δαβ + (c− 2)
RαRβ

R2

]

. (17)

Здесь греческие индексы α, β нумеруют компонен-

ты векторов в плоскости, поперечной к направлению

распространения волны.
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Как мы увидим ниже, значения Yj в интеграле

(14) параметрически велики по n. Это позволяет вы-

числять интеграл по Yj в выражении (14) в пере-

вальном приближении. Интеграл же по ρj не явля-

ется перевальным.

Исследуем сначала перевальное значение Yj , ко-

торое определяется условием экстремума δG/δYj =

= 0. Подставляя сюда выражение (14), находим урав-

нение

i

2

d2ρ̄j

dζ2
+
∑

k 6=j

∂Vαβ

∂Yj
(Yj −Yk)ρ̄jαρ̄kβ = 0. (18)

Здесь ρ̄j – среднее значение ρj , наличие которого

связано с ненулевыми начальными значениями Xj

траекторий Yj . При выводе соотношения (18) мы

заменили среднее от произведения ρjαρkβ на произ-

ведение средних. Причина этого заключается в том,

что флуктуации ρj определяются в основном вторым

слагаемым в действии (15), которое диагонально по

j. Поэтому вклад флуктуаций в среднее ρjαρkβ , где

j 6= k, оказывается пренебрежимо малым.

В теории поля среднее значение флуктуирующего

поля находится из условия экстремума так называе-

мого квантового эффективного действия (см., напри-

мер, [16]). В исследуемой задаче это условие эквива-

лентно соотношению δG/δρ̄j = 0, которое определя-

ет среднее ρ̄j . Используя выражение (14), находим

уравнение

i

2

d2Yjα

dζ2
+
∑

k 6=j

Vαβ(Yj −Yk)ρ̄kβ = 0, (19)

при выводе которого мы пренебрегли вкладом вто-

рого слагаемого в действии (15). Дело в том, что

флуктуации ρj (которые определяются в основном

этим членом) оказываются много больше ρ̄j , в силу

чего зависимость второго слагаемого от ρ̄j слаба. В

дальнейшем мы обоснуем это пренебрежение. Отме-

тим, что условие экстремума по начальному значе-

нию ρ̄j(0) приводит к условию dYj/dζ(0) = 0, в силу

структуры действия (15).

Уравнения (18), (19) показывают, что переваль-

ное значение выражения (14) записывается в виде

lnGsp =
i

2

∑

j

∫ z

0

dζ
dYj

dζ

dρ̄j

dζ
−

−
∑

j>k

∫ z

0

dζ ρ̄1,αρ̄2,βVαβ(Yj −Yk) =

=
∑

j>k

∫ z

0

dζ Vαβ(Yj −Yk)ρ̄j,αρ̄k,β . (20)

Последнее равенство в (20) получено после интегри-

рования по частям с учетом уравнения (19) и гра-

ничных условий. Величина (20) отрицательна, по-

скольку Yj – вещественные величины, тогда как

средние ρ̄j – чисто мнимые величины, а функция

Vαβ(Yj − Yk) положительна для рассматриваемых

здесь значений показателя c: 1 < c < 2.

Система уравнений (18), (19) позволяет оценить

перевальное значение (20). Считая, что все величины

Yj вместе с их граничными значениями имеют один

порядок Yj ∼ X , равно как и средние ρ̄j ∼ iρ̄, мы

приходим к оценкам

ρ̄ ∼ (nz2)−1X3−c, lnGsp ∼ −
1

z3
X4−c. (21)

Отметим отсутствие зависимости от n в оценке для

lnGsp.

Теперь мы переходим к учету флуктуационного

вклада в G2n. Флуктуации ρj могут быть оценены

как z−1/c, что много больше среднего ρ̄ (21). Это

приводит к тому, что после сдвига ρj на его сред-

нее значение и сдвига Yj на его перевальное зна-

чение эффектами, связанными с “потенциалом вза-

имодействия” (16) можно пренебречь (оценку точно-

сти см. ниже). В результате мы приходим к факто-

ризованному приближению типа (11). Таким обра-

зом, выражение для функции Грина факторизуется

G2n = GspGfl, где Gsp определяется выражением (20)

и флуктуационный множитель дается произведени-

ем парных функций Грина

Gfl =

n
∏

j=1

1

16π2z2
exp

[

−
z

c+ 1
|xj − xj+n|

c

]

. (22)

Стоящее здесь выражение для парной функции Гри-

на получено из общей формулы (9) после подстанов-

ки r = R = 0 и с учетом того, что начальные значе-

ния сдвинутых переменных Yj −Xj являются нуле-

выми.

Возвращаясь к выражению (12) для моментов ин-

тенсивности, мы находим

〈In〉

n!
=

∫

d2x1 . . . d
2x2nGspGfl. (23)

Фактор Gsp зависит только от координат центров пар

Xj = (xj + xj+n)/2, поэтому после интегрирования

по разностям xj − xj+n мы находим

〈In〉

n!
∼ z−2(1+1/c)

∫

d2X1 . . . d
2Xn Gsp. (24)

При большом n значение интеграла (24) оценивается

как:
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ln
〈In〉

n!
∼ 2n lnX − 2n

(

1 +
1

c

)

ln z −
C

z3
X4−c, (25)

где C – константа порядка единицы. Здесь X – вве-

денное выше характерное значение переменных Xj .

Оптимизируя выражение (25) по X , находим:

X4−c ∼ nz3. (26)

Подстановка (26) в (25) дает искомую асимптотику

высоких моментов интенсивности:

ln
〈In〉

n!
∼

2

4− c
n lnn−

2(4− c2)

(4 − c)c
n ln z. (27)

Соответствующая асимптотика функции распреде-

ления вероятности P (I) имеет вид

lnP ∼ −
1

α
(αI)β , β =

4− c

6− c
. (28)

Для колмогоровского спектра β = 7/13. Поскольку

β < 1, мы приходим к выводу о более высокой ве-

роятности больших значений I в сравнении с экс-

поненциальным распределением exp(−I). Формула

(28) находится в соответствии с результатами недав-

него численного моделирования [17]. Отметим, что

соотношение (28) означает существенную негауссо-

вость волнового поля Ψ, хаотизованного рассеянием

на турбулентных флуктуациях.

Асимптотика моментов (27) переходит в 〈In〉 = n!

при αn ∼ 1 или z ∼ nc/(4−c2), как и должно быть.

Аналогичное утверждение справедливо и для функ-

ции распределения, которая сшивается с экспонен-

той exp(−I) при I ∼ 1/α. Из (26) следует также ха-

рактерный размер области на фронте волны, опре-

деляющей In при n ≫ 1/α:

X ∼ (αn)1/(4−c)z1/c+1. (29)

При αn ≫ 1 величина (29) оказывается параметри-

чески больше, чем оценка z1/c+1 для X в Гауссовом

режиме. Физически это означает, что для создания

высоких значений интенсивности требуется собрать

энергию с большой площади исходной волны. Из вы-

ражения (29) следует оценка для средних значений

ρ̄ (21)

ρ̄ ∼
1

nz2
X3−c ∼ rph(nα)

−1/(4−c). (30)

Эти средние малы в сравнении с характерной ам-

плитудой флуктуаций: ρ̄ ≪ rph, что оправдывает

приближение (22). Заметим, однако, что перевальное

действие (20) определяется именно этими средними,

причем в действии (20) эта малость компенсируется

большим числом слагаемых.

Найденная нами асимптотика моментов (27)

ограничена сверху по n. Это ограничение опре-

деляется средним квадратом отброшенной нами

флуктуационной составляющей взаимодействия пар

между собой. Для него справедлива оценка

z2n2r4phX
2(c−2) ∼ n

(

nc/4α
)4/(4−c)

.

Малость этой величины по сравнению с основной ве-

личиной флуктуационного действия, которое оцени-

вается как ∼ n, приводит к условию применимости

нашего подхода n ≪ α−4/c. Обратный предельный

случай требует специального анализа.

Мы теоретически установили, что при распро-

странении лазерного луча в турбулентной среде на

расстояниях, где существенную роль играет дифрак-

ция на случайных флуктуациях показателя прелом-

ления, вероятность аномально больших флуктуаций

интенсивности существенно выше оценок, сделан-

ных на основе Гауссовой статистики огибающей элек-

тромагнитной волны Ψ. Это связано с мультипли-

кативностью показателя преломления в уравнении

на огибающую и является универсальным свойством

подобных стохастических систем. Мы нашли фор-

му функции распределения вероятности аномально

больших значений интенсивности. Наши выводы сде-

ланы для простейшего случая начальной плоской

волны, хотя сама схема анализа применима и к дру-

гим начальным формам лазерного луча. Результа-

ты их исследования будут опубликованы в другом

месте. Отдельного анализа требует случай чрезвы-

чайно высоких значений интенсивности. Отдельно-

го анализа требует также учет нелинейности (на-

пример, эффекта самофокусировки), которая может

оказаться существенной для рассматриваемых нами

больших интенсивностей электромагнитной волны.

Работа поддержана научной программой Нацио-

нального Центра Физики и Математики, проект “Фи-

зика высоких плотностей энергии”, этап 2023–2025.
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