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Квазиклассическое квантование движения частицы в присутствии
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С использованием подхода типа Калдиролы–Канаи рассмотрена квазиклассическая версия одномер-
ного движения частицы в среде, где сила сопротивления пропорциональна квадрату скорости частицы.
Исследовано когерентное состояние частицы в случае, когда, помимо силы сопротивления, присутству-
ет постоянная консервативная сила. Показано, что волновой пакет плотности вероятности испытывает
квантовое расплывание до определенного предела, образуя стационарный распространяющийся про-
филь. Таким образом, сила сопротивления подавляет квантовые свойства частицы, все больше выделяя
с течением времени классические черты в ее движении. Данное обстоятельство позволяет рассматри-
вать такую среду как классический прибор, непрерывно измеряющий состояние частицы. В этой связи
ограничение пространственного расплывания волновой функции можно интерпретировать как одно из
проявлений квантового эффекта Зенона.
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1. Введение. Процедуры квантования консер-

вативных систем хорошо разработаны и к настоя-

щему времени являются общепринятыми, приводя к

согласиям с различными экспериментальными дан-

ными. Что же касается квантового описания откры-

тых диссипативных систем, то здесь не все так од-

нозначно. На сегодняшний день существует множе-

ство подходов к квантованию движения диссипатив-

ных объектов, приводящих к физически разумным

результатам [1–14]. Данный вопрос представляется

весьма важным. Следует отметить, что корректный

учет диссипативных процессов должен согласовы-

ваться со вторым началом термодинамики [15, 16].

Кроме того, встречаются ситуации, когда диссипа-

тивные процессы играют принципиальную роль в ре-

ализации когерентных явлений [17, 18].

Подход, предложенный в [1, 2], обладает тем пре-

имуществом, что при нем оператор эволюции явля-

ется унитарным. Следовательно, сохраняется квад-

рат нормы вектора состояния. Как результат, фи-

зическая интерпретация волновой функции остается

той же, что и в консервативном случае.

С помощью подхода Калдиролы–Канаи соверше-

но квантовое описание движения частицы в вязкой

среде, в которой при классическом рассмотрении на

частицу действует сила вязкого трения, пропорци-
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ональная скорости. В то же время хорошо извест-

но, что данный закон справедлив при относительно

малых скоростях. При больших же скоростях стано-

вится существенной сила сопротивления среды, про-

порциональная квадрату скорости. Настоящая ра-

бота посвящена исследованию движения квантовой

частицы на основе обобщения метода квантования

Калдиролы–Канаи при учете данной силы.

2. Модифицированная модель Калдиролы–

Канаи. Вначале рассмотрим одномерное движе-

ние классической частицы массы m, описываемое

лагранжианом вида

L =
mẋ2

2
eγt+2βxsgn(ẋ), (1)

где x – координата частицы, γ и β – положитель-

ные постоянные, соответствующие классической си-

ле вязкого сопротивления, sgn(ẋ) – функция сигна-

туры скорости, точкой над координатой, как обычно,

обозначена производная по времени.

Записав для (1) уравнение Лагранжа d
dt

∂L
∂ẋ − ∂L

∂x =

= 0 с учетом равенств d sgn(ẋ)/dẋ = 2δ(ẋ), ẋδ(ẋ) =

= ẋ2δ(ẋ) = 0, ẋ sgn(ẋ) = |ẋ|, где δ(ẋ) – дельта-

функция Дирака, получим

ẍ+ γẋ+ β|ẋ|ẋ = 0. (2)

Таким образом, лагранжиан (1) порождает клас-

сическое уравнение движения (2) частицы при дей-
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ствии сил вязкого трения и сопротивления, описыва-

емых соответственно вторым и третьим слагаемыми

в левой части (2).

Пусть теперь в положительном направлении оси

x к классической частице приложена также постоян-

ная сила F . При этом выполняется условие неотри-

цательности скорости частицы: ẋ ≥ 0.

Тогда из лагранжиана

L =
mẋ2

2
eγt+2βx + Feγt

e2βx − 1

2β
(3)

будем иметь

ẍ+ γẋ+ βẋ2 = F/m. (4)

Данное уравнение справедливо для классической

частицы, скорость vc = ẋ которой остается положи-

тельной на протяжении всего ее движения. Из (4)

легко видеть, что это условие выполняется, если по-

ложительна начальная скорость v0 частицы.

Перейдем к построению гамильтониана H = pẋ−
− L, где канонический импульс

p = ∂L/∂ẋ = mẋeγt+2βx. (5)

Тогда отсюда и из (3) найдем

H = e−γt p
2

2m
e−2βx − Feγt

e2βt − 1

2β
. (6)

Следуя процедуре канонического квантования и

работе [2], заменим канонический импульс p и коор-

динату x соответствующими эрмитовыми оператора-

ми p̂ и x̂ со стандартным коммутационным соотно-

шением [x̂, p̂] = i~, где ~ – постоянная Планка. Тогда

в координатном представлении имеем, как обычно,

p̂ = −i~∂/∂x и x̂ = x.

Так как импульс, а вместе с ним и скорость те-

перь стали операторами, то из-за квантовых флук-

туаций классическое условие положительности ско-

рости частицы может нарушаться. Однако, если сра-

зу пользоваться квазиклассическим приближением

Вентцеля–Крамерса–Бриллюэна (ВКБ) [19], то усло-

вие vc > 0 следует дополнить неравенством

vc ≫ ∆vc, (7)

где ∆vc – квантовая неопределенность скорости.

Ниже мы еще вернемся к данному неравенству.

При построении с помощью (6) оператора Га-

мильтона Ĥ необходимо учесть, что оператор p̂ не

коммутирует с функцией e−2βx. Следовательно, воз-

никает проблема упорядочения операторов в (6).

Здесь необходимо удовлетворить двум условиям: эр-

митовости оператора Ĥ и унитарности оператора

эволюции. Условию эрмитовости удовлетворяет за-

мена p2e−2βx → p̂e−2βxp̂. Отсюда и из (6) приходим

к оператору Гамильтона

Ĥ =
e−γt

2m
p̂e−2βxp̂− Feγt

e2βt − 1

2β
. (8)

Соответствующее уравнение Шредингера для

волновой функции ψ(x, t) в координатном представ-

лении имеет вид

i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2m
e−γt ∂

∂x

(

e−2βx ∂ψ

∂x

)

− Feγt
e2βx − 1

2β
ψ.

(9)

Уравнение (9) соответствует квантовому описа-

нию движения частицы, классическая динамика ко-

торой описывается уравнением (4). Если заранее счи-

тать выполненным условие (7), то можно сказать,

что уравнение (9) в квазиклассическом смысле соот-

ветствует движению классической частицы в поло-

жительном направлении оси x. При этом уравнение

движения классической частицы совпадает с уравне-

нием (2).

Легко видеть, что из (9) следует уравнение непре-

рывности
∂ρ

∂t
+
∂j

∂x
= 0, (10)

где

ρ = |ψ|2, j =
~

2mi
e−γt−2βx

(

ψ∗
∂ψ

∂x
− ψ

∂ψ∗

∂x

)

. (11)

В результате имеем условие унитарности, усилен-

ное нормировкой, характерной для квантовой меха-

ники консервативных систем:
∫ +∞

−∞
|ψ|2dx = 1. Таким

образом, модифицированный подход Калдиролы–

Канаи позволяет сохранить интерпретацию функции

ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 как плотности вероятности обнару-

жения частицы в точке с координатой x.

Полагая в (9) β = 0, приходим к уравнению

Шредингера при наличии только силы вязкого тре-

ния [11, 20].

3. Квазиклассический волновой пакет.

Пусть в начальный момент времени, при t = 0,

частица, попавшая в среду с сопротивлением,

обладает начальной скоростью v0, совпадающей

по направлению с внешней постоянной силой F .

Исследуем динамику квантового волнового пакета

ψ(x, t) данной частицы с течением времени. В целях

простоты будем считать, что скорость частицы в

течение всего процесса настолько велика, что силой

вязкого трения можно пренебречь по сравнению с

силой сопротивления. Тогда в (9) можно положить

γ = 0.
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В силу условия (7) будем искать приближенное

решение уравнения (9) с помощью метода ВКБ. Для

этого представим волновую функцию в виде [19]

ψ = eiS/~, (12)

где S(x, t) – комплексное действие, которое в соот-

ветствии с методом ВКБ представимо в виде разло-

жения в ряд по степеням постоянной Планка

S = S0 +
∞
∑

k=1

~
kSk. (13)

Подставляя (12) и (13) в (9) и приравнивая в ле-

вой и правой частях коэффициенты при равных сте-

пенях ~, придем к бесконечной цепочке уравнений

∂S0

∂t
+

1

2m

(

∂S0

∂x

)2

e−2βx − F
e2βx − 1

2β
= 0, (14)

∂Sk

∂t
+

1

m

∂S0

∂x
e−2βx ∂Sk

∂x
=

=
1

2m

[

i

(

∂2Sk−1

∂x2
− 2β

∂Sk−1

∂x

)

−Qk

]

e−2βx, (15)

где k = 1, 2, . . ., для нечетных и четных значений k

функции Qk имеют соответственно вид

Qk = 2

(k−3)/2
∑

l=0

∂S(k+1)/2+l

∂x

∂S(k−1)/2−l

∂x
, (16)

Qk =

(

∂Sk/2

∂x

)2

+ 2

(k−4)/2
∑

l=0

∂S(k+2)/2+l

∂x

∂S(k−2)/2−l

∂x
,

(17)

Q1 = 0, Q2 = (∂S1/∂x)
2.

Полагая в (14) S0(x, t) = Φ0(t)e
2βx + f0(t), будем

иметь
(

Φ̇0 + 2β2Φ2
0/m− F/2β

)

e2βx +
(

ḟ0 + F/2β
)

= 0.

Приравнивая по отдельности к нулю выражения в

скобках, после интегрирования получим

S0 = m
vce

2βx − v0
2β

− Ft

2β
. (18)

Здесь классическая скорость vc определяется выра-

жением

vc = v∞
v0 + v∞ tanhβv∞t

v∞ + v0 tanhβv∞t
, (19)

величина

v∞ =

√

F

mβ
(20)

имеет смысл скорости установившегося движения.

После подстановки (18) в (15) для k = 1 придем

к уравнению ∂S1/∂t + vc∂S1/∂x = 0, которое имеет

общее решение в виде произвольной функции пере-

менной x−xc, где классическая координата частицы

xc =
1

β
ln

(

coshβv∞t+
v0
v∞

sinhβv∞t

)

. (21)

Пусть при t = 0 волновой пакет плотности веро-

ятности частицы имеет вид гауссовой функции. То-

гда в соответствии с (12) и (13) положим

S1 = i
(x− xc)

2

2l20
+ b10, (22)

где l0 имеет смысл начальной ширины волнового па-

кета, а b10 – некоторая постоянная.

Теперь сделаем естественное для приближения

ВКБ предположение о сильной локализации волно-

вого пакета [21, 22] в окрестности классической тра-

ектории частицы. В данном случае это условие запи-

шем в виде

βl ≪ 1, (23)

где l – характерная ширина волнового пакета в про-

извольный момент времени t ≥ 0.

Смысл условия сильной локализации состоит в

том, что плотность вероятности обнаружения части-

цы отлична от нуля в малой окрестности: |x−xc| ∼ l.

Очевидно, что в силу квантового расплывания вол-

нового пакета справедливо неравенство l > l0.

Приведенные выше рассуждения позволяют нам

пренебречь вторыми слагаемыми в круглых скобках

(15). Кроме того, благодаря условию (23), в правых

частях (15) совершим приближенную замену

e−2βx ≈ Zc = e−2βxc =

= [coshβv∞t+ (v0/v∞) sinhβv∞t]
−2. (24)

Здесь мы также использовали выражение (21).

Резюмируя, перепишем (15) для k ≥ 2 следую-

щим образом

∂Sk

∂t
+ vc

∂Sk

∂x
=

Zc

2m

(

i
∂2Sk−1

∂x2
−Qk

)

. (25)

Будем искать решение уравнений (25) в виде

Sk = ak(t)(x − xc)
2 + bk(t). (26)

Подставляя (26) в (25) с учетом (16), (17) и равен-

ства ẋc = vc, придем к уравнениям

ȧk = − 4

m
Zc

(k−3)/2
∑

l=0

a(k+1)/2+la(k−1)/2−l (27)
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для нечетных k,

ȧk = − 4

m
Zc





a2k/2

2
+

(k−4)/2
∑

l=0

a(k+2)/2+la(k−2)/2−l





(28)

для четных k,

k̇ =
i

m
Zcak−1 (29)

для всех k ≥ 2.

Интегрируя последовательно правые части (27)–

(29), будем иметь для всех k ≥ 2

ak =
i

2l20~
k−1

(−ig)k−1,

bk =
i

2(k − 1)~k−1
(−ig)k−1 + bk0,

(30)

где bk0 – постоянные интегрирования, а безразмер-

ный параметр

g =
~

ml20β

tanhβv∞t

v∞ + v0 tanhβv∞t
. (31)

Из (13), (22), (26) и (30), после суммирования ря-

дов, получим

i
S

~
= i

S0

~
− (x− xc)

2

2l20(1 + ig)
− 1

2
ln(1 + ig) + lnA, (32)

где постояннаяA определяется из условия нормиров-

ки.

Подставляя (32) в (12), после использования усло-

вия нормировки будем иметь выражение для волно-

вой функции

ψ =
1

π1/4

√

l0
l20 + iq

ei(S0−Ft/2)~ exp

[

− (x − xc)
2

2(l20 + iq)

]

,

(33)

где

q = gl20 =
~

mβ

tanhβv∞t

v∞ + v0 tanhβv∞t
. (34)

Таким образом, в приближении сильной локали-

зации (23) волновая функция частицы сохраняет ав-

томодельный гауссовский вид во все моменты време-

ни.

С помощью (33) стандартным способом [20] легко

вычислить неопределенности координаты ∆x и ка-

нонического импульса ∆p частицы в рассматривае-

мом состоянии: ∆x = l/
√
2 и ∆p = ~/

√
2l. Тогда для

соотношения неопределенностей “координата – кано-

нический импульс” имеем

∆x ·∆p = ~/2. (35)

Итак, в квазиклассическом состоянии (33) дан-

ное соотношение неопределенностей принимает ми-

нимально возможное значение. Следовательно, мож-

но сказать, что частица находится в когерентном со-

стоянии.

В частном случае, когда сопротивление среды от-

сутствует (β = 0), из (34) следует, что q = ~t/m.

Это в точности совпадает с хорошо известным вы-

ражением для свободной частицы, распространяю-

щейся в пустоте [19, 23], волновая функция которой

неограниченно расплывается в пространстве с тече-

нием времени. Данное обстоятельство является важ-

ным аргументов в пользу использованного здесь под-

хода.

Здесь уместно сделать еще одно замечание, каса-

ющееся выражения (33). При его выводе суммирова-

лись ряды по степеням безразмерного параметра g.

Радиус сходимости данных рядов определяется нера-

венством g < 1. Однако рассмотренный выше част-

ный случай β = 0 показывает, что выражение (33)

справедливо для любых положительных значений g.

Ситуации, когда сделанные приближения хорошо ра-

ботают за первоначально очерченными рамками их

применимости, не так редки. Например, такое встре-

чается в квантовой теории многочастичных систем,

когда суммируются ряды теории возмущений, опи-

сываемые фейнмановскими диаграммами различных

порядков [24].

Из (33) для плотности вероятности находим

ρ =
1√
πl

exp

[

− (x− xc)
2

l2

]

, (36)

где ширина волнового пакета

l =
√

l20 + q2/l20. (37)

Рассмотрим асимптотический случай больших

времен βv∞t ≫ 1. В этом пределе для ширины вол-

нового пакета имеем

l∞ =

√

√

√

√l20 +

(

λ̃

βl0

)2

, (38)

где приведенная дебройлевская длина волны λ̃ час-

тицы определяется через ее начальную λ0 = ~/mv0 и

конечную λ∞/mv∞ дебройлевские длины соотноше-

нием

λ̃ =
λ0λ∞
λ0 + λ∞

. (39)

При наличии внешней силы F , как видно из (19)

и (21) при βv∞t ≫ 1, имеем vc = v∞ и x = v∞t.
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Таким образом, при больших временах волновой па-

кет плотности вероятности представляет собой ста-

ционарный (нерасплывающийся) солитоноподобный

домен, который распространяется с постоянной ско-

ростью v∞ в направлении внешней консервативной

силы.

В случае равенства нулю начальной скорости час-

тицы имеем λ0 = ∞. Тогда, как видно из (39), в (38)

справедлива замена λ̃→ λ∞.

Нетрудно показать, что при β = 0, т.е. в при-

сутствии только силы вязкого трения, уравнение

(9) обладает точным решением, из которого следу-

ют уже точные, а не приближенные выражения ви-

да (36) и (37). Только теперь в этих выражениях

xc = (F/mγ)(t− τ) и q = ~τ/m, где τ = (1− e−γt)/γ.

При больших временах γt ≫ 1 имеем приближен-

но xc = Ft/mγ и q = ~/mγ. Следовательно, здесь,

как и в случае силы сопротивления, пропорциональ-

ной квадрату скорости частицы, при больших вре-

менах для плотности вероятности имеем солитонопо-

добный домен. При этом его установившаяся ширина

l∞ =
√

l20 + (~/mγ)2/l20.

Как результат, можно констатировать, что си-

лы вязкого трения и сопротивления по отдельно-

сти препятствуют квантовому расплыванию волно-

вой функции микрочастицы. В настоящей работе ос-

новное внимание уделено именно силе сопротивле-

ния, так как процедура канонического квантования

типа Калдиролы–Канаи для этого случая, в отличие

от случая присутствия силы вязкого сопротивления,

насколько известно автору, ранее не проводилась.

Прекращение расплывания волнового пакета при

больших временах говорит о том, что сила сопротив-

ления подавляет квантовые свойства частицы, ко-

торая с течением времени все больше начинает ве-

сти себя, как классический объект. Вязкость и вяз-

кое сопротивление являются понятиями, присущи-

ми классической физике. С микроскопической точки

зрения сила сопротивления появляется в результа-

те столкновений рассматриваемой частицы с боль-

шим количеством других частиц среды. Каждое за-

фиксированное столкновение можно рассматривать

как своеобразный акт измерения, сопровождаемый

коллапсом волновой функции. Затем, до следую-

щего столкновения, следует квантовое расплывание

волнового пакета и т.д. Регистрация столкновений

неявно обеспечивается введением макроскопических

(усредненных по большому числу столкновений) по-

нятий вязкости и силы сопротивления. Таким обра-

зом, столкновения, порождающие силу сопротивле-

ния, препятствуют квантовому расплыванию волно-

вой функции. На макроскопических временных мас-

штабах процесс препятствия квантовому расплыва-

нию волнового пакета является непрерывным и опи-

сывается выражениями (34), (36) и (37).

Суммируя сказанное в предыдущем абзаце, рас-

пространение микрочастицы в вязкой среде следу-

ет рассматривать как непрерывный процесс измере-

ния ее параметров. В частности, речь можно вести

об измерении координаты. В результате непрерыв-

ное измерение, проводимое над частицей вязкой сре-

дой, препятствует неограниченному пространствен-

ному расплыванию волновой функции. Это приводит

к “замораживанию” квантовой неопределенности ко-

ординаты частицы. Такое поведение может быть ин-

терпретировано как одно из проявлений квантового

эффекта Зенона [25–28].

Пользуясь терминологией, принятой в [29], окру-

жающую вязкую среду можно рассматривать как

квазиклассический прибор, измеряющий параметры

распространяющейся в ней микрочастицы.

Полагая в (38) l∞ ≫ l0, придем к выражению

l∞ =
~

mβl0(v0 + v∞)
. (40)

Уменьшение установившейся неопределенности

l∞ координаты частицы с увеличением коэффици-

ента сопротивления β (см. (40)) подтверждает вы-

вод о том, что сила сопротивления подавляет кван-

товые свойства частицы. С увеличением массы и ско-

рости нерелятивистской частицы отчетливее долж-

ны проявляться ее классические свойства, что так-

же отражено в выражении (40). Уменьшение началь-

ной неопределенности l0 координаты частицы при-

водит, вследствие соотношения Гейзенберга, к уве-

личению начальной неопределенности импульса, что

способствует росту скорости расплывания волново-

го пакета. Этим качественно объясняется обратно

пропорциональная зависимость в (40) установившей-

ся неопределенности l∞ координаты от ее начальной

неопределенности l0.

Таким образом, согласно (40), в установившейся

ширине l∞ волнового пакета плотности вероятности

содержится память о начальных условиях.

Условие (23) сильной локализации волновой

функции использовалось на каждой стадии раз-

ложения при суммировании рядов по степеням

постоянной Планка. Данный прием позволил анали-

тически просуммировать ряды и привел в результате

к выражению (33) для волновой функции. При этом

неучтенными оказались слагаемые, на каждой

стадии разложения, удовлетворяющие (23), но кото-

рые могли оказаться значимыми на более высоких

стадиях. В квантовой теории поля аналогичный
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метод суммирования фейнмановских диаграмм

называется “лестничным приближением” [24, 30].

В нашем случае данный подход можно оправдать

тем, что учет отброшенных слагаемых не может

изменить принципиального вывода о формировании

стационарных локализованных доменов плотности

вероятности. Действительно, переписывая (37) в

виде βl∞ =

√

(βl0)2 + (λ̃/l0)2, заметим, что условие

(23) аналогично неравенству

λ̃≪ l0. (41)

Здесь полезно вернуться к неравенству (7), кото-

рое должно выполняться в каждый момент времени.

Полагая vc = v0 и ∆vc = ∆v0 ∼ ~/ml0 при t = 0,

снова придем к условию (41). Пусть теперь t → ∞
и v0 ≪ v∞. Тогда vc = v∞ и ∆vc = ∆v∞ ∼ ~/ml∞.

Отсюда, а также из (40) будем иметь βl0 ≪ 1, что

представляет собой частный случай условия (23), эк-

вивалентного неравенству (41).

Таким образом, условия (7), (23) и (41) хорошо со-

гласуются между собой и с квазиклассическим при-

ближением.

Согласно (41), можно утверждать, что в квази-

классическом когерентном состоянии (33) длина вол-

ны де Бройля рассматриваемой частицы значитель-

но меньше неопределенности ее положения в про-

странстве в начальный момент времени. Это утвер-

ждение совпадает с аналогичным выводом, приве-

денным в [23] для свободной частицы, распростра-

няющейся в вакууме, а также для частиц, рассеива-

ющихся на внешнем потенциале [31], и для частиц в

магнитном поле [32].

Таким образом, условие (23) равносильно опреде-

лению (41) квазиклассического когерентного состоя-

ния и является для такого состояния вполне есте-

ственным. Данное обстоятельство является еще од-

ним важным аргументом в пользу физической обос-

нованности вида волновой функции (33), а значит, и

в пользу сделанного выше вывода о том, что сила со-

противления препятствует квантовому расплыванию

волновой функции частицы.

Заметим, что условие квазиклассичности (7) с

учетом (20) можно переписать в виде F ≫ ~
2β/ml2.

Из простых физических соображений для β имеем

оценку β ∼ σn, σ – эффективное сечение столкнове-

ний рассматриваемой молекулы с молекулами среды,

n – концентрация молекул среды. Естественно счи-

тать, что σ ∼ l2. Тогда последнее условие запишем в

виде

F ≫ Fquant, (42)

где

Fquant = ~
2 n

m
. (43)

Неравенство (43) можно рассматривать как еще

одно условие применимости к рассмотренной задаче

квазиклассического приближения.

Квантовая сила (43) пропорциональна концен-

трации молекул среды, поэтому она имеет коллек-

тивную природу. Это и понятно, так как эта сила

связана с сопротивлением движению пробной части-

цы коллективом молекул среды.

Попадающие в пузырьковые камеры заряженные

частицы в отсутствие внешних сил оставляют за со-

бой треки в виде прямолинейных отрезков [33]. По-

этому проведенное выше исследование может рас-

сматриваться как эмпирическая модель, описываю-

щая работу таких классических приборов.

Взяв для концентрации молекул в пузырьковой

камере n ∼ 1019 см−3, а для массы влетающей в

нее α-частицы m ∼ 10−23 г, найдем из (43) Fquant ∼
∼ 10−11 мкН. С такой силой на α-частицу действует

электрическое поле напряженностью E ∼ 102 В/м.

Это поле порядка электрического поля Земли на ее

поверхности. Таким образом для корректности ква-

зиклассического описания напряженность электри-

ческого поля, разгоняющего α-частицу в пузырько-

вой камере, должна значительно превышать напря-

женность электрического поля Земли.

Неопределенность координаты влетевшей в сре-

ду α-частицы после первых столкновений становит-

ся порядка атомных размеров. Поэтому положим

l0 ∼ 10−8 см. Пусть скорость α-частицы перед ее по-

паданием в среду v0 ∼ 107 см/с, а длина ее трека

xc ∼ 1мм [33]. Тогда дебройлевская длина волны на

входе λ0 ∼ 10−11 см. Взяв xc ∼ 1/β, для неопределен-

ности координаты у окончания трека из (40) будем

иметь оценку l∞ ∼ xcλ0/l0 ∼ 10−4 см. При этом усло-

вие (23) и равносильное ему в рассмотренном случае

условие (41) выполняются с хорошей точностью.

Помимо классических сил сопротивления, порож-

даемых большим количеством атомов среды, суще-

ствуют силы трения, имеющие сугубо квантовое про-

исхождение. Это касается, например, силы трения

Казимира–Лифшица, возникающей между проводя-

щими пластинами при динамическом эффекте Кази-

мира [34]. Не исключена возможность описания дви-

жения пластин с помощью рассмотренной здесь про-

цедуры.

4. Заключение. В настоящей работе предло-

жена каноническая процедура квазиклассического

описания одномерного движения частицы в среде,

обладающей силами вязкого трения и сопротивле-
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ния. При этом сила вязкого трения пропорциональ-

на скорости частицы, а сила сопротивления – квад-

рату скорости. Данная квазиклассическая процеду-

ра обобщает подход Калдиролы–Канаи на случай

присутствия силы сопротивления и оставляет незыб-

лемым постулат унитарности оператора эволюции,

справедливый в квантовой механике консерватив-

ных систем. Соответствующее уравнение Шредин-

гера в координатном представлении при учете по-

стоянной консервативной силы имеет вид (9). С ис-

пользованием квазиклассического приближения рас-

смотрено движение частицы при учете только силы

сопротивления, пропорциональной квадрату скоро-

сти, и внешней консервативной силы. В результате

найдена приближенная квазиклассическая волновая

функция (33) и показано, что она соответствует ко-

герентному состоянию частицы.

Сила сопротивления препятствует квантовому

расплыванию волновой функции. На асимптотиче-

ской стадии это приводит к конечным установившим-

ся значениям квантовой неопределенности координа-

ты частицы. В результате волновой пакет плотности

вероятности преобразуется в движущийся локали-

зованный домен, сохраняющий в своих параметрах

(ширине и амплитуде) память о начальных условиях.

“Замораживание” процесса расплывания волно-

вой функции с течением времени позволяет интер-

претировать среду с сопротивлением как класси-

ческий прибор, производящий непрерывное наблю-

дение за частицей. Здесь же уместной является

аналогия с квантовым эффектом Зенона, который

проявляет себя в процессе непрерывного измерения

стационарного состояния микрообъекта.

В приближении (23) (см. также (41)) волновая

функция (33) является автомодельной в сопутствую-

щей системе отсчета. В более общем случае свойство

автомодельности нарушится, но при этом область

локализации волновой функции должна, благодаря

силе сопротивления, остаться конечной. Более точ-

ный (количественный) ответ на данный вопрос мо-

жет дать численный эксперимент с уравнением (9).

В дальнейшем было бы весьма желательно рас-

пространить описанный здесь подход на двумер-

ный и трехмерный случаи. При силе сопротивле-

ния, пропорциональной квадрату скорости, это яв-

ляется весьма нетривиальной задачей. Ее решение

позволило бы, например, эмпирически описать сре-

ды с сопротивлением в виде классических приборов

в наиболее общем случае.
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